1.

KINEMATICA VAN HET MASSAPUNT.

HOOFDSTUK I De RECHTLIJNIGE beweging.

Deel A. De PIAATSFUNCTIE van een MAGSAPUNT op een DE VERPI&ATSING
IN EEN BZPAATD TIJDSINTERVAL; Do BENPARIGE EEVEGTNG, DE GEMIDDEL—
IUE SNELHEID IN EBN BEPAALD TLJDSINTERVAL; OF SNELHELID OP EEN BE-
PAATD T1JDSTIP.

§ 1) De begrippen MASSAPUNT, BAAN, BAANCOURDINAAT en PLAATSFUNCTIE,

Punt 1) MASSAPUNT. Werpt men een voorwerp b.v. een stuk krijt verticaal om-
hoog dan ziet men dit tot een bepaalde hoogte stijgen en daarna da-
len, Tijdens deze beweging ziet men het voorwerp echter ook draaien
on zijn zwaartepunt. De totale beweging van het omhoog geworpen
voorwerp bestaat dus ecigenlijk uit TWEE bewegingen:

lo) de beweging van het zwaartepunt
20) de draaiing van het voorwerp om zin zwaartepunt.

Aldus bestaat er bij een beweging van een lichaam vrijwel altijd

verschil tussen de beweging van het gzwaartepunt en de bewcgingen

van de diverse onderdelen van het lichaam.

Zolang niet uitdrukkelijk het tegendeel wordt vermeld, zullen wij

bij de bestudering van de beweging van cen lichaam ALTIJD ALLEEN

DE BEWEGING VAN HET ZWAARTEPUNT VAN DAT LICHAAM BBSCHOUWEN.

7olang het ons alleen gaat om de beweging van het zwaartepunt van
zullen we in de fipuur die de eweg%_g in beeld brengt
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een lichaam
HET GEGEVEN LICHAAM ALTIJL Vi VOORSTMLLEN DOOR L& ¥ PUNT, n.l. zijn
zwaartepunt, BN DOEN ALSOF DIT WISKUNDIGE PUNT GENTCHT HEEFT, n.l.

het gewicht van het gegeven llcnaam.
Practisch komt dit hierop neer dat we dan de beweging bestuderen

VaN EEN MIDIUNDIG—PUNT—MET—GE /ICHT.
YWelnu, zo'n VISKUNDIG-PUNT-MET-GEICHT noenmt men kortweg cen
MASSAPUNT (ook wel PUNTMASSA of stoffelijk punt)
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Definitie:
EEN MASSAPUNT IS EBN JISXUNDIG-PUNT-MET-GEWICHT.

De bewegingsleer die alleen handelt over de beweging van een massa-
punt noemt men DE KINEMATICA VAN HET MASSAPUNT.

Punt 2) De BAAN van cen massapunt,

‘ Definitie: Onder de baan van ecn massapunt verstaat men
de rechte of kromme 1lijn die door het massa -
punt beschreven wordt.

L

Voorbeeclden.

a) De vrije val. 4 Een massapunt wordt op enige hoogte boven de
) grond losgelaten. De baan is dan een rechte

|  lijn L aardoppervlak.
baan —s= |
Pl //’5//




2.
b) De kogelbaan.

Ken massapunt wordt vanuit een punt A schuln op-
geworpen., De baan is een gevogen lijn. We zullen
later bewijzen dat deze baan een parabool is dic
in het punt A raakt aan de richting waarin het
massapunt wordt opgeworpen.

i
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¢) De cirkelbaan.,

fen massapunt op het aardoppervliak beschrijft in 24 uur de om~
trek van een cirkel die gelegen is in het vlak door het massa-
punt loodrecht op de aardas.

N,B. In het onderhavige decl A van hoofdstuk I beschouwen we alleen

RECHTLIJNIGE buwegjngen, dus bewegingen waarvan de baan RECHT is.

Punt 3) De plaatsbepaling op een baan.

0 A A is een punt van cen rechte baan.
. ‘ Om de plaats van A op de baan wiskun-
dig te kunnen aanduiden leggen we op
de baan een COORDINATENSTELSEL vast. Hierbi] gaan we als volgt te
werk:

17) We KIBZEN ccn punt O on deze baan. Dit punt O noemen we de
OORSPROLNG. De kouze van 3it punt O is willekeurig, maar
als O eecnmaal gckozen is staat de keuze vast.

Ieder punt van de baan heeft nu ecn bepaalde AFSTAND tot O.

Vraag: Is de afstand van cen punt tot O exact aangeduid
als we zeggen dat deze b.v. 4 is?

Antw,: NEE, want we weten dan niet IN JEILKE LENGTEEENHEID
deze afstand is uvitzedrukts 4 cm., 4 m., 4 km?

CONCLUSIE: BIJ H=ET OIPGEVEN VAN DI AFSTAND VAN EEN
PUNT VAN DE BAAN TOT HET PUNT O MOET ALTIJD DB
LENGTE-EENHELD VERMELD WORDEN WAARIN DEZE AFSTAND
15 UITGEDRUKT,.

2°) Aan de ATSTND van een punt van de baan tot O KENIEN VI
ZEN ¥ OF - TERzN TOE:

aan de afstanden V. o. punten RECHTS van O een + teken,
S i “ LINKs Y 0 T = .

In principe is deze teken-keuze gehecl willekeurig, maar
nu de keuze eecnmasl gemaakt is zitten we er aan vast!

Nadat het codrdinatenstelsel (met vermelding van de gebrulktb leng-—
teecnheid) QE de baan 1s vaotcelcgd corresgondeert met iecor punt
van de baan [ B N cn SLuCHIS & o N ALGBBRAISCH GRLTAL, en bepaalt
icder algebraisch getal E 0 N en SLECHIS = & N punt op p de baan,
DE ABSOLUTE WAARDS van oit algebraisch getal geeft het aan-
tal (achter dit getal vermelde) lengte-cenheden aan dat dit
punt van O verwijderd ligt.
HET TEKEN van dit algebraisch getal geeft aan of het punt

rcchfs of links van O ligt.

% welnu: DIT ALGEBRAISCH GETAL (waaracntbr de gebruikte lengﬁ
te-eenheid dient vermeld te worden) noemt men dc ‘
BAANCOORDINAAT van het beschouwde punt. ,

Opgave 1. In nevenstaande figuur heeft het punt
0 A A de baancodrdinasat + 1 meter.

Gevraagd: Wijs op deze baan de volgen-
de punten aan:

B(=5m); C(+3m); D(+6m); E(<6m);

T(+50 cm.).



Punt 4)

Punt 5)

3e

De baancodrdinast van cen massapunt op een bepaald ogenblik,

Beweegt ecn massapunt langs een baan, dan kunnen we deze beweging
w1skund1g beschrijven DOOR DL BAANCOORDINALbN 0P TE NOEMEN VAN DE
PUNTEN WAARIN HET MASSAPUNT ZTCH OP DE ACHTEREENVOLGENDE OGENBLIK-
KEN BEVINDT.

De baancobrdinaat van het punt van de baan waarin het massapunt
zich op het tijdstip t bevindt, noemt men kortweg DE BAANCOORDINAAT
VAN HET MASSAPUNT OP HET OGENBLIK t.

Definitie: Onder DT BLANCCORDINAAT VAN EEN MASSAPUNT OP HET
OGENBLIK t verstaat men de baancoBrdinaat van het
punt van de bacn waarin het massapunt zich op het
ogenblik t bevindt.

Notatie. De baancoordinaat van ecn massapunt op het ogenblik t
wordt aangeduid door het symbool sy.
De letter s is de eerste letter van het woord SPATIUM. De
baancodrdinast geeft immers DE AFSTAND AAN WAAROP HET MAS-
SAPUNT OP HET OGENBLIK t IN POSITIEVE OF NEGATIEVE RICH-
TING VAN D3 OORSPRONG VERVWIJDERD IS.
De index t in het symbool si gecft het beschouwde ogenblik
aan.
Wij zullen t altijd uitdrukken in SHECONDEN:
t = O is het ogenblik dat de waarneming begint.,
Sp is dus de boancodrdinaat op het tijdstip t = Oj
s5 is de baancobrdinaat op het tijdstip t = 5 sec.

Fen massapunt beweegt zo langs een

O +11.’,11 I'(.,Chtb bskuﬂ datn S = "‘ 5 m, Sl = +6m,

S2 = 5m; S3 = +2m; Sy = -3 W

Gevraagd: Geef op de baan aan waar het massapunt zich op de achter-
cenvolgende ogenblikken bevindt.

Het begrip PLAATSFUNCTIE (of BEVEGINGSVERGELIJKING)

In de mechanica beschouwt men alleen bewegingen die EEN LOUTER Mz~
CHANTISCHE OORZAAK hebben. Zoals ons later zal blijken kunnen desze
bewegingen altijd door formules beschreven worden. Zo'n formule be-
paalt dan het teken en de grootte van de baancodrdinast van het
massapunt op ecn onbenocind ogenblik., Exacter gezegd: zo'n formule
bepazlt de baancobrdincat van het massapunt als functie van de tijds

= £(t) meter ;
|

Zo'n formule noemt men ELN PIAATSFUNCTIE of ook wel EEN BEVIGINGS-
VERGELLJKING,

Voorbeelden, o
a) sy = 2t - 4 meter,
tijd o
o stip St beanpunt
t =0
t = 1
t =2

Opmerking. Het startpunt behocft dus niet samen te vallen met O,




b) st = =t + 4% meter.
St baanpunt.
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Opmerking. Op t = 2 keert het mossapunt om.
Op t = 4 is het masscpunt weer in O terug.

Opgave 3. st = 6 sin(3%0t)° meter.
Bepaal de plmuts van het massapunt op de ogenbliklen
t=0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 secc.

Opmerking. We zullen laten zien hoe men de plaatsfunctie voor cen
bepaalde beweging opstcelt. In dit hoofdstuk gaan we na
wat men bij ecn recntlljﬂlre beweging ult ccn gegeven
plaatsfunctie kan ofleiden.

0N
N

Het S - t diagram.

Onder het S - t diagram van ccin beweging verstaat men DE GRAFIEK
dic in becld brengt HOL DB BiANCOORDINAAT VBRANDERT ALS FUNCTIE
VAN DT TIJo.

Voorbeclden.
a) st = 2t - 4 meter.

In nevensteande grafick stelt de ver-

4y ticale as de baan van het massapunt

) / voor, dc horizontale as is de tijdsas.
+5 / Op t = 0 (dus als de waarneming begint)
+4 / is de b1 ncoBrdincat =4 meter.

s f Op t = 2 passecrt het massapunt de oor

/ SPTONG.

+2 / NB.Uit de grafiek valt of te lezen dat

“ / iheu massapunt bij deze beweging 1IN

ITDERE SECONDE EEN EVEN GROOT STUK
I R I tJ_Jd&VAN DE BaAAN AFLAEGT,

a4/ in SCCOhdLﬂ‘LO n beweging noemt men cen EENPARIGE
g beweging.

!
/
/

-2 /’f
//
¥
[ ~ '/:L; - . .
voor de / “-hier is het masso-
wacrneming/:-% punt ols de wadrne-
\\Xi/ l.¢ ming begint.
/
/
/
Vrocag., Op © = O begint de wasrneming. Begint het massapunt ook op
= 0 met zijn beweging?

Antw.s Volgens dc vergelijking s = 2t - 4 meter is het massopunt
van ecuwigheid aan het bewegen. Op het ogenblik dat de waar-
neming begint passecrt het massapunt het punt -4 meter op
de baan.

LEN PLAATSFUNCTIE ZEGT NOOLT WANNERR HET MASSAPUNT BLGINT
TE BEWEGEN; WEL WAAR HET MASSAPUNT IS ALS DE WAARNGMING BI-
GINT

b)
zie blz. 5.
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b) Sy = - t°+ 4% meter. |
t ¢ i Boanpunt.
At
O S = O 0
—e - 0
. a 1 Sl = +53 A
o , —
o 2 82 L4 B
| ; " 5 SB—"%‘B C = A
in sec. 5 35 = -5 B
Deze grafiek brengt ons in beeld hoe
het massapunt langs de rechtce baan be-
weegt. Wij moeten deze grafick echter
E nog leren LEZEN,

Uit de grafiek blijkt:

lo) Op het ogenblik dat de waarneming begint passecert het
massapunt dec oorsprong.

29) Op t = 2 keert het massapunt om.

30) Bij het naderen van het omkeerpunt neemt de snelheid va
het massapunt AF.

In het omkeerpunt is de snelheid NUL.
Daorno neemt de snelheid in de andere richting weer toe.

N N

10
5o
6° Op ¢ = 4 passecrt het massapunt weer de oorsprong.
Opgave 4, Schets het S - t diagram van de beweging waarvan
s, = 6 sin (30t)° meter. (Sinuslijn i)
§ 3. Het begrip TIJOSINTERVAL,
Punt 1)

Definitie. Onder een tijdsinterval verstaat men de tijds-—
duur die verstrijkt tussen twee tijdstippen.

E——

Vraag. Wat verstaat men onder het tijdsinterval t = 1 tot © =5 scc?

v van
Antwoord., ==

Dit is de tijdsduur die ver~
begin einde strijkt tussen de tijdstippens
‘ t =1 sec. en t = 5 sec,

i
Ly v
| Y B 3 o
0% A tijd in sec.
BT

Vraag. idat verstaat mon onder het tijdsinterval van de EERSTE sec?

Antwoord.
De waarneming BEGINT op t = O
De EERSTZ seconde van onze waar-
neming is verstreken op t = lsec.

5 ~ tijd in scc.
ol 3 &z 3_& s 6

°sec. 4°gec.

Conclusies Onder het tijdsinterval van de EERSTE seconde verstoat
men de tijdsduur die verstrijkt tussen de tijdstippen:
t =0ent =1 sec.




Vraag.

6.

Wat verstaat men onder het tijdsinterval van de gf seconde?

Antw, ¢

Vraag.

Dit is de tijdsduur die verstrijkt tussen de tijdstippens
t = 3en t = 4sec.

Met nadruk wijzen we er op dat het tijdsinterval van de 4°

seconde  gEoTND op § = 3, en
EINDIGT op & =

Wat verstaat men onder het tijdsinterval dat gevormd wordt

Antw,

door de 7% +89Y+9Y seconde van onze waarneming?

begin  einde

| v

o| 1 2 3 4 5 6 Y & 9 10
‘ Fo+gorgesec.

tijd in sec.

De 9° sec.EINDIGT op t 704 80 +90 geconde is dus
de tijdsduur die verstrigkt
tussen de ogenblikken
t =6ent =9 sec.

De 7° sec. BEGINT op t = 6 sec. | Het tijdsinterval van de
= 9 sec. ¢
1

Punt 2) Van een tijdsinterval moet men twee dingen goed onderscheiden:

1°) de DUUR van het tijdsinterval
2°) de PIAATS OP DE TIJD-AS.

Het in nevenstacnde figuur aange-
geven tijdsinterval begint op t=t3;

tijd in en eindigt op t=tp
of 1 2 te sec, . Cn i
D De DUUR van dit tijdsinterval is
duur (to - ©1) sec.

N.B. Net nadruk wijzen we cr op, dat de natatie t7 NIET het

—————

Notatie.

Punt 3) In de t
dat BEG
is aan

tijdstip t = 1 nanduidt, en to NIET het tijdstip t = 2 sec.
De indices 1 en 2 bij B3 en Lo slaan op 4¢ nummering van
de tijdstippen. ~ =2 =2

De DUUR van een tijdsinterval wordt acangegeven door hetb
symbool At sec.

Voor het in bovenstaaonde figuur bedoelde tijdsinterval is
dus At = tp - t1 sec.

heorie zullen we vask te maken hebben met een tijdsinterval
INT op ecen ONBENOEMD OGENBLIK t en waarvan de DUUR gelijk
een ONBENOEMD AANTAL SECONDEN At.

| e T 2y

| : i tijd in sec.

Dit ti

0} t bent

jdsinterval BEGINT dus op het ogenblik t sec, en
EINDIGT op het ogenblik t+ At sec.

We zeggen dan kortweg “het tijdsinterval von t tot t + At sec®.
Opgave 5.
Wijs op nevenstaande tijd-as de
I volgende tijdsintervallen aan:
o+ 2 3 &« 35 & 7 Eégdln

a) het tijdsinterval van t = 2 tot t = 6 sec.
b) het tijdsinterval van de derde seconde.
¢) het tijdsinterval van de 30 +40 +50 +60 seconde.

d) het tijdsinterval dat begint op t = 2 sec. en dat 4 sec.
duurt.
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Opmerking. Opgave 5 illustrecert dat eenzelfde tijdsinterval op
verschillende manieren kan aangeduid worden. Let er bij
de sommen goed op HOE het tijdsinterval is aangeduid.
De ervaring leert, dat de meeste fouten gemoakt worden
doordat men zich niet realiseert dat b.v. de 7° seconde
BZGINT op het TIJDSTIP t = 6 sec.

$ 4) DE VERPIAATSING LANGS DE BAAN IN ESN BEPAALD TIJDSINTERVAL.

punt 1) In nevenstaande figuur stelt
—_— AS -+ de horizontale as de rechte
Eob+ AL baan voor waarlongs ccn massa
0 AT . punt beweegt, o
e ; % ? g““n VeDe verticale as stelt de tijd-
T (1 DeWASSA9g yoor (nasr beneden positief)

i punt. Do grafiek stelt het S ~ T
diagram voor van het langs
de baan bewegende massapunt.
We beschouwen de beweging van
het massapunt in het tijdsin-
terval van t tot t + At scc.

tijd in
secC.

Op het tijdstip t sec. is de baancodrdinaat st en bevindt het mas-
sapunt zich in Aj; op het tijdstip t + At sec. is de baancodrdinaat
St 1 At €h bevindt het masscpunt zich in B.

WE VRAGEN NU NAAR HET
ATGEBRAISCH VERSCHIL

5t+At'_ Stxmmx

baancodrdin. baancoodrdin.

aan het 2an het
EINDE BEGIN
van het van het

tijdsinterv., tijdsinterv,

Dit verschil geeft ons de GROOTITZ en HET TEKEN van de RESULTERENDE
VERPTALTSING die hef massapunt in het tijdsintervel t-—=t+ AT
LANGS DE (RECHTE) BaAN heeft ondergaan.

De nadruk ligt hier op RESULTERENDE VERPLAATSING LANGS DE
BAAN

In het tijdsinterval van t —1t+ At legt het massapunt (zie
bovenstaande figuur) het baanstuk AC in POSITIEVE- en het
bacnstuk CB in NEGATIEVE RICHTING af. Het EINDRESULTAAT van
deze bewcgingen is ecen POSITIEVE VERPIAATSING over het boan—
stuk ABR.

AS

Is, zoals in nevenstaande figuur, CB

groter dan AC, dan is het eindresul-

taat ecen NEGATIEVE verplaatsing over
het baanstuk AB.

A
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Conclusie. Het algebraische wverschil s At = S geeft ons
de grootte en het teken van DE RESULTEﬁﬁNDﬁ VERELAATSING die
het massapunt in het tijdsinterval t -t + At LANGS DB
(rechte) BAAN heeft ondergann.

Deze RESULTERENDE VERPLAATSING LANGS DE BAAN noemt men kortweg
DE VERPLAATSING LANGS DE RAAN IN HET BESCHOUWDE TIJDSINTERVAL.

Definitie. Onder DBE VERPILIAATSING ILANGS DE BAAN VAN EEN
MASSAPUNT IN EREN BEPAALD TIJDSINTERVAL ver—
staat men B
de ALGEBRAISCHE waarde van

DE BAANCOORDINAAT AAN HET ¥ I N D E VAN HET
TIJDSINTERVAL

VERMINDERD MET
DE BAANCOCURDINsAT AAN HET B E G I N VAN HET
TTJDSINTERVATL,

Notatie. De verplactsing langs de baon in het tijdsinterval
t—=1t+ At wordt aangegeven door het symbool:

AS
t—=1t 4+ A%
Dus:
AS = 5 _‘5 meter
t—=—t +At t+AT %
| v
FINDE BEGIN

Opmerkingen. a) Indien er geen vergissing mogelijk is schrijft men

voor AS kortweg AS.
T—=t+ AT
b) Met nadruk wijzen we er op, dat in de definitie
von AS gesproken wordt over de verplact-
t—=t+AT
A+t sing LANGS DE BAAN,

Teze tocvoeging wordt van belang als we het later
A zullen hebben over een beweging langs een KROMLIJ-
J r NIGE baan.
Is (zie nevenstannde fig.) het massapunt op het
o tijdstip t in A en op het tijdstip t + At in B,
den is DE VERPLAATSING LANGS DE BAAN in het tijds-—
interval t ~—= At gelijk aan

St 4y Af — St = + boog AB meter.

DE VERPILATSING IN HET PIATTE VLAK is dan echter
gelijk oan de BAANKOORDE AB (beter: de VECTOR AB)
We gaan dear nu niet verder ov in.

¢) Bij cen RECHTLIJWIGE beweging is DE VERPLAATSING

TLANGS DE BAAN in cen gegeven tijdsinterval IDEN-

};7’?/ TIEX met DE VERPLAATSING IN HET PLATTE VLAY in

7 dat tijdsinterval.
/i/’ Bij een RECHTLLJNIGE beweging is er dus geen ver-
/ gissing mogelijk als AS wordt cangeduid
s t—=1t +Aa%t

met DE VERPL.LATSING IN HET TIJDSINTERVAL VAN
t—=1t+ AT,

d) Sommige auteurs nocmen AS de (resulteren
t—=t+at
de) WEG in het beschouwde tijdsinterval.
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Punt 2) Getallen-voorbeeld.

Gegeven: Sy = - t24-4t~%2 meter.

Gevraagds

Ay a) De verplaatsing in het tijdsin-
- ; terval van de 29 scconde, dus
} A
| 12
F Oplossing.
- S, = - 4 +8 +2 =+ 6 meter.
; §p = - 1 +4 +2 =+ 5 meter.
>§ AS = = + 1 mebter
4 | "AS=4+1meter 172
: ‘ =2 . : : .
; tijd - b) De verplaatsing in het tijds-
/ in j intervael von © = L1 = 3.
| seC i Oplossing.
; : s5 = -9 +12 +2 = + 5 meter
f sy =-1+ 4+2= + 5 meter
*AS = 0 AS = = O meter
f 13 1=3
: . ¢) Dc verplaatsing in het tijds-
j ! intérvol van ©t = 1§ = 5
! ’ Oplossing.
‘ | S = -25+20+2=-3mn
| ! Sl = - 1+t 4 +2=+5m,
A8 = - 8 meter AS = = - 8 1.
1-5 15

Opmerking In

dit getallen-voorbeeld zicn we gefllustrcerd dat de

verplaatsing langs de baan in een tijdsinterval kan
Zijns

a)
b)

c)

Vraogs Von ecn
hieruit

Antw.: Br zijn
lo) Het
2°) Het

Punt 3) Opgave 6.

zie

POSITIEF: Het station aan het einde van het tijds-
interval ligt don RECHTS van het station ~on het
begin van dit tijdsinterval.

NUL: Aan het cinde van het tijdsinterval bovindt
het massapunt zich dan in hetzelfde baanpunt als
aan het begin van dit tijdsinterval,

NEGATIEF: Het station aan het cinde van het tijds-
interval ligt don LINKS van het station aan het be-
gin van dit tijdsinterval.

mossepunt weet men alleen dat AS = 0. Wet volgt
over d¢ beweging v.h, massap? 13

massopunt bewcegt zo, dat S5 = Sy

massapunt is in rust.

blz. 10,
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Punt 3) Opgave 6.,

Gegevens
Stzt

Gevraagds

Cl) AB
1-=2

2 - 4t - 5 meter.

b) AS

—

| tijd
i in sec. c) f§§5

Vraag: Lees ult de figuur af voor welke positieve waarden van At

AS negatief is, en voor welke waarden positief.
+ >4+ +At
Punt 4) Opgave 7. Gegevens: Sy = - t2 + 3t - 5 meter.

Gevraagd: De verplaatsing in het tijdsinterval van
2 =2 + At sec.
De duur var dit tijdsinterval is dus onbenoemd.

Oplossing:

- 4 - 4At - (At)24—6<%5At - 5 meter

S5, 0= - (2+a6)+3(2+4t) - 5

S5 = = - 4 +6 - 5 meter
AS = = -~ 4AL - (At)2 + 3At meter
2>2+At
Dus: AS = - At - (JSt)g meter.
2-2+4%
' 2
Opgave 8. Gegeven: Sy = - t— 4+ 3t - 5 meter.

Gevraagd: De verplaatsing in het onbenoemde tijdsinter-
val van t—=1t + At sec.

Oplossing:

- t2-2tAt-(At)2+3t +3At - 5 meter

n

Spaap= — (BHAB)E 4 3(b4at) - 5

5y - = - tg +3%. -5 meter
5 = - _2tAb - (A5)2 +3Ab meter
t>t+At
Dus: AS = - 2TAt +3AC - (At)2 neter.

t=t4+Ab

Opmerking: Door in deze uitkomst het tijdsinterval 2-— 2+4% te
substituercn, vinden we de uitkomst van opgove 7 terug.




§ 5.

Punt 1)

Punt 2)

Punt 3)

11.

Bewegingen met plaatsfunctie van de EERSTE GRaAD: de EENPARIGE BE-
WIGING,

In deze paragraaf beschouwen we de bijzondere bewegingeh waarvan
de plaatsfunctie een veelterm van de EERSTZ GRAAD is, en dus in de
algemene gedaante wordt voorgesteld door de functie:

s, = at + b meter, waarbij a #0

;
i
%
:
i
i

Het 8 - t diagram van zo'n beweging is FiN RECHTE LIJN die niet
evenwijdig loopt aan de t- of & - as.
De richtingsco&fficient van deze 1lijn is a.

a m{. a —
—%— | /j t ‘//,- /‘gb

. ) grootte
. van a

- : rootte
ik AR %an a t
of 2 : of 1 =T
~.

Stelling. Is de plaatsfunctie cen veelterm van de eerste graad dan
beweegt het massapunt steeds in eezelfde richting:

Is a+, dan beweegt het massapunt steeds in pos.richting;

Is a —~, dan beweegt het massapunt steeds in neg.richting.

Bewljs:  Zie bovenstaznde figuren.

Opmerking:De verplaatsing in een tijdsinterval heeft voor ieder
tiljdsinterval HEY ZELiDE TEKEN ALS a.

Stelling. als de plaatsfunctie een veelterm van de eerste graad is,
ondergaat het massopunt in CNDERLING GHELIJKE TIJDSIELEN
verplaatsingen die ONDARLING GELIJK ZIJE VAN GROCTILE EN

TELEN, |
Bewijs: AyS AxS | AgndS AgS
v L\ <A e
A B ¢ N At 0 De B A 4
i T ¥ ¥ T 1 T + t
T Ty
/‘x\ 1 PN , ; J) 1: - - A m.;.‘b g
Ogt § o ; Db ' o
V¥, AN ) L T -5
~ . /
3 - \?\; H - oy !
->\ : - 1 = 7
A‘n’t% y ) ?v&\ A} ht% ke T
N,
h //
tijd in tijd in
secc. sece
Als AT :.AIIt zijn de gearceer— idem
de driehoeken conzgruent.
QIS en.AIIS hebben nu behalve
hetzelfde teken OOK DEZELFDHE
GROCTTE,

Conclusie: Als de plaatsfunctie cen veelterm van de EERSTE GRA4D
is, peweczt het massapunt voortdurend in dezelide rich—
ting LN LoGT DAARBILJ LN GELLJKE TIJOSDELEN GEL.JKI BAAN
STUKKEN AY,
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Punt 5)

Punt 6)

Punt 7)

12,

Stelling. Bij een beweging net plactsfunctie s, = at+Db meter, ;
is N i
|
|
|
|

DB VERPLAATGING PER SECONDE
in grootte en teken gelijk aan o meter.

Bewijs: We bepalen de verplastsing in het tijdsinterval van
t—=t + 1 sec.
Het beginpunt van dit tijdsinterval is dus onbenoemd; de
duur van het tijdsintervcl 1s één seconde,

Se41 T a(t +1) +b = at +a +b meter
Sy = = ot +b meter
A = = a meter
T-t-+rl

Danr in het rechter 1id t niet meer voorkomt, doet de
plaats van t op de tijdsas dus niets ter zake.
Conclusies: Is s, = at +b meter, dan legt het massapunt in icdere

seconde een bacnstuk af waarvan de grootte gelijk is
aan ja) meter,

Een beweging met plaatsfunctie Sy = ot +b meter heeft dus TWZE bij-
zonderheden, nol.
17) het massapunt beweegt voortdurend in eenzelfde
richting

2%) het mas ssapunt legt in ieder tijdsinterval van BIN
seconde ecen o;cnstuk van i1ai meter af.

Zo'n beweging noemt men een ZENZARIGE BIWEGING.

Definitie. fen beweging heet LENPARIG als het massapunt
voortdurend in BENZELFDE richting beweegt en
dearbi] IN IEDERS SECONDE ecn baznstuk aflegt
van CONSTANTE GROOTTE.

De ALGEBRAISCHE waarde von DE VERPLAATSING PER SECONDE noemt men
DE SNELHEID van het eenporig wewezgend massapunt.

Definitie. Onder DE SNELHEID von een BEENPARIGE BEWEGING
verstaat men
DE ALGEBRAISCHE WAARDE
von de
CONSTANTHE
VERPLAATSING FER SECONDE.

De snelheid wordt aanseduid door de letter v.
Is de ploatsfunctie sy = at+Db meter, dan is DE SNELHEID van het
massapunt dus gelijk aan:

i
o heter

sce i

|
v o=
} ;

Vraog. Yot wil zegren: een ccnparig bewegend massapunt heeft cen
snelheid van + 3 m/sec.?

Antw,: Dat het massapunt voortiurend in POSITIEVE richbing beweegt
en daarbij PER SECONDE cen bacnstuk van 3 meter ”flcgt
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Vraag. Wat gil zeggen: de sncelheid van een eenparige bewegling 1is
- % %/sec.?

_Antw.: Dat het massapunt voortdurend in NEGATIEVE richting bewcegt
en daarbij PER SECONDE een baanstuk van 3 meter aflegt.

Punt 8) De eenheid van snelheid.

Definitie. De eenheid van snelheid is de snelheid van die
eenparige beweging waarbij PER SZECONDE een
baanstuk wordt ~fgelegd van EFN METER,

Deze snelheid wordt aangeduid met

Als eenheid van afstand is dus gekozen één meter.
Als cenheid van tijdsduur is dus gekozen écn seconde.

Punt 9) Als sy = at+Db meter, dan is v = a B/sec.

We kunnen de 2lgemene gedannte van de plaatsfunctie van een een-
parige beweging dus ook schrijven als:

S = vt +b meterl

I_

Vrocg. Wat stelt b voor?

Antw.: Op het ogenblik t = O, dus het ogenblik dat de waarneming
begint, is de baancoodordinaat:

S, = O+4+b = b meter.

Conclusic: b = Sy de boaancoordinaat op het ogenblik t = O.

Vroag. In welke vorm kan de algemene gedoante van de plaatsfunc-
tie van cen cenparige beweging dus geschreven worden?

‘

Antw, :

St = Vt—fso meter.

Punt 10) Het opstellen van de plastsfunctie van een eenparige beweging.
Voor het maken van de sommen is het van belang, dat men bovenstaan-
de vergelijking kon afleiden, uitgoonde van de definitie van de
snelheid van een eenparige beweglng.

Gegevens De snelheid van een cenparige beweging is V N/sec.
Gevmagds De plaatsfunctie.

Oplossing.
De baancodd. Wat er
i Aantal sec.

s,= |op het ogenbl.|—~{ FER SEC. | X| ; C 2 meter.

© t =0 " | bijkomt sinds t =0
Hieruit volgt: ¥ ‘ v v

5= 84 — v >< t meter.
Dus: Sy = soﬂ—v.t meter

of Sy = v.t-fso meter
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Punt 11) Opgave 9. Stel in elk van de ondcrstaande gevallen de ploatsfunc-
Tie op van het cenparig bewegende massapunt. Teken ook
het S - t diagrom.

|
Gegevens ¢t Ploatsfunctic 5 - t dicgram,
N2, T S =0 S, = -+ 3t meter o /
: O ut - ~ * ] |sl ,l!i
v =43 N/gsec T
t i 1" P
| / - tijd
0 in sec.
o },mﬂuﬁ_. ———
N=., ITI SO = +2 1.
| = +3 M S
v ) /sec: | +| 3
i | :
{ {
: {
|
? , tijd
E | Y in sec.

N2, III 8 = -2 m.

v = +3 D/sec |
tijd
o in sec.
_0 -
N=. IV S = +2 m. +1 S
v = -3 Hfec
tijd
0 in sec.
ne, v 5, =-2 m. L S
v =-3 Miec | [0 tijd
in sec.

Opgave 10. Gegeven. v = - 8 %/scc, i
Sg =-+3% meter. Let wel; de baancoordinaat op
t = 5.

Gevraagd. St
Oplossing I. sg = -+ 3 meter.

dus + 3 = - 8.5 +8, meter.
dus sg = + 43 meter,
dus st = - 8t +43% meter.

Oplossing I1.
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Oplossing II. Het tijdstip t komt (t - 5) seconden
IATER dan het tijdstip © = 5 sec.
DE VERPIAATSING PER SECONDE is - 8 meter.
In (vt - 5) seconden is de verploatsing
dus ~-8(t-5) meter.
Dus: s, = S5 - 8(t~5) meter

=+3 - 8(t-5) meter
Dus: St =~ 8t+ 43 meter.

Punt 12) Nadere beschouwing van het s - t dicgrom.

.////
6 ¢
AT o Y Y
A
L 4 AN . .
tijd °l tijd
0 in sec 0 “ o in sec.
- - \\\\
Fig. 1: v + fig., 2: v-

Bovenstaande figuren stellen icder een S - t diagram voor van een
eenparig bewegend massapunt: In figuur 1) is de snelheid positiefs
in fig. 2) negatief.

NB Vraag. WAAR ZIJN DEZE SNELHEDEN IN DE S-t DIAGRAMMEN AAN GELIJK?

Anhtw, @

Sy = vt + Sq meter,

v is in elk van de diagrommen gelijk aan de RICHTINGS--
COEFFICIENT van de rechte, dus gelijk aan de TANGENS ‘
van de hoek die de rechte maokt met de POSITIZVE TIJDSAS.

Conclusie. De snelheid van een eenparige beweging
wordt in het S - t diagram voorgesteld
door

DE TANGENS VAN DE HOEK
DIE DE RECHTE MAAKT M=T DE POS,TIJDSAS.

Opmerkingen a) Bij een cenparige bewcging spreekt men van DE snelheid zon-

Punt 13)

b)

der meer. Men kan echter ook zeggen, dat cen eenparig bewe-
gend massapunt OP IEDER OGENBLIK DEZELFDE SNELHEID HEEFT,
omdat de S-t rechte op ieder ogenblik dezelfde hoek maakt
met de positieve tijdsns.

Soms wordt de vraag gesteld "Hoe kan een massapunt nu OP
HEEN BEPAALD OGENBLIK ccn snelheid hebben: een massapunt kan
in het tijdsinterval von een TIJD-STIP (= tijd-punt) toch
niet bewegen?"

Antwoord. Als men zegt dot een cenparig bewegend massapunt
OP IEDER OGENBLIK een snelhecid van v B/sec. heeft, BEDOELT
MEN DAARMEE, dat het massopunt op ieder ogenblik zoveel be-
wegingsenergie hecft, dat het in de - op cen beschouwd tijd
stip - volgende seconde cecen baanstuk van |vi meter zal af-
leggen.

Vragen.
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Punt 1%) Vragen. a) Wat wil het zeggen als het S - t diagram ecn rechte
evenwijdig ann de tijdsas is?
antwoord: dat het massapunt stil staat.

b) Kon het 8 - t diagram van een ecnparige beweging ook
een rechte evenwijdig zcan de S - as zijn?
Antwoord: Nee, wont dot zou betekenen det het masso-
punt op de baen “alom' tegenwoordig wosid

§ ©. DE GEMIDDELDE SNELHEID IN EEN BEPAALD TIJDSINTERVAL bij een recht
llanlge beweging woaorvan dc plﬂqtsfunctle NIET van de cerste
graad is, althons niet benocit te zijn.

Punt 1)

Definitie. Onder DE GEMIDDELDE SNELHEID IN EEN BEPAALD
TTIDSINTERVAL verstaat men
HET QUOTIENT van
UE VERPIAATSING IN DIT TIJDSINTERVAL
en
DE DUUR Vall DIT TIJDSINTERVAL.

Opmerking: Deze definitic geldt ook voor de krom-
1ijﬁigo beweging MITS men met DE VIR-
PLAATSING bedoelt DE VERPLAATSING IN HET
PIATTE VLAK (of de ruimte)

Bij een RECHTLIJNIGE beweging is de ver-
plentsing in het platte vlak (of de
ruimte) identick met de verplactsing
LANGS DE BAAN,

Punt 2) Deze definitie in beeld.

AS Nevenstaande figuur stelt het S -~ ¥
tiﬁt‘%ﬂt dicgram voor van ecn beweglng langs
0 N + cen rochte baan (= horiz, .s)

! r S Op het ogenblik t sec. bevindt het
massapunt zich in Aj op het ogen—
blik t+ At sec. in B.

AS is dus de¢ verplaatsing in
t-t+AT het tijdsinterval van
t—=t+At scc

Welnus

Onder DE GEMIDDELDE SHNELHEID IN HET

TTIJDSINTERVAL VAN t—=t+ At sec. ver

stant men

tijd HLT QUOTIENT

in sec. AS
“t—=t+At meter
AL sSec

Vraag. Stel, dat in bovenstaonde figuur AS =+12 meter cn
At = % gsec, dan is de gemiddelde snelheid in dit tijdsin-
terval dus gelijk oon
+12

‘—5——' = 4+ 4 m/S@Co

Wat wil dit nu zZegpen?

Antwoord. Dot DE VERPIAATSING in dit tijdsintervel gelijk
is can die van cen cenparig bewegend massapunt met snel-

heid + 4 W/sec.

Vraag. Wat wil zeggen: de gemiddelde snelheid in cen tijdsinter-
vel is - 4 M/sec.?
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Punt 3) Notatie. De gemiddelde snelheid in het tijdsintervel t—t+ At
wordt cangeduid door het symbool

Vtot + At

Conclusie.

- DByt 4At meter
t=2t+AT 7 AT sec

Opmerking. De gemiddelde snelheid in cen tijdsinterval wordt in
dezelfde eenheid uitgedrukt als de snelheid van cen een-
parige beweging: Is de eenheid van afstand &én meter en
de cenheid van tijdsduur &én seconde, dan wordt ﬁ%—>t+kt
nitgedrukt in LU

5¢C

Punt 4) Voorbeclden.
a) Gegeven: s, = 67 - 4t + 5 meter,
Gevraogd: De gemiddelde snclheid in het tijdsinterval dat ge-
vormnd wordt door de 39, 49 cn 59 seconde SAMEN.

Oplossing: Het gegeven tijdsinterval BEGINT OP + = 2 sec. cn
EINDIGT OP t = 5 sec., De DUUR von het tijdsinterval
is 3 scconden.,

We mocten dus berckencns
S
= 2 > ]
vg____>5 = ——-3——2 /sec.
Welnus

S5
82 =

H
N
\J1
i
no
O
\J
I

+ 5 + 10 meter
4+ 1 meter

l
=
I
co
+_
N
il

= = 4+ 9 meter

— 49

. m
o - . > o
Conclusiecs Vo 5 + 3 “/sec

b) Gegeven: Sy = - t2 + 2t -~ 6 meter.

Gevraagd: Jc gemidde lde snclheid in het tijdsinterval van
t =5—=%t =54+ AT sec,; dus V5 =54 At

Oplossing: Het gegeven tijdsinterval begint op t = 5 sec. en
duurt At secc.
We mocten dus berekenen:

AS
— _ 554+ A% m/sec

Vo >548t AT
Welnus
D
Sg At T - (5+ )L~—°(5~+At) -~ 6 meter
= -~ 25 - 10 At - (zﬁt) + 10+ 2at - 6 meter
55 = - 25 -+ 10 - 6 meter
AS = - 10 at - (a%)2 + 2% neter
5=5+A%
Dus:
= - 104t - (At) + 2AL
= - - = - -~ At L
Conclusie:

J_ m

r — o
V5-—>-5+At = - 3 - AT sce °
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c) Gegevens Sy = atg%-bt-fc meter,

G&mmgd:vt$t+at

Oplossings: Het tijdsinterval begint op het ogenblik t sec. en
duurt At sec.
We moeten dus berekenen:

_ OBy ot 4At m

Vst 4 at = AT /sec
Welnus ‘
Sy L a4 = a(t%-At)aA—b(t+-At)-%c
= ot +2at At +a( AE) 4+ +b AT +¢ meter
SJG = at2 + Dbt 4c¢ meter
AS = 2ot At +a( At)2 +b At meter
t—=1t + AL
Dus:s
2
= + 2at(At) +a(At)T + DAL . m
Conclusie:x

= m
Vi 4o = 2ot +btaat “/sec.

7 5) Nadere beschouwing von het s — t diagramn.

+ + A

. N i
, ASI

AS ! .

‘ Ygi

A_
o tija o

in sec. /

fig. 1. fig. 2.

Bovenstaande figuren stellen ieder een S - t - diagram Voor.
In fig., 1 is het tijdsinterval t—=>t +At sec. zd0 gekozen dat
ASt—»t-rAt POSITIEF is;

in fig. 2 is het tijdsinterval t—t+ At sec, z0 gekozen dat
ASy g 4 at NEGATIEF is.

NB We vragen: WAAR IS V. _. , s AAN GELIJK?

Antwoord, - _ ASi oty At
t>t+ At 7 t

! Uit de figuren volgt dats
|
|

Vo pt At = 58
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Punt 1)

19

| MITS we onder & de hoek verstaan die als volgt wordt gevonden:

| plants de passerpunt in A' en de schrijfpunt in A",

H draai TEGEN DE KLOK IN tot de schrijfpunt de grafiekkoorde

H% A'BY snijdt. De dan door de schrijfpunt beschreven boog is

It :

Benaming: [ ¢is de hock dic de grafiekkoorde ATBY maakt met de
+tijds~-as.

Conclusie: De gemiddelde sncelheid in een bepaald tijds-
interval wordt in het S - t diagram voorge -
steld DOOR DE TANGENS VAN Dm HOEK DIE DE GRA
FIEK-KOORDE VAN DIT TIJDSINTERVAL (ATBY)
MAAKT MET DE POSITIEVE TIJDS-AS.

DE SNELHEID OP EZi BEPAALD OGENBLIK,

In de vorige paragraaf hebben we gedefiniderd wat men dient te ver
staan onder DI GEMIDDELDE SNELHEID IN ZEN BEPAALD TIJDSINTERVAL,
Uitgcande van deze definitic zullen we in deze paragraaf can de
hand van ecn getallenvoorbeeld proberen te komen tot de definitie
von DE SNELHEID OF EEN BEPAALD OGENBLIK.

Gegeven: s, = = %t2-+5t - 4,5 meter.
Gevraagd a) véﬁ>2~kAt
Oplossing. S, 4 = = i(z-%&t) +5(2+At) - 4,5
2+ AT 2
= -2 -2 Ab - 2(at)2+104+5At ~ 4,5 meter
S5 = -2 10 - 4,5 meter
AS = - 2 At -~ %(At)z +54t meter
22+ At
Dus ) 5
ASo L5y ap = FIAL - +(At)" meber
Juss 5 - +5A0 — %(At)a =43 _’LAt R
Vo sp pat T At = T2 sce
Conclusie. Géd§2_+At = +3 - XAt M/sce.

Deze uitkomst is dus voor deze beweging de formule van de gemid-
delde snelheid in IZDER tijdsinterval DAT BEGINT OP HET TIJDSTIP
= 2 sec.

bev. Vo g = +3-1,5 =+1,5 m/sec.
Vo g =+ 35 -1 =42 m/sec.
Vo3 =+3-0,5 =+2,5 m/sce,
Vo _.p,5 = -+ 3 - 0,25 =+2,75 m/sec. cnz.

varﬂagd b) Wat valt er te zeggen von de waarde van deze gemiddel-—
de snelheid aols de DUUR AT van het Tijdsinterval
2=>2+4 At sec. NADIRT 0T NUL?

— . m
Antwoord: lim V = lim (+3%3 - + At) = +3 “/sec.
At->0 2=2+ A% AG -0

Conclusie. De limiet van v als At nadert tot
222+ At
nul is 4+ 3 m/secc.




20,

Gevraagd c) Wat stelt deze limiet voor in het S - t diagram?

Antwoord.

Nevenstaande figuur stelt het
s - t diagram voor van de bewe~
ging met plaatsfunctie:

= - %t24-5t - 4,5 meter

s, =
t
In het tijdsinterval 2f>2%-élt
sec, 1s
T ‘ - F?i
§ VE*%2thlt = tg ATTATB |

i

{

Als At nadert tot nul, nadert
het grofick punt B langs de

grafiek naar het grafick-puntAf,
BN NADERT DE HALFLIJN A'B' TOT

: DE BOVENHELFT VAN DE RAAKLIJN
IN HET GRAFTHEKPUNT Af AAN DE
GRAFTEK.

Conclusie: %
lim v = tg[ AV AP = +3 %
At->0 222+ AL E

Gevraagd d) WELKE NATUURKUNDIGE BETEKENIS HEEFT DEZE LIMIETT?

Antwoord: De rechte A'P is de s - t-grafiek van een BENPARIGE .
beweging wa~rbij het massapunt zich op het tijdstip
t = 2 sec. in het punt A van de rechte baan bevindt
en ecen snelheid hecft van 4+ 3 m/scc.
Dat de halfrechte A'P in het grafiekpunt A’ raakt aan
de s = t grafick van de gegeven beweging, wil zeggen,
DAT HET S - T-DIAGRAM VAN DE GEGEVEN BEWEGING IN HET
INFINITESIMAAL KLEINE TIJDSINTERVAL VAN HET OGENBLIK
t = 2 sec.

SAMENVALT.
MET HET S - T-DIAGRAM VAN EEN EENPARIGE BEWEGING WAAR-
BIJ HET MASSAPUNT OP IEDER OGENBLIK EEN SNELHEID HEEFT
VAN + 3% m/scc,

ﬁ! Welnu, uit het feit van dit SAMENVALLEN DER S - t-DIA
i GRAMMEN moeten we besluiten DAT BR GEDURENDE HET IN-

| T =2 soc. GEIN VESOHIT, BESTALT TUSSEN DE GIGEVIN Bi-
| WEGING EN EEN EENPARIGE BEVEGING MET SNELHEID +3 m/sScc.

Zou de gegeven beweging dus vanaf het tijdstip t = 2
sec, niet mecr veranderen, dus op t = 2 sec., overgaan
in eecn cepparige beweglng, dan zou het gegeven massa-
punt dearna PER SECONDE EEN BAANSTUK VAN 3 METER IN
POSITIEVE RICHTING AFLEGGEN.

Meoow, Op het tijdstip t = 2 sec. hceft het massapunt
zoveel bewegingsenergic dat het per sec. een baanstuk
van 3 meter zou kunnen afleggen.

M.A.We OP H&T TIJDSTIP t = 2 sec, HERFT HET MASSAPUNT
DL SNELHEID + 3 m/scc.
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NB CONCLUSIE,
‘ lin vV, _ 5, .4 = DB SNELHEID V.H., MASSAPUNT
Ab—-o <7 - OP H3T TIJDSTIP t = 2 sec,
N3 Notatie. e snelheid op het tijdstip t = 2 sec. wordt

aangeduid door V2

NB | Dus: lim 62

| Ao S22 At T

Gevraagd e¢) Gecf cen OVERZICHT van de bewerkingen die we achbtereen
volgens heboen moeten uitvoeren om V, te vinden.

o] 6] N N
Ant oord: 1 1 bewerking. bepaal ASy_ oy

a:.,\&k'r) i D e A
T O . — 22 4 AL
i 'P i (o] P o ATy 9 -
NB 27 bewerking: bepaal Vo o g At F
B " 50 bewerking: bepaal lim V. o
, ) 22 v AT
“ | rf_)t e ) ’
kS l: - . . . . T A7y T N
NB 1 De uitkomst van deze limiet is DI SNELHEID van het
i massapunt OP HET TIJOSTIP t = 2 sec.

Punt 2) Opgave 11. Gegeven: s = - £2 4 4t meter

Gevraagd: a) v
|

b) v, » vergelijk de uitkomsten met §2,b

c) v,

Merk op, dat v, = lim v

Ab 20 a-=a+ A&t

Opgave 12. Kies zelf cen plaatsfunctie en bepaal de snelheid op
een zelfgekozen tijdstip.

Punt 3) e geven nu de exacte definitie van de snelheid op een bepaald
ogenblik.
NB i Definitie. Onder de snclheid op het ogenblik t verstaat men |
f U LIMIET
B ? waartoe IDE GEMIDZELDE SNELHEID, genomen over het
; tijdsinterval van t—t+At, nadert als
NB At NaDERT TOT NUL,
In formule: v, = lin C=t ot
t -~ »-O At
v
B ot g At ds
Notatie. bUe lin T duidt men aan met het symbool =¢
ot -0 -
puss )
Vg Tap
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~

Punt 4) Opgave 1%, Gegevens 8y = - 25+ 6t - 8 meter

Gevraagd:vt, VB, v,
Oplossing:Bewerking 1.

= = 2(t+At)7+6(t+at) - 8

- 2% - it = 2(A6)° 4 65 + 646 — 8 meter

-
Sy = - 2%~ +6t - 8 meter

S .
T+ at

1]

AS ~htat —2(at)° 4645 meter

T=t+40

i

Bewerking 2.

= _ - 4tat - 2(at)Z 460
tostb At & At

-, m
= — 4t ~ At o+ —_—
246 +6 P

Bewerking 3.

ve = lin (- 4% - 2/546) = - 4546 m/sce.
/'\\t = Q
conclusiezwmﬂwu

! by B :i
v, = - 45+6 “/sec,

Uit deze uitkomst volgb:

Vg = - 12 +6 -6 Msce,

i

A O0+6 =+ 6 m/SGC.

o)
Opgave 14, Gegevens 8y = at”™ +bt +c meter

Gevraagds Vi

Oplossing: St . At

1l

S =

t

A8 =
t 3 "G -+ [\t

(/A
<
0

oo

— _ f._‘.;Dt . /3—{: _
Vo=t +at = it =

dus - . Iy
aus Ve = lim = 23t +b " /scc.
/i\,t =0
3 2
Opgave 15. Gegevens Sy = at” +bt< +ct +d meter.

Gevrasgd: vy

Uplossing: Sy i ¢

alt+ at)”

ct
1

| o B
g
ot
o N

C_'-

¥

ct i
+ -
- 2
ISl



Punt 5) Nadere beschouwing

van het s ~ t-cdlagranm.

We willen de limict overgang (1lim

verband met het s-t diagram.

~kijd.

Fig:3 $

Bij fig. 1 en 3.
_ de hock dic ?e
++1ijdsas,
Terwlijl t nadert tot nul wandelt

het grafickpunt BY over de grafiek
naar hev grafiekpunt 4' toc.

be halflijn A'B' nadert dan stecds
meer tot de raaklijn in AF

Conclusie:

blz. 24,

Vi . gens bezicn in

o1 4 ;’.’:}t) 1os

byt

f@ph

Bij fig, 2 en 4,

Als At genaderd is tot nul 1light het

crafickpunt B tegen het grafickpunt

At aan.

De halflijn A'B' valt dan samen met

de rasklijn in A' aan de S-t grafiek.
lim Vv

Duss .

; H>t + = tg¢

AG =0
Maar, zoals we in punt 2d) berede-
ncerden is
lim vy
-z O

(o]

At

=t AL T Vg

N .
L5
Dus:

v =186 |

i
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o DI ONELHEID OP HET TIJDSTIR ©
N wordt in het § - t diagram voor
&/ gesteld door

& DE TaNGENS

van de hoek die de halfrasklijn
in het bijbehorend gralickpunt
naakt met de POSITIEVE TIJDSAS,

" Heaan > bijd.sas

Punt 6) Opgave 16. In de onderstaandec figuren stelt de halflijn A'P de
halfraaklijn in het grafiekpunt A7 voor.
P
i P i S 1St s ;
b . -+ ‘ 41 X +
“z/ A SN N
- - NP 1o
° g—“t byd 0 i-———mgw--—-.-_,..EUd 06,_~-_£ TR U%“""‘ b —hijd
- | - - |
fig. 1 fig. 2 -~ fig. 3 fig. 4

8.

Punt 1)

Gevraagds Wat valt er eventueccl te zeggen van de groot-
te en het teken van de snelheid op het be-
schouwdec ogenblik?

Vi = +
Bij fig. 2) vy =0
Bij fig. 3) vy = -
Bij fig. 4) beze situatie is natuurkundig

ONMOGELIJK, want v, kan niet on-
eindig groot zijn.

Antwoord: Bij fig. 1)

NB, Zen s - t diagram kan NOOIT ecen raaklijn hebben [/ sgeas.

Opgave 17. Als gegeven is dat het S - t diagram een parabool is
die de tijdsas snijdt, beredencer dan, dat de snclhe-
den waarmee het massapunt op de hecn en terugweg de
oorsprong passeert GELIJK EN TEGENGEST&LD zijn.

DIFFERENTTEREN,

Vergelijken we in de opgaven 14 en 15 de plaatsfuncties met de
daarbij behorcnde snelheidsfuncties,; dan ontdekken we cen merk-
waardige regelmaat.

>
St = atLﬁ-bt%~c-e»vt =2 at+b dus: at2->2at

bt — b

c —= o
s, = at? + bt et +d —=v, = 3 at®+2 bb+c dus: atd —3 at®
bte —=2 b

Cti ~>l.00to = C
d = d.t%—=o0

Deze regelmaat wordt in de wiskunde cxact bewezen.



{ Lunt 2)

xv/
5
ct
(Y
e

$9.
Punt 1)

Punt 2)

25,
Volgens deze regelmaat kunnen we DE SNEZLHEIDSFUNCTIE DIRECT AFLE-
Z2iN UIT DX PLAATSFUNCTIE,
Voorbeeld. Sy = 3t7 - 8t5 + 5t2 -t + 7/ meter
6

4 - m
40t +10t - 1 Soo

dan volgt: Vi =21t

Welnus DEZE BEWERKING HEET DIFFERENTIZEREN,

Conclusie, Men vindt DE SNELHETISSFUNCTIE van een beweging
DOOR DE PLAATSFUNCTIZ van deze bewezing
TE DIFFERENTIEPREN NA4R Dg TIJD,

B
v, =38 B
T dt sec i

De snelheid OP IEN BENOEMD TIJDSTIP vindt men
door dit tijdstip te substitueren in de snel-
heidsfunctie,

Opmerking, Met nadruk wijzen we er op, dat t gedifferenticcrd
1 oplevert.

Immers t = t7, dus %% = 1.t° = 1.
Opgave 18. Gegeven: Sy = % meter.
Gevraagds V.
N -1 : ~1-1_ -2_ 1 m
Oplossing: s, = t ~m, dus v, = - 1t =-1 ==z /sec.

Het V - ¢ diagram,

Onder het v - t-diagram verstaat men de grafiek van de snclheid

als functie van dc tijd.

Upgave 19. Gegevens Sy = - t2 + 4%t - 3% meter.,
Gevraagd:wTeken het s — €t en het v - t diagram van

A dcze beweging,
Oplossings

; s, = - t° + 4t = 3 meter.

Het s-t diagram is een "bergparabool’
bid die de tijdsas snijdt in de punten
iisce. T =1en t = 3 secc.

Op deze ogenblikken passecrt het mas-

sapunt dus de oorsprong. o

S, is maximaal positief op het tijd-

SEip t = 2.

Op dit ogenblik keert het massapunt

op de baan om.

__dS__ 4 ’I_I_ﬂ_..
Vt—a%-_—gt+brsec.
Het v - t diagram is een rechte 1lijn
_, met negatieve richtingscodfficient.
tid . In het tijdsinterval van O—=>2 sec.
77 neent vg lineair af van +4 M/sec. tot
nul,
Op t = 2 is de snelheid NUL.
In het tijdsinterval van 2-—=4 scc.
neemt vy in negatieve zin toe van
O tot -~ 4 M/sec.
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Gevraagd b) Waaraan kan men IN HET V - T DIAGRAM zien dat het mas-
sepunt op het tijdstip t = 2 sec. omkeert?
Antwoord:  AAN HET FEIT DaT DE SNELHEID OP HET TIJDSTIP t = 2
VAN TEKEN '
VERWISSELT.

Vraag b) van opgave 19 stelt de belengrijke kwestie aan de ordes
HDﬁ'MAgKT MEN UIT OF EIN MASSAPUNT OMKEERT? In het geval van opga-
ve 19 is de snclheid op het tijdstip t = 2 sec. gelijk aan nul,

Kan men daar niet uit besluiten dat het massapunt op t = 2 scc.
omkeert?

Antwoord, Dat de snclheid op t = 2 sec. nul is, is EEN VOORWAARDE
DLz WEL NOODZAKELIJK
MAAR NIET VOLDOENDE IS

om te kunnen besluiten dat het massapunt op T = 2 scc.
zal omkeren.,

WEL NOODZAKELIJK: Zolang immers de bewegingsencrgic het
massapunt in cen bepaalde richting langs de rechte baan
voortstuwt moet het massapunt in die richting verder
gaan; pas als deze bewcgingsencrgiec is uitgeput en het
massapunt dus tot rust geckomen is kan het mogelijk zijn
dat het massapunt niecuwe bewegingsencrgie krijgt om te-
rug te gaan.

DAT DE SNELHETZ NUL WORDT IS DUS NOODZAKELIJK OM TE KUN
NEN OMKEREN.

MapR NIEZT VOLDOINDE. Als cecn auto voor een stoplicht
even tot stilstand komt wil dat nog niet zeggen dat de-
ze, als het signaal op groen komt, zal omkereni

e zullen dit toelichten met een getallenvoorbecld.

Gepoven: s, = L +3 _ o2 1
egeven:  sp = 5 t7 - 2t + 4% +-3 neter,

Gevraagd: Op welk ogenblik is de snelheid nul? Zal het
massapunt dan omkeren?

~

-
Iy

Antwoord:s v, =
—_—= Yy sec

Is v = 0, dan nmoet
0=t - 4% + 4 —»t = 2 scc.

Op het tijdstip t = 2 sec. is de snelheid dus
Vi nul, .
/ Het v - t diagram is cen “"dal-parabool'
die in t = 2 raakt aan de tijdsas.
D& SNELHEID BEHOUDT DUS GEDURENDE DE
GEHELL REWEGING HETZELFDE TEKEN i.c.-+
Het massapunt bewcegt dus stecds in
dezelfde richting en kecert dus NIZT om.

bij .

ML Nevenstaande figuur is het § - t diagram van

dezc beweging,

De grafiek heeft voor t = 2 sec. ecen horizon-
taal BUIGPUNT: Het massapunt houdt op t = 2
sec. inh het baanpunt A even stil cn gaat daar-
na wecr in de positieve richting verder.

i Conclusie. Het feit dat de snelheld op
; ecn zeker ogenblik nul is, is NIBT VOL
|
5
i
i

DOIENDE om te kunnen besluiten dat het
massapunt op dat ogenblik zal omkeren.

tjd v sec.
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Vraag. Aan welke voorwaarde moet, behalve dat de snelheid nul
is, dan nog voldaan worden wil het massapunt omkeren?

Antwoord. De snelheid moet op het ogenblik dat deze nul is
VAN TEKEN VERANDEREN,
Immers DAN en SLECHIS DaN 1s er ecen VERANDERING VAN

Vraag. Aan welke voorwaarde moet de v - t grafiek voldoen wil
“een massapunt op een ogenblik dat de snelheid nul is,
OMEEREN?

Antwoord, De v -~ t grafiek moet, op het ogenblik dat de sneclheid
aul 15 DE TIJDSAS
o N T dJ oEN,
Immers dan en slechts dan zal de snelheid op dat ogen-
blik van teken veranderen.

Vraag. Hoe moet men dus te werk gaan als men wil onderzoeken of
een massapunt al dan niet zal omkeren?

Antwoord. ||Bewerking I. Leid de snelheidsfunctie af.
IBewerking II. Onderzock of de snelheidsgrafiek de tijds—

| as SNIJIT.

Punt 4) Opgave 20. Gegeven: s, = £2 - 6t2 + 9t meter.
Gevraagd: a) Sq Oplossing: 55 =
b) Vi Oplossing: v, =

c) Vv, en Vg
In wellke richting beweegt het m,pt. dan?
Oplossing: v, = m.pt.beweegt naar

v5 = m.pt.beweegt near
d) Keert het massapunt om? Zo Jja, op welke
tijdstippen.
Oplossing:
+| Ve
T tijad
oY 3 in sec.
- }

¢) In welke baanpunten keert het massapunt om?

Oplossing: Sy =
°3

f) Schets het S - t diagram van t = O tot t=5
Oplossing: ,
s E A 20
+1 s : f o ©
! . S1 7
A W 52 =
NV 55 =
AVAEE tie o _
0 4 2 3 4 5 msu.sq."
S. =
_ 5




§ 10. 'Terug -
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g) Leg verband tussen het s — t— en het v-t
diagram: Leces uit het s - t diagram af dat
de snelheid in het tijdsintcerval O0-—=1 sec.
positict is maar afneemt; dat de snelheid
van t = 1 tot T = 3 negatief is; dat ce
snelheid on t = 2 maximaal negatiel is.

differentidren™ (= integrercn)

Punt 1) In %8 hebben we gezien hoe we uit de plastsfunctie de snelheids-
Tunctie kunnen afleiden. We stellen ons nu de vraag of het moge-
1ijk is de plaatsfunctic tec bepalen als de snelheidsfunctic gege-—

ven is.

Gegevens

Gevraagd:
Oplossing:

Punt 2) Opgave 21.

-—

Ve
St
We mocten nu de functie vinden die gedifferenticerd

3t -2 oplevert, d.w,.z. we moeten 36 + 2 (terug-diflcren—
tidren’, T

Bij het differentifren van ecn macht wordt de coéfficient
VERMENIGVULDIGD met de machbtsexpongnt en wordt de macﬂts
exponent met 1 VERNMINZCERS, b.v,. Bag wordt gediff. 15a .
Bij het "terugdiffercntidren wordt de machtsexponent

dus met 1 VERIIERDIRD en de coBfficient GEDELLS door DE
NIEUVE macﬁgsexponent. b.v. 15a% wordt na terugdificren-
tifren a’.=2 = 3a5.

3t +2 wordt 2 dus na “terusg-differcntibren’
liaar dit is niet afl

Tumers, net differcntiren van ieder getal levert nul
ops; het terugdiffercntiren van nul levert dus EIN ONBE
NCIMD GETAL op. w3

5t +2 wordt dus na ‘terugdifferentilren §t2-+2t~ka.

£ 4.0%,

PORAN

.. - 2 42
Dus:s St =5 T

maar s, = 040 +a, dus a = S4
Conclusie:

i 5 .o

. 8. =T % t-+20+s_ meter

Als de snelheidsiunctic gegeven is weten we dus nog niet

0.

waar het massapunt zich bevindt op t =

“/sec;, d¢ snelheid is dus constant.

Gegevens v =8
Gevraagd: S
Cplossing: Door “terugdiffercntiren’ volgt:

Q

»Jt'-—'
Hicruit volgt dat we cen cenparige beweging ook kunnen
definifren als cen beweging waarvan de snclheid constant

is.

Henric van Veldeke College

Maastricht.
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Deecl B.

OB VERSNELLING BIJ EEN RECHTLIJNIGE BEWEGING.

§ 1. Inleiding.

In dit deel van hoofdstuk I wordt de snelheidsfunctie van ecn
rechtlijnige beweglng nader bestudecrd. Tot nu toe hebben we over
deze snelheidsfunctic het volgende behandelds

lo) We vinden de snelheidsfunctie door de plaatsfunctlc te
DIFFERENTITREN NAAR D6 T1JD: v, = ds _m_
Yt = 3% scc.
Op ieder tijdstip hceft de snelheid een bepaalde GROOTTE
en cecn bepaald TEKEN:
— -+ Is Vot s dan is het massapunt op het tijdstip t3

4) sec, “bhezig met IV POSITIEVE RICHTING te bewegen;
dus —-=

Is vtq -, dan bewcegt het massapunt op het tijd-
stip Cl scc IN NEGATIEVE RICHTING; dus =

Opmerking., Het is cuidelijk, dat het teken van de
snelheld op ecn bepaald tijdstip NIETS ZEGT OVIER
HOT TEKEN VAN I BAANCOCRDINAAT op dat tijdstip;
dec baoncodrdinaat kan op cen gegeven tijdstip zeer
wel negatief zijn terwijl het massapunt zich dan
in POSITIEVE RICHTING beweegt, duo dat vy dan po-
sitief is.

29) n Het v - t diagram geceft ons een
grafisch beeld van de snelheids
Tunctie.
Het langs cen (rechte) baan be-—
wegend massapunt KEERT OM op de
. tlgdstlppcn Waarop d¢ V-0 Sra—
0 7Y% Tick dc tijdsas SNIJDT.

3 ) Is de snclheidsfunctic gegeven, dan vinden we dc plaats-—
functic (o sq pa) door dc¢ snclheidsfunctic ‘terug toc
diffcrontidren’

“Test - opgave': Stel, dat bij de beweging waarvan boven-
staande figuur het v - t disgram is, s, = 0. Boots dcze
beweging dan na door cen potloodpunt langs dec rand van
cen lat te bewegen.

in dit deel gaat het ons om de tangens van de hoek die de halfraak
1ijn in cen grafickpunt asn dc v - 't grafick maakt met de positic-
ve tijdsas.

§ 2. De snelheids- VERANJLRING in cen bepaald tijdsinterval van ecn
willckeurige rechbtlijnige bowefrillg.

Punt 1) De definitie. Nevenstaande figuur stelt het v - ©-
diagram voor van een of anderc bewe-
ging langs ecn rechte baan.

IU' i
4y Op het tijdstip t sec. is de snclheid
Vet oo oo e ) Vt m/goc,
_ ?Av Op het tijdstip t+ At sec. is de snel
L Bk
s P B AL heid v .t m/sec.

t
i

Lije.

. i 1
0 // : \\\/// N’ Yin sec.
- e gam
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WE VRAGEN NU NAAR DEA LG ZEBRAISCHE WAARDE VAN HET

VERSCHTIL
il
Vipat — vy /sec.,

A A
einde v.h. begin v.h.
tijdsinter- tijdsinter-
val val

Decze algebraische waarde van dit verschil noemt men:

DB SNELHEILZS VIRANDERING

van de gegeven rechtlijnige bewcging IN HET TTJDSINTERVAL VAN

t—T+at scc.

Definities Onder DE SNELHET DS-VERANDERING van cen rechtlij-

nige beweging IN BEN BEPAATLD TTJOSINTERVAL ver-
staat men
DE AIGEBRATSCHE WAARDE VAN DF SNELHEID AAN HET

LINDE VERMINDERD MET
DE sLGEBRATSCHE WAARDE Vall DB SNELHELD &N HET
BEG I Vall DIT TIJOSINTERVAL.

Notatie. D¢ snelheidsverandering in het tijdsinterval van
T—=1% + At scc. wordt aangeduid door het symbool

NV
t =T+ AT
Conclusies
Av = Ve ae = A/sec.
Tt AL A #
cinde begin

Opmerking.

Met nadruk wijzen we cer op dat in bovenstaande defini-
tic de snelheidsverandering VAN EEN RECHTLIJNIGE BEW:E-
GING gedefiniBerd wordt.

Fen rechtlijnige beweging heeft de bijzonderhcid dat er
geen verschil bestaat tusscn DZ SNELHEI DSVERANDERING
LANGS DE BAAUNen DE SNELHEIDSVERANDERING t.0.v.
HET PLATTE VLAK (of de ruilte)

BIJ ZEN KROMLIJNIGE BEJEGING IS DIT ANDERS.

We zullen dit aan de hand van cen voorbecla toelichten.

5tel, dat ecn massapunt cen EENPARIGE be-
weEging ultvoert langs de omtrek van de in
het x-o-y vlak geteckende cirkel,
IS De snelheid blijft dus constant van GROOTTE.
NG TEN OPZiCHTE VAN HET COORD, STELSEL LANGS
Y&Q_ DIV BAAN I5 DE SNELHEIDSSITUATIE OP HET
' TLIDSTIP t sec. VOLKOMEN GELIJK AAN DE

/ SNELHEIDSSITUATIE OP HET TIJDSTIP t+At sec:
o SNZLHEIDSVERANDERING LANGS DE BAAN IS
DUS HUL. - T
TEN OPZICHTZ VAN HET COURDINATENSTELSEL
TN HOT VIiK is de SNELARIDSSITUATIE op
het tijdstip t sec. NIET VOLKOMEN GELIJK
aan de SNELHEIDSSITUATIE op het tijdstip
t+ At sec: de pijl die de snelheid aan-
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geeft maakt op het tijdstip t sec. ANDERE HOEKEN MET DE
COORDINAATASSIEN DAN OP HET TIJDSTIP t+At sec.

T1.0.V, HET COORDINATENSTELSEL IN HET VLAK is er dus wel
degelljk een sneineidsVERANDERING.
Hoe de snelheidsverandering t.o0.v. het codrdinatenstelsel
in het vlak gedefiniderd wordt zullen we in de desbetref-
fende paragraaf zien; we stellen nu alleen uitdrukkelijk
vast, dat bij een KROMLIJNIGE beweging de snelheidsver-—
andering LANGS DE BAAN (dus v At -V Y iets GEHEREL AN-.
DERS is dan de snelheidsveran&erlﬁ t.8.v. EEN COORDINA-
TEN STELSEL IN HET PLATTE VIAK (of de ruimte) in een be=

—— ——  C—————— pusna e -

%aald tijdsinterval.

1J een RECHTLIJNIGE beweging is de snelheidsverandering
LANGS DE BAaN IDENTIEK met de snelheidsverandering t.o.v.
een codrd.stelsel IN HET PLATTE VIAK (of de ruimte).
Daarom mag men bij een rechtlijnige beweging kortweg
spreken van DE snelheidsverandering in een bepaald tijds-

interval.

Punt 2) Mogelijke gevallen.

m, m "
+5 /sec. 48" -57%hec. +8"sec
baan 18 P +87he < , .
A B A B B A
Ve +[% Ve
+ T “'fm :/TAV="‘3'7S¢C. T A"T' A +
A R Le | Av=-+13 Vsec.
s t ; t
- tjd in sec. j idi : Lot tijd in
0 ; e yd in see 0 :- “M‘i tijdinsec. 0 | . a;
o e a8 i
o _T-A'\/: +3'%¢g_
einde begin
Av = (+48) - (45) = | Av = (+8)- (-5)=| av =
T=t+AC : t>t+AL t-=>t+ At
=+ 3 B/gec. =413 N/sec. =
baon = v
A A B B A
i Vi Vi
+ SN + "
AR j/AV= -3 \'% : tb_\/:-l'.’b m/s_
+8 E;s +8
t i | .
ol i tijd 0 — AL tid ol—= Lot tiyd
t t+ov iﬂs%& t s iﬁ%tc, s ! insec.
i ' -8
oonneenh o R A P
_ _— —— b e e b
AV = AV = A =
t=t + At t—>t +At t=t+AL

Punt 3) Opmerking. Volgens de definitie is

AV

t>t+At

= Vit~ Vi n/sec,

We kunnen deze vergelijking ook schrijven als:

1
Vt+—AV

t—>t+ AL

_ m
= Vi At /sec.




Punt 3)

© Punt 1)

Punt 2)

4 Uy b+ L m/s,ec.

32.

| AV is dus de snelheid die we bij de snelheid aan

; T—=t+Aat het BEGIN van het tijdsinterval moeten OPTEL-
| LEN om de snelheid aan het FINDE van het tijdsinterval

} tot uvitkomst te krijgen.

DIT KUNNEN WE OCK AFLEZEN UIT DE FIGUREN VAN PUNT 2,
Voorbeeld.
Gegeven: st = t2 - t meter.
Gevraagd: Av

=
¥

t=t+At
Oplossing: vy = 3t2 - 1 %/sec.
W . - _ m
We moeten berekenen €Z4:‘At = Vet - Vg /S€c.
Welnus N
Vet T 352+ 66t +3(A6)2 - 1 W/sec.
Vi = 342 - 1 %/sec.
Dus AV = +6tat +3(At)2 n/sec.
t=t + At
yAYg bij rechtlijnige bewegingen met LINEATIRE SNELHEI DSFUNCTIE,
t=t+At
Gegeven: vy = at + v, L/sec. Dit is de algemene vorm van een

LINBATIRE SNELHEIDSFUNCTIE.
Gevraagd: Av

t=>t +at
Oplossing: av = v - v, %/scc.
t—ttat ¢ AT T
Welnu: -
Vipar = 8t +ast+vg /sec.
- , my/.
vy = at +V, /sec.
Dus av = anrt L/sec.
t=t +4t
Het merkwaardige van deze uitkomst is, dat av met betrekking

tot het tijdsinterval t—=1t +At sec, NIET 1t—-t+at
afhangt van het BEGINTIJDSTIP t sec., MAAR ALLEEN VAN DE DUUR At
sec, van dit tijdsinterval en wel RECHT BVENREDIG 1S met AT .

We zien dit ook in het v-t diagram.
De v - t grafiek is EEN RECHTE LIJN
waarvan de richtingscoBfficient ge-
1lijk is aan de algebraische waarde
van a (immers tg L = a)

Welnus

De gearceerde driehoeken zijn con-
gruents in gelijke tijdsdelen AT sec.
verandert de snelheid met eenzelfde

PR bedrag ast B/sec, ONVERSCHILLIG WAAR
Py AL ligt OP Db TIJDSAS.

ol R i Maakt men at b.v. 2 x zo groot, dan
XS = Ysec. VOlgt uit gelijkvormigheid van drie-
LR Ty hoeken, dat de snelheidsverandering

A3 =0 ook 2 x zo groot wordt. Uit de gra-
fiek volgt dus ook dat av

- recht evenredig is T=T+at

met AT,

Hoe groot is de snelheidsverandering in een tijdsinterval van
TEN SECONDE?

Antwoord.




Ul
Y

Antwoord. In Atsec. is de sncelheidsverandering

N = a.at B/sec.
t>t+ AT GD
is At = 1 sec. dan is de snelheidsverandering dus
AV = a.l %/sec.
Tt 41

Conclusie. Is de SNELHEIDSFUNCTIE cen LINEAIRE functie van
de tijd, dan verandert de snelheid in IEDER
tijdsinterval van EEN seconde met een CONSTANT
bedrag, dat dezelfde . ALGEBRAISCHS WAARDE hecft

als de COBFFICTENT a

in de gegeven snclheidsfunctie

. m
= -+ .
vy = ab + v /sec

Punt 3) Nadere beschouwing van de coBfficiént a.
Uit punt 2) volgt dat DE COLFFICIENT a in de snelheidsfunctie
vy = at + v, L/sec.

DE SNELHEIDSVERANDERING PER SECONDE voorstelt.
Men dient zich echter goed te realiseren wat dit betekent.

In IEDER tijdsinterval, onverschil-

lig of zijn duur groter, kleiner of

+ €/§ gelijk is aan 1 sec., verandert de
g | snelheid met a.At B/sec. d.w.2z.

ZOVAAK DE TIJDSDUUR VAN ZEEN SECONDE
BEGREPEN IS OP DE TIJDSDUUR VAN HET
bid i sec BESCHOUWDE TIJ DSIN’I‘ERVAL», ! ZOVAAK
ye ! ' HEEFT DE SNELHEIDSVERANDERING IN HET
BESCHOUWDE TIJDSINTERVAL DE ALGEBRA-
TSCHE WAARDE VaN a m/sec.

. m
vy = at-&vo /gec.

o

- Dok

1 - . . . .
Is At = T Sec., dan 1s de snelheidsverandering in degze tijdsduur % X:al$%ec-
At = 1 sec., T it i it i it it it 1 x am/sec.
AL = 5 SecC., it i n i i it it 5 < am/sec.

aan de SNELHEI DSVERANDERING PER SECONDE.

De snelheidsverandering in IEDER tijdsinterval is dus GEEVENREDIGD
&
|
1

Vraag. In welke EENHEID wordt D5 SNELHEIDSVERANDERING PER SIICONDE

uitgedrukt?
Antw.: Uit vergelijking (Dvolgt:
AV i
_t=t+At Y/sec.
- AL sec.

De snelheidsverandering PER SECONDE wordt dus uitgedrukt in

n/sec,
sec,

Deze eenheid geeft precies aan wat er met de snelheid ge-
beurt als deze een lineaire functie van de tijd is:

PER SECONDE ( °") verandert de snelheid met zoveel

I L/sec.
sec ( e )




Punt 4)

Punt 5)
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Het is gebruikelijk om deze eenheid te schrijven als:

Vraag. Wat wil zeggen: van cen beweging met lineaire SNELHEIDS-
functic is de snelhcidsverandering PER SECONDZL 3 ®/sec?
Antw.s Dat av =+3.At /sec.
t—=t+At
Zo vaak de tijdsduur van &én seconde begrepen is op de
tijdsduur van het beschouwde tijdsinterval, zo vaak is de
sneclheidsverandering in dit tijdsinterval + 3 /sec.

Dezelfde vraag voor — 3 /sec2,

Twec benamingen.

I Omdat bij een rechtlijnige beweging met lineaire snelheids-~
functic de SNELHGID ‘cenparig’ verandert (d.w.z. in gelijke
tijdsdelen met gelijke bedragen), noemt men zo'n beweging

EENPARIG VERANDERLIJK.

iT PDE SNELHETIDSVERANDERING PER SECONDE van een DINPARIG
VERANDiRTLIJKE RECHTLIJNIGE BEWEGING nocmt men

DE VERSNELLING
van deze eenparig veranderlijke rechtlijnige beweging.

Notatiec. DE VERSNELLING wordt aangeduid door de letter a.
Dit is de eerste letter van het woord ACCELERATIE het-
geen in dit verband betekent “snelheidsverandering PER
SECONDE',
Vraag. Wat wil zeggens: de versncelling van een eenparig verander—
lijke rechtlijnige beweging is + 7 B/sece.
Antw.: Dat de¢ snclheidsverandering PBER SHECONDE gelijk is aan4J7m/s§
Duss AV =+7 At */sec.
t-=t +4t ]
en vy =+7t+v  M/scc.

Vraag., Wat wil zeggen: Van ecn cenparige veranderlijke rechtlij-

nige beweging is de versnelling - 7 M/secZ,
Antw,: Dat de snelheidsverandering PER SBECONDE gelijk is aan YT
Juss: AV = - 7. At I/sec.
T-t+ AT
en vy = - 7t+v, M/sec.
Opgave 22. Gegeven: a = - 2 /sec?; v, =+ 4 T/secs 8y = - 6 meter.

19) De snelheidsfunctie.
sntwoord. vy = - 26+4 /sec.
Gevraagd: 2°) Dc plaatsfunctie.

Antwoord. Door "terugdifferentiBren vin-
den we,

= -1t

St 2~F4t - © meter.
De versnclling in het v - t diagram van een eenparig veranderlij-
ge rechtlijnige beweging.

>
o)
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Punt 5) Dg.versnelling in het v - t diagram van een eenparig verander-
1ijke rechtlijnige beweging.
De RICHTINGSCOEFFICIENT van de v — t
rechte is gelijk aan de ALGEBRATSCHE
Yyrats Vo % waarde van a.

+ //// Immers tg [. = a.

/// Conclusie.
///// Dé VBRONELLING van cen EENPARIG
s VERANDERLIJKE rechtlijnige bewe-
ging wordt in het v - t diagram
T4 i se voorgesteld door
_ Hid it se OB TANGENS

van de hoek die de v - t rechte |
maakt met de POSITIEVE tijdsas.

Opgave 23, Construeer de v — t rechte voor de gevallen dat

v, =+ 1%/sec, ena =+ 20/sec2; a =+ 3 n/sec;
a "= - 2 Ii/gece.
Constructies.
v v v,
41k / + 1 Vi + t
/
A
2
Vo1 s, 1 +1 a1
o : tijdin | O Byd kijd in sec.
18ec, sec. 1sec, et 1sec,
v, = + 2t + 1 ®/scc v, = v, =
t ‘ t v
NB. Hoe groter de¢ versneclling is, des te
STEILER loopt de v - € rechte.

Punt 6) Opmerking I. In §6 zullen we de cenparig veranderlijke rechtlij-
nige beweging vanuit een ruimer gezichtspuny nader
bestudecren.

Opmerking II, In 1686 stelde de Engelse natuurkundige Isaac Newton
de hypothese op, dat een versnelling alleen maar kan
veroorzaakt worden door de werking van cen KRACHT op
hetl gegeven massapunt: FBen n- maal z0 grote kracht
gecft aan heTzelide massapunt een n- maal z0 groge
versnelling. Blijft de kracht constanf dan blijft de
versnelling ook constant en omgekeerd,

Deze hypothese wordt op een dermate evidenie wijze
door de ervaring bevestigd, dat men hier gerust van
ecn algemene natuur-WET kan spreken.

Daar bij een ecnparig veranderlijke rechtlijnige be-
weging DE VERSNELLING CONSTANT BLIJFT, is de eenparig
veranderlijke rechtlijnige beweging dus een bewegln
onder invloed van ecn kracht die langs de Techte baan
gericht is en consbant blijit in grootte en richting.
Deze wetenschap zal het ons in de volgende paragra-
fen gemakkelijker meken om te zeggen wat er NATUUR-
KUNDIG GEBEURT.

In de KRACHTENLEER zal uitvoerig gehandeld worden
over de hypothese van Newton.

¢ 4. DE GIMIDDELDE VERSNELLING....
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§ 4. DE GEMIDDELDE VERSNELLING IN EEN BEPAALD TIJDSINTERVAL bij een
willckeurige rechtlijnige beweging.,

Punt 1) De definitie,

In nevenstaande figuur stelt de kromme
lijn de v - t grafiek voor van cecn of an-—
dere rcchtlijnige beweging.

A\Y is de SNELHEIDSVERANDERING in het
t=t+ At tijdsinterval van t-=t+ AT scc.

VS VRAGEN WEIR NAAR HET QUOTIENT

AV m ~
— e yay
tat 4 at  /8CC

- ) Ab

Vraag. J/jaar is de algebraische waarde van dit quotiént aan gelijk

in het v - t diagran.

Antw, ¢ AV
B t—t+ At _ m, . D
—x— = tg [ PR = 8y Lt at /sec<,

De algcbraische waarde van dit quoti8nt is dus
et e
gelijk aan DE TANGENS

van de hoek die de grafick-~-koorde van dit tijds—
interval maakt met de POSITIEVE TIJDSAS.

Vraag. wWat beteckent dit quotidnt NATUURKUNDIG?
Antw.: tga £t AL is de richtingscodfficient van de grafickkoorde P

Het quotiént %«»t* AL is dus dc versnelling van DIE ccnparig
At veranderlijke rcchtlijnige beweging
WAARVAN DE RECHTE PQ DE v - t GRAFIBK IS.

De gegeven beweging is echter willekeurig. A7
VOOR DE GEGEVEN BEWEGING nocmt men het gquotiBnt -t +at
DE GIMIUDELDI VERSNILLING AE
IN HET TIJDSINTERVAL VAN t—~t+ At scc,

Definitie., Onder DE GEMIDDELDE VERSNELLING van een rechtlij-
nige beweging IN IELN BZPAALD TIJDSINTERVAL ver-
staat men de Waarde van HeT QUOTIENT

A\

t“'*>2£+ At m/SeCE'

Notatie., De GEMIDDELDZ VERSNELLING in het tijdsinterval van
t—1t+ At sec. wordt aangeduid door het symbool

-t + At
_ oV o ,
Dus: By .t At T t~a~i£—At /sec<e.,
= — Nyenn?
a"b..—.m,.t -+ A—b - tg d\ .t; __).t + At /S(JC °
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De gemiddelde D¢ gemiddelde
SNELHEID VERSNELLING
in het tijdsinterval t-t-+4F sec. |in het tijdsinterval van L—=t+Absecw
_ AS m/ _ AV m/
v = >t + A scc. B s ar = LG AL SG
t>t+at —F Tt A —T

Punt 3) Voorbeeld.
Gegeven: Sg = - %5t3_%t2 neter.

Gevraagds 85 a0 4 At
Oplossing: vy = - %t2'%2t /cec.

LV
e moeten berekenen 85yt = 2->2 -+ AL m/secg.
Lo L Z‘\ t

Welnu:

2 L
Vo, = - 1=t - H(at)=+ 44288 “/sec.

Vo ==-1 + 4 T/sec.
v = - OF - %(At)g yoast M/sce.
2—=2+ At
bus: AV = + AL - %(At)g D/sec.
2 =2+ At
. - _4at = H(at)E 4 m >
Dus: 85 5 ot = I =+1 - 4+ At “/sece,

02.

T
biy

JEGING

§ 5) DE VERSNELLING OP Eill GEGEVEN TIJDSTIP VAN EBEN RECHTLIJNIGE

Punt 1) We vragen nu naar de wiskundige waardc en de natuurkundige beteke-

nis van de lim
At —0

Punt 2) We nemen eerst ecn getallen voorbecld.

Tpatp 4+ AT

Gegeven: Sy = - %§t3—+t2 meter.

- . < O i1 _
Gevraagd:s 1°) ]Jml;lio Ao o4 AL

Oplossing: Zie § 3 punt 4),
=+1 - 24t M/sec2.

. - . i
dus: lim &5 5, ¢ = lin (+1 = +at) =+1 “/scc?
AL—>0 -7 A0

@

Gevraagd 20) Waardoor wordt de¢ waarde van deze limiet voorgesteld

in het v - t diagranm?

Antwoord. In de figuur op blz. 38, stelt dc bergparabool de v-1

grafiek voor van de gegeven snelheidsfunctie:

v, = - + tz—%zt m/sec.

= - Aar Broeed
s o4 ar = +1 At T/secs.



In dit v - t diagram is

Qo0 at T VB L BiEy /sec,
A1ls At rnadert tot nul wandelt hetv gra-
Ticlkpunt @ over de bergparabool naar
het grafickpunt P. )
In d¢ limiet situatie ligt het grafick
punt @ TaGEN het grafickpunt P AAN en
is de halflijn FQ genaderd tot de Nalf-
tijd raaitlijn PR in het graflekount F aan

_2 apl EeE insec. de v ~ t grafick,
S In et v - © diagram is dus:
i /3& lim ag@2¢gt:]im tg PR
'((’}’)S\} AT —0 L AT 0
_ AL . = tg / PPR Ysec?

(I volgt dan in het gegeven voor-
beelds po / pipR = 4 1

il Conclusic. Jc waarde van dc linict van de gemiddelde versnclling

| in het vijdsinterval van 2-=2 + 4t scec. wordt in het

v - t diagram voorgcesteld door DB TANGENS van dc hock
die de halfrdakllgu in het grafiekpunt 2(2,vp) maakt met
de POSITIEVE tijdsas.

ON o~ e e o . ..
Gevrzagd 37) Je NATUURKUNOIGS betckenis van deze limiet,

Antwoord. De halflijn PR (richtingscoéfficient + 1) raakt in P
aan de v - t grafick van de gegeven beweging. Voor de
Fduur van hbt tijdstip t = 2 scc. is de gegeven be-
weging dus 1oZNTI K met de be nglﬂg “waarvan ac half-
raaxlijn PR de v - t grafiek is, dus idcentiek met cen
ZENPARIG VE {LNDERL1JKE boweﬁlng waarvan de VQJB\; -
ling gelijk is aan + 1 &/scc?.
R DIT JIL ZEGGEN:
+- ) Indien de gob wven beweging op het
" {.WUWA__>// tijdstip t = 2 scec. ZOU OVERGAAN IN
4 S IEN BENPARTG VERANDERLIJKE BIEVEGING
o (als dus de op het massapunt werkende
CFs <racht vanaf het tijdstip t = 2 scc.
Asec COHSZANT bleef), ZOU DE BEEGING VaN-
‘ AF HET TIJDSTIP t = 2 scc, LN BENDA-
RIG VERANDERLIJEE BE/LGLNG LORoBEN MET
S ) i in VERSNSLLING + 1 H/scee,
23 4 Voer iU foit drukt men nabuurkundig uit
door te zegzen JAT HET MAS&ALUNT oP
HET TIJDSTIP © = 2 sec. Lul VERSNTL—
LG HmirT VAN + 1 W/sec?,

"
[©]

Conclusie. lim &2 =D At is DE VERSNELLING VAN Di GEGEVEN |
| At —=0 BEWEGING OP H=T TIJDSTIP t= 2scc. |

n dit geval is deze + 1 ®/scce.

Gevraagd 4°) Hoe groot is de¢ versaclling op het Tijdstip ©t = 6 sec?

Antwoord. We moeten nu berckenen lim 6 64 At

Maar de bergparabool in hbt v - t diagram hceft dc
lijn € = 4 Tot symmctrie-as. We kvnnen dus dirccet uit
dit v - t diagran aflczen dat de tangens van dc hock
die dec halfrasklijn in & nmaakt met dc positicve tijds-
as zelijk 1s aan - 1.

Conclusie., Op het tijdstip t = 6 sec. hecft het massa-
punt ccn versnclling van - 1 M/sec<,

dew.z., Indien de gegeven beweging o het
tijdstip ¥ = 6 scc. zou overgaan 1n ccn ceh-
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parig veranderlijke beweging, zou dit een
cenparig veranderlijke beweging worden met
versnelling — 1 M/sec2.

Punt 3) Algemecn,
Aldus kunnen we van iedere, willckeurige rechtlijnige beweging de

groothe

id i%&»o atfrt-kgt bepalen.

Deze grootheid heet dus DE VERSNELLING OP HET TIJDSTIP © scc.

Vraag:s

Jat ZaGT DEZE VERSNATLING OP EEN BEPAALD TIJDSTIP ONS over

Antw, s

de beweging ven het massapunt o op dat tijdstip?

De versnclling op ccn bepaald tijdstip geeft ons dc ve rsnel-
ling van dc cchnparig veranderlijke beweging welke op h t be-
schouwde ogecnblik IDENTIEK is met de gegeven boweging.

dew.z. zou d¢ gegeven bGUC”lﬂg op het beschouwde tijdstip
overgaan in ccn cenparig veranderlijke beweging (daarvoor is

allcen nodig dat de kracht nict mocr verandert) dan zou
1lm 8¢ .t nt G¢ vorsnelling zijn van dic cenperig veran-
At — 11jke beweglng.

Punt 4) We geven nu de exacte definitie van de versnclling op cen bepaald

Tijdstip van ecn rechtlijnige beweging.

Definitie. Onder DZE VIRSNELLING OP HET TIJDSTIP t sec. van

cen rechtlijnige beweging verstaat men
D LIMIET
waartoc de
GEMIODELDE VERSNGLLING IN HET TIJDSINTERVAL VAN
t-=>t+ At sec., nadert
als At nadert tot NUL.

Notatic

. D¢ versnelling op het tijdstip t scc. wordt aangeduld door
het symbool ag

Dus:

Is
punt

dan

3 m 2
Bg T MM fpgyar /805
dc¢ hoek dic de halfraaklijn in het beschouwde grafick
aan de v - t grafiek maakt met de
POSITIEVE TIJDSAS,
is 0
a, = tg ot /scc?.

Punt 5) Hoe BEREKENT mcn a, ULT DE GEGEVEN PLAATSFUNCTIE?

Antwoord. at = lim

R
e T R

AV
- E:.:%g;é__t. m/secg.

De VISKUNDIGE BEVERKINGEN dic we mocten uitvoeren om ag;
te bepalen zijn dus precics dezelfde als die welke no-

dig waren bij het aflciden van de snelheidsfunctic uit

dc plaatsfunctic.

Conclusie.
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Conclusie.

BIJ BEEN RECHTLIJNIGE BEJEGING VIuDT MEN DE VER-
SNZLLINGSFUNCTIE DOOR DE SNELHEIDSFUNCTIE TE

DIFFERENTT EZREN Ni.iR DE TIJD, OF DOOR DE PLAATS-
FUNCTIE TWEE MA~L ~CHTER ELKaAR T% DIFFERENTIE-

REN NAAR DE TIJD,
. dv
Dus: a, = d;; L/sec?,
d() 2
. d’s
of: 8y = dt = , notatie, = 352 N/sec2.

. . dES
Opmerkingen. (&) De notatic

1ijkt ons vreemd: er wordt toch niet

Punt 6) Voorbeeld.

gediffercntiderd naar t<. We zouden

het gewoon gevondcen hebben als er gestaan had:
d2

&g = dt(dt) =
Inderdaad zou deze notatie correcter gewcest zijn,
maar de -‘wetenschappelijke slordigheid”™ hecft tot de
gewoonte geleid om die haakjeg om dt weg te laten,
cn dus kortweg tc schrijven %ES .
Het zou voor de¢ wetenschap niet leuk zijn als cen

buitenstaander direct begreep wat cer bedoeld werdi

Met nadruk wijzen we er nogmaals op dat de voorgaan-
dec theorie allecn geldig is voor de RECHTLIJNIGE be-
wegling. We zullen later zien, dat bij ecn KROMLIJNI-

GE beweging 5%2 de versnclling LANGS DE BAAN voor-

stelt, maar NIET de versnelling
t.0.V. het coérdlnatenstulsel in het platte vliak of
de ruimte.

)

Gegevens:
Gevraagd:

Punt 7) Opgave 24.

Gegevens
Gevraagd:

Gevra&gd:

Sy = t54-4t2 - T meter.
a) B
Oplossing. Ve = 5t44-8t -1 %/sec.
ay =20t° + 8 m/SGCZ.‘
b) ag; as _
Oplossing. a, = +8 /sccl.
a, = 160 +8 = + 168 */sec?.
S. = —tB 2t2~+3t meter,
t =3
a) Ve en ay
Oplossing. Ve = <-1lct op de eenheid
a, = < let op de ecnheid

b) De s = t-, v - t- en a - t- grafiek.
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Gevraagd: b) De 8 - t-=, Vv - t- en a - t- grafiek.

Lees ult het s - t diagram af op welke
tijdstippen het massapunt omkeert;
in welk tijdsinterval vy - 1s;

+ 14 / op welk tijdstip vy max. neg. is.
0 i‘, T 5 s tid inses.
- o Op welke tijdstippen keert het massa-
e punt om?
Lo Antw.,: Op t = en t =
Lo want .
Lo o Lees uit het v - t diagram af in welk
O w35 5 tdinse tijdsinterval a; positief is.
t
-0t
!
+0
Loy In welke tijdsintervallen na t = O
e o hebben vy en ay hetzelfde teken;
Oy 5 5 tidinse in welke tegengesteld teken?
! k Aantw, s
! § 1
Lo Z
P
) T
T Z' 177

N.B. Kijken we nu naar het s - t-diagram dan zien we:
Als vy en apy THGENGESTELD TEKEN hebben is er een REM-
werkings
DE BOVEGING HEET DAN VERTRAAGD.
Als vy en ay HETZELFDS TEKEN hebben neemt de vaart
alsmaar toe;
DL BEJEGING HBEET DaN VERSNELD.

Conclusie.

N.B. Fen beweging heet VERSNELD als v en ag
HETZZLFDE TEKEN hebbeng

N.B. Len beweging heet VERTRAAGD als vy en ag
N.B. TEGENGESTELD TEKEN hebben.

Gevraggd: c) De gemiddelde SWNILHEID in het tijdsinterval van
t =1 —t =3 sec.pg

13 _53 = %1 =n

Antwoord: vl_%5 = T = s /sec.
Welnu:s
83 =
Sl =
AS =
1-3
Dus Vle‘ - -«— let op de
2 eenheid.
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Gevraagd d) De gemiddelde VERSNELLING in het tijdsinterval van

=1 — t = 3,

Av v v
. L= _1—=3 _ '3 7 Y1 nm p)
Antwoord: 8] 3 T < s /sece.
Vielnus
Vg =
AV =
13
Dus al«g5= <«~—let on de
eenheid:
Opgave 25,
Gegeven: a, = 2t - 4 m/sec2; Vv, =+ 4 m/sec; S, = 0.

Gevraagsd: a) Zal het massapunt omkeren?
Oplossing. Door ‘terugdifferentidren’ vinden we:

_ m
v, = - + v /sec.
v_ = +4 B/sec.
© 2
dus v, = = )< UYsec,

dus altijd
Het massapunt zal dus

Gevraagd: b) Op welk tijdstip en met welke snelheid passeert het
nassapunt de oorsprong?

Antwoord: v, = B/sec.
Door “"terug-differentiBren" vinden we:
S, = - + 4+ s meter
G O
Sq = 0
Dus 8y = - + neter.

We moeten berekenen op welk tijdstip s = O, dus

t oplossen uit de vergelijking:

0O = - +
Oz%—t(, -+ )
positief definiet
dus Sy = O opt =0
V.= <~— let op de
© eenheid.,

§ 6. DE EENPARIG VERANDERLIJKE RECHTLIJNIGE BEVEGING.

Punt 1)

In § 3 zijn we via de bestudering van av voor
rechtlijnige bewegingen met eenj t=>t+ A
LINZATRE SNELHEIDSFUNCTIE gekomen tot de begrippen
snelheidsverandering 2ER SECONDE en VERSNELLING,

Het ging ons toen om te komen tot deze begrippen.

In deze paragraaf gaat het ons om OF EENPARIG VERAN-
DERLIJKE BZWEGINGIEN ALS ZODANIG.

Definitie.
Len beweging heet [ENPARIG VERANDERLIJK als
dgs
ate
op IEDER OGENBLIK
DEZELFDE AILGEBRATISCHE “jAARDE HEEFT,
en dus geen functie van de tijd is.
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Punt 2) Stelling. Een rechtlijnige beweging is DAN en SLECHTS DAN eenparig
veranderlijk als de PLAATSFUNCIIE een VEELTERM van OB
TWEEDE GRAAD IS.

Bewijs: “DAN,

2

Gegeven: Sy = At™ + Bt + C meter; baan recht.

Te bew.: dss is geen functie van de tijd en heeft dus
at2 op ieder ogenblik dezelfde algebraische

waarde.
Bewijs: v, = %% = 2At + B ®/sec.
2
a, = %E% = Dji B/sec?.

De versnelling is dus geen functie van de tijd
en heeft dus op ieder ogenblik dezelfde waarde.

Bewijs: "SLECHTS DAN',
2
Gegeven: %E%? dus Ay heeft op ieder ogenblik dezelfde

algebrafsche waarde a B/sec?.

Te bew.: De plaatsfunctie is een veelterm van de tweede
graad.

Bewijs: a. = a M/sec?.
Door ‘‘terugdifferentiBren’ vinden we,
v = at + v Tsec.
Door v, ook ‘terug te differentidren’ vinden we:
s, = Zat2 + V. t + s meter.
Dit is een veelterm van de tweede graad in t.

Eindconclusie: Een rechtlijnige beweging is dan en slechts dan een-
parig veranderlijk als DE PLaATSFUNCTIL een veelterm
van de twecde graad in t is.

Opmerking. Hiermee is tevens beweczen, dat een lineaire beweging
DAN en SLECHTS DAN eenparig veranderlijk is als DE SNEL-
HEIDSFUNCTIE een LINEATIRE functie van de tijd is.(zie §3)

Punt 3) Vraag: 5¢ = at® + Bt + C meter is dus de plaatsfunctie van een een-
parig veranderlijke beweging. (mits A # 0)
ielke natuurkundige betckenis hebben de coéfficienten A, B
en C?

2

antwoord. s, = At® + Bt + C meter. D
vy = 20t + B z/secé ©)
a, = 2A /sec<, C)

Uit (3) volgt, dat a, geen functie van de tijd is.
24 is dus de algebragsche waarde van de constante versnel-
ling. Stellen we deze voor door a, dan volgtb:

dus |4 = 28 |

Uit 2 volgt, dat v_. = B

dus B = Vo
Uit 1 volgt, dat Sy =
dus C = SQ

substitueren we deze gelijkheden in Sy = At2 + Bt + C meter,

dan volgt:

1 S, = %atg + Vot + so meter i ()

1 t




4o,
d?
Deze vergelijking vinden we ook door 2 twee maal achter
elkaar ‘terug te differentidren'.

Punt 4) De vergelijking @) is dus DB AIGEMINE GEUMRANTE van de plaatsfunc-

tie van EzN SENPARIG VERAN_LAL_JKE DEWeging.

Nemen we de oorsprong van het coordinatenstelsel langs de rechte
baan 20 dat sqg = U (dit zullen we in de bockomst meestal doen),
dan volgt: N e . :

St = zat~ + Vot meter.
Om deze vergelijking "mooier te laten klinken®™ verwisselt men de
termen van het tweede 1id.

Conclusie: Kiest men de oorsprong van het coordlnatenstﬂlsel
Tangs de rechte baan 20 dabt sg = O, dan wordt
iederce ecnparig veranderlijke beweging beschreven
door de vergelijkingens

i
o
]

il m .'
| Vi = Vo + at /sec. |

i

o
Sg = Vo t + zat= meter |
1

Deze vergelijkingen moeten onvoorwaardellak van
buiten gekend worden!

Opmerking. Het is nuttig om na te gaan of beide leden van deze ver-
gelijkingen ONDERLING GELIJKE DIMENSIES hebben., Zou dit
niet het geval zijn, dan zou dit wijzen op een foubt in
de vergeli jkingen.,

s, = Vot + zate = E%E' sec + 1. 522 sec? = m + m = meter. Kklopt!
». > S
m n ul il m '
V., =V at = + . SCC. = + = klopt.
t ot sec T gegl t SCC sec & sec ~ sec P

Men zou kunnen zeggen dat de dimensies gewoonweg 'eisgn’
dat in de plaatsfunctie a vermenigvuldigd wordt met ¥
en in de snelheidsf. a vermenigvuldigd wordt met t.

Punt 5) Opgave 26,
Geval I VO=+6
8

I Geven we, om de beginsituatie op de baan
F> in becld te brengen, vy aan door —= , én
a =+ 80 adoor — dan hebben we dus het vol-
i gende geval.
- 0 'Ub—‘"‘() /"EC -+

az- 8§ "Wsec?

Gevraagd: s, en v
v 2 2

Uplossing: s, = v t + -at™ = + 6t + 5.8.T + 6%t + 4t7 meter.

vy =V, + at =+6 + 8 "/scc.
Controlecr even door diffcecrentidreon.

Opmerking., Op t = C hebben vg en a HETZELFDE TEKEN.
Op t = 0 is de beweging dus VIRSNELD.

Daarom noemt men de beweging die door de plaatsfunctic

Sy = + 6t + 4t2 meter beschreven wordt:
TINTPARIG VERSNELD.

Omdat v, positief is, heet deze beweging
cenparig versneld in positieve richting.

Henric van Veldeke College
llaastricht.



Geval II. vO

a

St
Vi
Geval III.VO
a

Sy

Vt—

Geval IV. v
a

0

m/secg.

= + 66 + +(-8)t°

m/sec2.i

n

45.

™
Q-8 /sec? 0 A=+ 6 %zc. -+

i
ANy

Op © = O hebben vy en a tegengesteld
teken, '

Do beweging 1s dus eenparig VIERTRAAGD.
Omdat vy positief is, heet deze bewe-
ging eenparig vertraagd in positieve
richting. o

3
+ 6T - 4t meter.
my,

- /SeCo
- 0 4
vV, en a hebben. .. teken; v, is -,
de beweging heet dus
ines. richting.
meter.
B/sec.
Q
v . en a hebben... teken; Vo is -,
de beweging heet dus
INe.. richting.

<— let op de eenheid
<— let op de eenheid

Henric van Veldeke College.
lisastricht .



Punt 6)

Grafische beschouwing.

Geval I. Vo + s

a +

LENPARIG VERSNELD

in + pichting. in = richting.
Voorbeeld: Voorbeeld:
_ n, i I n m, .
V, =+ 2 /sec.; a =41 /sec?, v, =-2 /sec.; a = - 1 /sec”.
]
;
Sp =+ 2t + +t~ meter sp = - 20 - %ta meter
m ]
Ve =+ 2 + t “/sec ve=-~-2 - % /sec
— . 0
ap =+ 1 “/5602 ap = - 1 /sec2
Het g = t diagran.
4[4t + /ft
A
/ ' \\
i L \
, vl N
i / //, f \\\‘
i iy i ..
:;-__“~_.4:3,-%_m«~¢__~¢;d LY ke
; ) +1 +2 Lgsec. - -4 ;-z O\ +1 +2 +3 nsec
AN e , +
v ~ ~/ ‘ /' !
! -
|
; Het v - t diagram. ;
{ H
| i
' !
; N Vi // t + Vi
f / + A N .
j + 7 i~ + \
L b
—_ P + ‘ o + ..
e E R O T tija - N - 8 ' _tijd
’ o ihsec. -4 -2, . 4+1 42 nseg.
Lo EAN
| ! ! <
/ 1
-— { N
| —
|
Het a ~ t diagranm. i
e LS SR R ;
U {_m__ e S S -} SO 7 |
-2 0 inset -i2 {41 42 insec,
i - - - _.‘.g...-...._._:___,,_,._...._.,.‘...._..-
- €T e ~:’—f€—:- B — L 7 Q¥ ,;v;-n» - - [T ST——
e - i N+ v + g -
a -+ ! o 4 L~ Q. -
i TN QNI o e ! ST T QN
BEENP, VERTR, : HENP. VERSKNELD BINP, VERTR. . BENP, VIERSNZLD
, i

in ~ richtin

Geval TIIT. vO

; a -

46.

EEZNPARIG ViRSNELD

in + richting

| in + richting

in - richting

Conclusie. lo)

Hebben v_ en
keertlgdgtlp VOOR
dus voor t = O.

VOOR het omkeertijdstip EENPARTG VERTRAAGD,
het omkeertijdstip LENPARIG VERSNELD in

NA
de richting van vg.

'HEPZELFDL TEKEN dan ligt het om—
het begin van de waarneming,




- Geval II. v

+.a - Geval IV,

EENPARIG VERTRAAGD

in + richting.

v
0

47.

- 3y a +

EENPARTG VERTRAAGD

in - richting.

Voorbeeld: Voorbeeld:
i m m ; HA 2
7o =+ 2 m/sec,, a = -1 “/secz Ve = - 2 m/sec.; a =+ 1 r/sec
s, =42t -3 t2 meter s, = -2t + 142 meter
Ve = o+ 2 - t m/sec. Ve = - 2 4+ t "/sec.
a, = = 1 m/sec2 a,. =+ 1 m/sec2
t T
et s - ¥ diagran.
; + 4 / +
ficr Baert

m.pt. opt.

: ///
t
i

1 3 4A\ tydinsec. 23 /4 Lijdlin sec.
Bier Bogrt ’
Pl 0. =2 - - = S
j Het v - ¥ diagram.
’ 1
: |
+ 1 : 4 Ut . e
+2 N i ' +/
X*'-' : YA
™~ b ;
O i w ot ¢} / ! S e
2 Ly tijd insec. e 4 tid insec
) \ : S
X 3—\\ : -
\;\ -2 /
Het & - t diagram. ;
plag ey N
‘ + 4 Yapdt—T
) 0 - 5 " tijd insec, 0 ‘2_ ” bijd insec.
~1 /szf. . -
-z | ! - >0 - i -3 /2
Vp + L=2358C g - AN~ Es2sec. an+
a - - o+ o+
Lenp. VERTR. EENP, VERSNILD EENP., VERTR. } BEENP, VERSNELD

in + richting

in - richting

in - richting |

in + richting

i

Conclusie.

lo) Hebbven v,
omkeertijdstip nd t = O.

~0

(o8

)

de richting van vy,

; v
HNA
de richting van a.

en & THGENGESTELD teken, dan ligt het
VOOR het omkeertijdstip BENPARIG VERTRAAGD in

het omkeertijdstip EENPARIG VERSHNELD in




Punt 7)

Punt 8)

§ 7.

FPuat 1)

43.

Uit voorgaande diagrammen trekken we de volgende ALGENMENE
CONCLUSIES:

1 ) De plaatsfunctie s, = v.t + zqtg meter beschrijft de ecenparig
veranderlijke rech%llgulbe beweging vanal T = —v» tot T = 4w,

20) Lien eenparig veranderlijke beweglng wordt versneld of vertraagd
genoemd naar gelang deze versneld of vertraagd is OP HLT TIJD-
STIP t = O:

hebben Vo en a HETZELFDE TEKEN dan heet de beweging
EENPARIG VERSNELD-,
hebben vV, er a VERSCHILLEND THKEN dan hest de beweging
EENPARIG VERTRAAGD

IN DE RICHTING VAN Vo.
50) ledere cenparig veranderlijke bheweging heeft een OMKELRTIJDSTIP:
hebben v, en a HETZELFDE TEKIN dan keert het maosapunt @il

VOOR © = O,
hebben vy en a VERSCHILLIAND TEKEN dan keert het maosapunt ol
A % =0,

Opmerking. Met nadruk wijzen we er op, dat de plaatsfunciie van de

eenparig VERTRaAGDE beweging OOK DE BEWEGING BESCHRIJFT
NADAT
HET WMASSAPUNT IS OMGEKEERD

en zijn beweging dus AHENPARIG VERSNELD geworden 1is.
Het is dus NUOIT nodig om een nieuwe plaatsfunctie op
Te sfellen om de vragen te beantwoorden die betrekking
hebben op de $t1Jd nadat het massapunt is omgekeerd,

Voorbeeld.
S
Gegeven: Sy = + 2t -~ =t meter (zie punt 6, geval II)

Gevraagd. 19) Op welk tijdstip na t = O is de baancodrdinaat van
het massapunt - 6 metbr.

Oplossing, 5
-6 =4+ 2t - Ft
dus 462 = 2t - 6 = O
£% - 4t =12 = 0 — (5 = 6)(t + 2 = O
tl = + O3
ty = - 2 (vervalt)

Conclusies Op t = 6 sec. is de baancodrd. - 6 mecter.

2°) De snelheid op dat ogenblik.

Oplossing.

Vi + 2 -t m/sec
Ve = 4+ 2 -6 = -4 m/sec.

Je cenheid van versnelling,

Le versnclling wordt ultgedrukt in m/sec2.

De eenheid van lengte is dus LEN METER; de eenheid van tijdsduur
BN SECONDL,

e geven nu de officitle definitie van de eenheid van versnelling.

Definitie. De eenheid van versnelling is de versnelling van
die cenparig veranderlijke rechtlijnige beweging
waarbij de snclheid in ieder_tijdsinterval van

EFN SECONDE verandert met lsgc .

DE VRIJE Val.

Wordt cen lichaam op enige hoogte boven de grond losgelaten, dan
leert de ervaring dat dit lichaam nict op deze hoogte in rust
blijft maar zich langs een rechte, verticale baan naar de grond
toe beweegt.
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De oorzaak van deze vrije val is het feit,
dat de aarde op alle aardse lichamen cen
verticaal naar het aardoppervlak toc gerich-
te kracht ultoefent.
Deze trekkracht noemt men de zwaartekracht,
dus de kracht die ons de indruk geeft dat
het lichaam ‘‘zwaarte™ heeft.
= Bij de bechandeling van de z.g. GRAVITATTZVET
grond van Newton zullen we zien waarom de zwaarte-
kracht voor eenzelfde lichaam op de aardpo-
len groter is dan op de evenaar.
Nauwkeurige metingen wijzen uit, dat op cen bepaalde plaats ter
aarde de zwaartekracht voor eenzolfde lichaam afnecemt bij stijgen~
de hoogte van het lichaam boven het aardoppervlak. Deze afname van
de zwaartekracht speclt een rol in de RUIMTE-VAART: In de situaties
van de vrije-val-problemen waar we ons voorlopig mee bezig zullen
houden is deze afname van de zwaartekracht met stijgende hoogte te
verwaarlozen klein. We nemen dan ook, althans voorlopig, zondbr
meer aan, dat de zwaartekracht voor ccn lichaam op een bepaalde
plaats ter aarde onarhankelijk is van de hoogte waarop het lichaam
zich boven hct aardopperviak bevindt.

Punt 2) We beschouwen nu het geval dat cen lichaam IIN HET VACUUM op enige
hoogte boven de grond wordt losgelaten. In dit geval werkt cr tij-
dens de vrije val op dit llchaam slechts FEN kracht, de zwaarte-
kracht.

Volgens de hypothese van Newton is ecen kracht de oorzaak van een
VERSNILLING. Blijft de kracht constant, dan blijft de versnelling
ook constant.

el

Conclusic. De vrije val is een rechtlijnige beweging MET EEN
CONSTANTE

VERSNELLING.

m.a.w, de vrije val is ecen IEENPARIG VERSNELDE
RECHTLIJNIGE BE.EGING.

Benaming: Deze constante versnelling noemt men de

VALVERSNELLING, )
Punt 3) Stelling: . Op eenzelfdc plaats ter aarde hebben ;
NB. ! ALLE lichamen %

i
H

. ongecacht hun zwaarte _
B DEZELFDAS  VALVERSNELLING. |

Bewijs. Door de proef met de z.g. VALBUIS.

Nevenstaande figuur geeft een schematisch beeld van
de valbuis. Dc opening O wordt aangesloten op een
A B vacuumponp. Nadat de buis vacuum gepompt is, gaat
sit.T ﬁf‘ de kraan K dicht en maskt men O vrij van de ponmp,
zodat de buis daarna naar believen kan gedraaid
worden.,
In de buis bevinden zich diverse voorwerpen van
verschillend gewicht b.v., een veer, cen ijzceren
sim o blokje en cen harskorreltje.
Men houdt de buis nu eerst in een verticalec stand
z0 dat de bodem AB onder is cn de voorwerpen dus
op de bodem liggen. Daarna draait men de buis om,
zodat de bodem AB boven komt. Gedurcnde cen infini-

sugi_Ti D tesimaal klein tijdsinterval bevinden de voorwerpen
l zich dus in de situatiec I waarin ze zonder begin-
ﬁ“ﬁ snelheid beginnen te vallen., Het blijkt nu dat deze
0 voorwerpen tijdens hun val in het vacuim OP ONDER-

LING GELIJKE HOOGTAN blijven (situatie II) en

GELIJKTIJDIG op CD aankomen (situatie III)
Hieruit moeten we besluiten dat voor elk van deze voorwerpen de
valbeweging DOOR DEZELFDE PLANTSFUNCTIE BESCHREVEN VWORDT.
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Deze l1luidt:
S = + (de valversnelling v.h. voorw.).tzzneter

Volgens de proef is het rechterlid van deze vergelijking
onafhankelijk van de zwaarte of een andere eigenschap van
het voorwerp.

Dus moeten alle voorwerpen in het vacuum DEZELFDE VALVER
SNELLING hebben.

I ]

CONCLUSIE. Op eenzelfde plaats ter aarde hebben %
ATIE lichamen IN HET VACUUM DEZELFDE |
5 VALVERSNELLING.
| -
Opmerking a) Is de valbuis NIET VACUUM, dan komen de verschillende
voorwerpen NIET tegelijk op CD aan.
Dit heeft TWEE oorzaken:

lo) De voorwerpen ondervinden verschillende op-
waartse archimedes-krachten van de lucht,

0 . . .
27) de voorwerpen ondervinden verschillende
(wrijvings) wecrsbanden met de lucht.

b) Ook als de buls niet vacuum is WIL de zwaartekracht
op cenzelfde plaats op aarde aan alle lichamen de-
zelfde valversnelling geven.

NB c¢) ALS NIET HET TEGENDEEL UITDRUKKGLLIJK VERMELD WORDT.
ZULLEN WE IN HET KOMENDE EN OOK IN DE SOMMEN ATTIID
AANNEMEN DAT Dz AARDE GEEN ATMOSFEER HEEFT en dat
dus alle bewegingen boven het aardoppervlak IN HET
VACUUM plaats hebben.

Punt 4) De grootte van de valversnelling op een bepaalde plaats ter aarde.

In de trillingsleer zullen we bij de behandeling van de slingerbe--
weging cen methode leren kennen om de valversnelling op een bepaal
de plaats ter aarde te bepalen,

Notatie. De valversnelling wordt aangeduid door de letter g.

Uitkomsten. Bpelft = 9,812 m/sec2.

; = m, . .~2
Bparijs = 9,800 “/sece.

Opmerking. In de sommen wordt de valversnelling vaak afgerond op
10 I/gec?

“int 5) De plaatsfunctie van cen vrij vallend massapunt.

Ben massapunt wordt op een hoogte van h metcr
boven de grond losgelaten.
Het valt dus ZONDER BEGINSNELHEID en krijgt

‘ ) dus een ccnparig versnelde rechtlijnige bewe-
" . glng zondcr beginsnelheid. De valversnclling
9%ec? is g W/sec?2.

Gevraagd: Qg plaatsfunctie van de vrije val,

Oplossing. Is O het punt waarin het massapunv
zich bevindt als het wordt losgelaten, dan zal
— het dus vallen langs de verticaal door O.
///ﬁ,pz, //u Deze verticaal is dus de baan waarlangs het
massapunt bewecegt.
We moeten ons nu even beraden over het codrdi-
natenstelsel langs deze baan.
We kiezen natuurlijk O tot ocorsprong. De vraag is nu: welke rich--
Ting kiezen we als de positieve, dié naar de aarde boe of die van
de aarde af?
In verband met de latere sommen over de kogelbaan doecn we er gocd
aan om BENS EN VOOR ALTIJD af tc spreken, dat we de naar ‘de hemel!
wijzende richting POSITIEF en de¢ naar ‘'de hel” “wijzende richting
NE&ATIEF zullen rckenen.

bmater
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De valversnelling is dus altijd NEGATIEF
gericht.

Om de gevraagde plaatsfunctie te vinden moe-

+ ten we dus de algemene plaatsfunctie van de
° eenparig veranderlijke beweging
\ sp = Vb o+ %atz meter
‘ /-l Tsac? invullen voor het geval dat v, = 0 en
0] a = - |g| [/secc.,
E (a = -|gi"/sec?: omdat de valversnelling ne-
< . gatief gericht is!)
De plaatsfunctie van de beschouwde valbewe-
T ging wordt dus:
e a2
; Sy = - = gt meter
}en ve = - gt B/sec.
|

Punt 6) Getallenvoorbeeld.
Gegeven. FEen steen valt van een hoogte van 20 meter; g = 10 m/sec2

Gevraagd 1°) Na hoeveel seconden en met welke snelheid bereikt
deze steen de grond.

Oplossing. De plaatsfunctie van de valbeweging luidt:

sp = - %.lO.t2 = - 5t2 meter.

+ en v = = - 10 %/sec.

Het massapunt (i.c. de steen) bereikt de grond als
---10 het in A aankomt.

w100 NB DE BAANCOCRDINAAT VAN PUNT A IS - 20 meter.
' (Let wel, MIN twintig)
2

i

l - Dus: - 20 = - 5%
-20 Y te =4
A t =4+ 2 sec.(-2 sec. heeft geen be-

tekenis.)
Het massapunt bereikt dus de grond 2 sec. nadat dit in O werd los-—

gelaten.
Je trefsnelheid met de grond is:

v, = - 10.2 = - 20 "/sec.
Het - teken geeft aan, dat de snelheid naar de grond TOE gericht is.

Gevraagd 2°) Zouden de uitkomsten anders geweest zijn als de steen
b.v. 2 X zo zwaar gewecst was?

Antwoord. NZE, want de valversnelling hangt NIET af van het ge-
wichti!

Punt 7) Algemeen: DE VERTICALE BEWEGING o.i.v. DE ZWAARTEKRACHT ALLEEN,

We beschouwen nu niet alleen het geval dat een massapunt VRIJ VALT,
d.w.z. valt zonder beginsnclheid, maar ook”de gevallen dat een mas-
sapunt verticaal omhoog of omlaag GEWORPEN wordt, waarbij dus een
uitwendige oorzaak AAN HET MASSAPUNT EEN BEGINSNELHEID GEEFT DIE
VERTICAAL NAAR BOVEN OF NAAR RBRENEDEN GERICHT IS.

Henric van Veldeke College
Maastricht.
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Vrije val.

sp = - %lgltz meter
v, = - |glt B/sec.
+ A
— Lijd in
’ seL,
S S biyd. in
N Sec.
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2unt 8) Opgave 27.
Gegeven.

Geval 1T vo¢

,.f;;\+\'lfolm,/szc.

‘0
Yoo ™
Vg /Mc2

/

"Val', met naar
BOVEN gerichte be-
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Geval IIT VOW

1 0
=191 Vsec?

Y o 1ol W ec.

¥
-
T

Yl

T
YR

“Tal', met naar
BENEDEN gerichte be-

ginsnelheid.
L2
8= +IV b - +1git” m.
Vo=V - (gt s
+ 14
Fmax =i - -
.0 : tiid i
K ! \\\ Uség
’ o :
N
N
RN

. ._.__,_\‘%;.._______.._#, t U din

sel.

ginsnelheid.

2
= =V T - F1gl t7 m.

m
-—— [ — O‘{ t S ©
V= =V g /
+ %
ST
N L
__ Lo NO tidin
Vs g S¢etL,
/ ;
4 X
! ? ;
A :Jf' : Vi
A t
N _ tijdin
’ : \- ~“ S SEC.
E
i ot
_ G tydin
f sac,
- - -
S el Rt

Fen massapunt wordt op een hoogte van 625 meter boven de

grond verticaal omhoog geworpen met een beginsnelheid van

100 B/gec.
De

Gevraagd lo)
Oplossing.

valversnelling is 10 m/sc-cz.

Gevraagd 29)

I

sat™ meter
B/see.
B/sec?.

]

St vot +
+ 100

- 10

VO
a

De plaatsfunctie en de snelheidsfunctiec.

+ 100t - 5t° m.
+ 100 -10t Ye.

St

Vi

Na hoeveel seconden bereikt het massapunt de grootste

Yy 0
hoogte?

Oplossing.

De grootste hoogte wordt bereikt op het
ogenblik dat het massapunt omkeert, dus

als Vi = O.
dus O
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Gevraagd. 30) Hoe hoog is het massapunt dan?

Oplossing. We vinden h ax door het omkeertijastip te
substitueref®¥n de plaatsfunctie,
dus hmaX = = meter,

0 :
Gevraagd. 4°) Na hocveel seconden passeert het massapunt opnicuw
de¢ oorsprong?

Oplossing. Het massapunt passecrt de oorsprong als

St'—'O

dus O =
0 = %( )
tl = O(vervalt)
t

Gevraagd. 59) Jat valt er te zeggen van de stijgtijd en de valtijd?
Antwoord. De tijd die het massapunt nodig heeft om
van O naar het hoogste punt te gaan 1is ge-
1ijk aan de tijd die het massapunt nodig
heeft om van het hoogste punt in O terug
te keren.
Dus: stijgtijd = valtijd.

Gevraagd. 60) Wijs deze tijden aan in het s - t diagrem.

Antwoord.
+1 4

kid (1 sec.

Gevraagd. 70) Met welke snclheid passeert het massapunt de oorsprong?

Oplossing. Dan mocten we t, (zie vr. 4) substitueren
in de snclheids=functie.

v = = m/sec.

0 o

Gevraagd. 8°) Wijs deze snelheid aan in het v - t diagranm.

+ Ve o
\
Opmerking. Uit het v-t dia- N
gram volgt mectkundig, dat 0 _
de snelheid woaarmce het 0 T T tja in sec.
massapunt de oorsprong op-— N

nieuw passcert gelijk en... AN

e o o H "\
. Y
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Gevraagd. 8) Na hoeveel seconden bereikt het massapunt de grond?
Oplossing. D¢ baancodrdinaat van het punt A (zie s-t

diagram) is - 625 meter (zegges MIN !

Het massapunt treft dc grond dus op het

tijdstip Sy = - 625 meter.

Dus: — 625 = + 100 t - 5t°.

dus 5t° - 100t - 625 = 0O
£ = 20t - 125 = O
( ) ( ) =0
t} = 4 scce.
t4 = - sec. (vervalt)

Het massapunt bereikt de grond dus scc, nadat

het uit O werd opgeschoten.

Gevraagd. 9) Mct welke snelheid treft het massapunt de grond?
Oplossing, Dan moeten we t3 substitueren in dec snel-

heidsfunctie

v = 100 - = L/sec.

Het - teken gecft aan dat de trefsnclheid
met de grond gericht is.

Gevraagd.l0) Wijs deze trefsnelheid aan in het v - t diagram,
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Hocfdstuk II. HET SAMENSTELLEN VAN RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN.

Deel A. VECTOR REKENING.

3 1. Het begrip VECTOR.

Punt 1) Eerst een voorbecld.

In het vorige hoofdstuk hebben wc o.a. gehandeld over de¢ snelheid
van een massapunt op een bepaald ogenblik bij een rechtlijnige be-
weging.

Over deze snclheid stellen we ons enhige vragen.

Vraag 1) Is het mogelijk dat cen massapunt op een bepaald ogenblik
een bepaalde snelheid heeft ZONDER DAT DIE SNELHEID BEN
RICHTING HEEFT?

Antwoord, Dit is zecr begslist ONMOGELIJK. Het begrip
"snelheid van ccn massapunt op een bepaald ogenblik'* HOUDT
IMMERS IN, dat het beschouwde massapunt op het beschouwde
ogenblik BEZIG IS met ZICH ERGENS NAAR TOE TE BEWEGEN., Een
snelheid ZONDER RICHTING is zelfs niet DENKBAAR.

CONCLUSIE. EEN SNELHEID HEEFT ALTIJD BEN RICHTING,

Vraag 2) a) Is de snelheid van cen massapunt bepaald als we zeggen
hocveel /sec. dcze snelheid O op het beschouwde ¢ ogenblik
groot 1s?

Antwoord. Nee, we moeten cr bij zeggen IN WELKE RICH-
TING het massapunt op het beschouwde ogenblik bewecgt.
Een snelheid hecft immers altlgd cen richting; zolang
deze richting nicet bekend is, is nog een wezcnlijke
hoedanigheid van dc snclheid onbepaald.

b) Is de snclheid van ecn massapunt bepaald als we zeggen
TN WLLKE RICHTING hel massapunt op hct beschouwde ogen-—
blik bewecgt?

Antwoord., Natuurlijk niet! We moeten ook de GROOTTE
weten!

CONCLUSIE. DE SNELHEID VAN EEN MASSAPUNT OP EIN
BEPAALD TIJDSTIP
IS DAN EN SLECHTS DAN
EXACT BEPAALD, ALS

NB. || BN DE GROOTTE

NB. || BN DE RICHTING VAN DE SNELHEID
] REPAALD ZLIJN.

Punt 2) Algemeen.
De snelheid is dus EEN ACTIVITEIT-IN-EEN-BEPAALDE-RICHTING.

In de mechanica en de verdere natuurkunde zullen we tal van groot-
heden ontmoeten die een activiteit-IN-EEN-BEPAALDE-RICHTING wvoor-
stecllen: b.v. een versnelling, een kracht, de electrische veldsterk-
te in ecn punt van een electrisch veld, cnz. enz.

Welnu: GROOTHEDEN DIE ZEN ACTIVITEIT-IN-EEN-BEPAALDE-RICHTING VOOR-
STELLEN NOEMT MEN

VECTOREHN,

De werkzaamheid van deze grootheden, de vectoren, wordt dus
niet allcen bepaald door dc¢ hoedanigheid van hun GROOITL,
maar ook door de¢ hoedanigheid van hun RICHTING.

Definities EEN VECTOR is ecn grootheid die bepaald wordt door
EEN GROOTTE
BN
EEN Ri1CHTING.




Opmerking,

Punt %) Notaties.

==
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In de ccerste ronde hebben we grootheden leren kenncn
waarvan de activitclt geheel en alleen bepaald wordt
door dc¢ hoedanigheid van de grootte, b. Ve %e warmtecapa~
citeit van een lichaam. Is deze b.v. 45 7;* dan 10 de
natuurkundige werk theid van dat lichaam” bij ee
warmtecuitwlsselingsproces volledig bepasld:s het llchaam
neemt PER GRAAD verwarming 45 caloriedn op.

“en grootneid waarvan de natuurkunalgA activiteit gehecl
en allccn bepaald wordt door de hoedanlgheld van de
GROOTTE, noemt men een SCALAIRE GROOTHEID, of “Kortweg
een SCALATR.

Andere voorbeelden van scalaire grootheden zijn: de tem-
peratuur, de soortelijke warmte van een stof, de licht-
sterkte, de frequentie van een trilling enz. enz.

In de natuurkunde komen dus twee (maar ook slechts twee)
soorten grootheden voor, n.l.

SCALATRE GROOTHEDEN

-
ZaQdl

VECTOREN

Deze worden oepaald door Deze worden bepaald door
EFN en slechts &dn TWEE hoedanigheden:
hoedanigheid, n.l. 18) oF GROUTTE en

DE GROOTTE 27) DE RICHTING.

fen VECTOR wordt IN EIN FIGUUR aangeduid door
BEN PIJIL.
De lengte van de pijl stelt de GROOTTE van de vector voor.

De richting van de pijl geeft de RICHTING van de vector
aan.

Het punt A (zie fig.) noemt men het beginpunt of het
aangrijpingspunt van de vector.

IN DE TEKST wordt een vector aangeduid door een letter
MET EEN PIJL BRBOVEN.

Voor & leest men dan “VICTOR a”.

Bedoelt men in de tekst ALLEEN DE GROOTTE van de vector aan te ge-
ven dan schrijft men a zonder vector-teken.

N.B, 4ls in een som gevraagd wordt een vector te bepalen
MOET MEN ALTIJD TWED DI IGEN BEPALEN:

1 ) DE GROOTTE van de vector
2°) DE RICHTING van de vector.

ant 4) De bedoeling van de volgende paragrafen.

Vectorrekening is, populair gezegd,
WISKUNDE wearbij pijlen
Voorlopig is dit voor ons alleen maar een ‘denk-spel®.

een soort

ons de zin

net omgekeerd gegaan:

een YPIJLEN-UISKUNDE®: het 1is
de plaats van getallen innemen.
Later zal

daarvan duidelijk worden. Historisch is het natuurlijk
uit de ervaring opgedaan bij het werken met

vectorgrootheden, bleek dat de gedragingen van deze grootheden ge-
makkelijker Te beschrijven waren met behulp van een speciaal soort
wiskunde, die de naam VECTORRBKENING kreeg.

§2. DE SOM VaN

TWEE IN BENZELFDE PUNT AANGRIJPENDE VECTOREN,

e

Zend zijn twee vectoren die beiden
in O aangrijpen.

We vragen nu naar de SOM van deze vec—
toren.

Tot nu toe is ons nog geen enkel na-
tuurkundig feit bekendtwaar we het
antwoord op deze vraag zouden kunnen
afleiden. Voorlopig is het antwoord op

afspraak™ of ‘‘een spel-regel®.

deze vraag voor ons alleen maar ‘een
/e moeten dus nu niet naar het

waarom' vragen, maar er even or vertrouwen dat deze ‘‘afspraak

later wvoor

ons WERKELTJKHETDS-ZIN zal krijgen.
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Definitie. Onder DE SOM van de in eenzelfde punt O aangrij-
pende vectoren a en b verstaat men

DE VECTOR
die vanuit het gemeenschappelljk aangrijpings-

punt O WIJST NAAR- EN REIKT TOT
HET VIDRDE HOTLPUNT Vall HET PARALIELOGRAM |

DAT DE VECTOREN & en b TOT ZIJOEN HEEFT.

CONSTRUCTIE,
I ? VECTOR T is PER DEFINITIE
A DE SOM _
/ ) VAN DE VECTOREN 3 en b.
/ v g
J / f L~ //‘
p - o
NOTATIE. — —

r ='§ + g !
]

| BENAMING. Vector T noemt men
DE VECTORSOM
of DE SOMVECTOR
of DE RESULTANTE van vector & en vector b.

Opmerking. We hebben hier dus een voor ons geheel nieuw , nu
MERTKUNDIG SOM-BEGRIP.
Met nadruk wijzen we er op, dat het bepalen van de
vectorsom dus een MEETKUNDIG PROBLEZM is.

Opgave 28. Bepaal in elk van de volgende gevallen de vectorsom.

4 4
i AN
/ N
/ \
/ N
/ / s \\ e
= O | P — .
1] ¢
Fig.1 Fig.z
.;), o
A4
\\\\ —
o . I ~
g _ ' . o
o o
Fig.3 Fig 4
6 4 a
\\ E
AN
N £ 2 [
7
54 fig.5

Discussie bij opgave 28,

bij fig. 3: De grootte van de vectorsom kan kleiner zijn dan elk
der gegeven vectoren. Hieruit blijkt wel heel duide-
1ijk, dat we nu te doen hebben met een geheel nieuw
som~begrip.

bij fig. 4: De vectoren & en b ligmen op eenzelfde 1lijn maar zijn
TEGENGESTELD GERICHT.
De vectorsom hecft nu de volgende bijzonderheden:

zie blz, 58.




1) De vectorsom valt langs dezelfde 1lijn,

0
27) @ijst in de richbing van de grootste van de vec-
Toren & en B, en 1s

3°%) in grootte gelijk aan het REKENKUNDIGE VIRSCHIL
van de grootten vsn de gegeven vectboren ﬁ cn B

bij fig. 63 De vectoren @ en b liggen op eenzelfde lijn cn zijn
GELIJK GERICHT,
De vectorsom heeft nu de volgende bijzonderhedens

lo) De vectorsom valt langs dezelfde iijn.

O .. . - . . — >
27) wijst in dezelfde richting als de vectoren & en b,
en 1s

o)
37) in grootte gelijk aan de rekenkundige som van de
zrootten van deze vectoren.

Nadere beschouwing van de gevallen fig., 4 en fig. o6,

~ o+ De vectoren a en b liggen dus op een-
0 zelfde lijn.
In dit geval kunnen we aan de GROOTTE van een vector EEN TEKEN TOL
KENNEN: + als de vector naar rechts wijst,

-~ als de vector nasar links wijst.

Doen we dit, dan kunnen we de gevallen 4 en 6 samenvatten in é&én
ATGEBRAIGCHE formules

‘r=a+b |

Conclusie I. In de gevallen dat de vectoren & en b op eenzelfde
IIJn 1iggen, kan de bepaling van de vectorsom

T = 8 + b nerleid worden TOT EEN AIGEBRAISCH PRO
BLEEM.

Conclusie II. Het AIGEBRAISCHE SOM-BEGRIP is EEN BIJZONDER GEVAL
van het VECTORIELE SOM-BEGRIP.

§ 3. Het berekenen van de grootte en de richting van de vectorsom.
Gegeven:'g,'g en /¢
Gevraagds r, dus

19 de grootte,

2°) de richting, [/ #of Lp

Oplossing. lo) De grootte.

In dc gearceerde drichoek passen we de cosinusregel
Toe op de zijdec tegenover de bekende hock,

Ly= 180° - ¢, dus bekend.

dus r~ = a2 + b - 2a.b.cos y .
Maar cos y = cos(180 - & ) = -~ cos b
Dus r° = a% 4 b7 4 2a.b.cos ¢
Dus | -
'r = Va2 + b7 + Eabcosé‘
Vraag. Moet hier niet stasn v = X V/ 7

Antwoord. Noch het + teken, noch het - teken heeft
hicr een natuurkundige betekenis. De cosinusregel
geeft ons alleen uitsluitsel over de GROOTTE van de




§ 4.

=

Oplossing 20)

Opmerking,

somvector f; cn dc groobte is slechts ecen gebal van
de REA-NKUN.IGr gectallenreeks,

+ of - zou ccn richting canduiden. Maar de cosinus-
regel houdt geen richting afspraak ini

De richting.
In de gearcecerde driehock passen we de sinusrcgel toc.
T _ Db
sin (1800 - &) sinp

Hieruit volgt sinp . Met bchulp van ecn log. Ttafel
kunncen we dan de wacrdce van p benadcren.

Bij de bepaling van dc grootte van T moet de cosinusrce-

gel altijd toegcepast worden OP DE ZIJDE TEGINOVER 55 Bi-
KENOE HOEK. Is b.v. /[ p gegeven, dan moet de cosinusre-
gel tocegepast wordcn op zijdc b.

) ) ,
b“ = & <+ I - 2ar COS.[x

Het ONTBINDEN van een vector.

-~

0

o

_ e
Gegeven: Icn vector p.

7 P =
e Gevraagd: Consﬁpbepr twee vectoren 2 en b ozd

dat p = a + b.

Oplossing:sils er niet méér gegeven is, heeft
dit probleem (oneindig)? veel oplos
singen, want meetkundig vertaald

luidt de vraag: Contrueer cecn paralleclogram als de diagonaal van dat
parallelogram gegeven is. Lr moeten dus nog twee clementen van het

te construeren parmllelogran gegeven zijn. ( e

b.v. Gegeven:

Gevraagd:

-

e
ps [ & en [/5 . 4\\\ /3\

Construccr de vectoren d en b dlC met vector p resp.
de hoeken aen p maken, z0 dat

.

D= a + .

Constructie.

Benaming.

‘ =4+ b
;%f\\-w L (p,a) =5 [ (D,b) =p.

/ Conclusie: & en b zijn de gevraagde
vectoren.

We zeggen au DAT WE L. VECTOR p HEB3EN O N T BO N D & N

IN DE VLCTORIN a en b.
De vectoren a en b hebten COMPONENTEN van vector p.

Conclusie,

{
” . \2
Men kan cen vector op (oneindig)® veel maniercn
ontbinden in twec componenten.

. Het VERSCHIL van twee vectorcn.

) Inlcidend problcem.

G

e

Gegeven:  Twee in ccnzelfde pumm aan-
grijpende vectoren & cn D.

Gevraagd: Dec vector 3 2O te ontbinden
in twec. componentcn, dat
vector b &&n component wordt,

\
R

Congbructies
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A Constructie.
,/ 'Qj v mooten dus het parallelogram con-—
s N strucren WAsnVaN VICIOR & DI DinGONaAL
0 / s DOOX O cn vector B een zijde is.
\\\ / Deze congtructic is in neveanstaande
AN v figuur uitgevoerd. (volg de nummers)
X J > .
\Q/ Vector v 1s de andere component:
P e @ — e
& CEE a=D0+ V.

Punt 2) De definitie van EY
In bovcnstaindc figuur is 700uor v dus de vector DIR Wi BIJ VICTOR
B MOETEN O ELILEN Om DE VECTOR & TOT RESULTANTE TE KRIJGEN.
ANATOOG Aal TﬁLEmﬂhmmﬂxhd&uﬁ&IKMN?ZﬁTLQAWJM%

a-b=v
Immers 7 - 4 = 3% wil zeggen, dat 3% het getal is dat
we bij 4 moeten optellen om 7 tot uitkomst te krij-
gen. .
Analoog hicraan is V de vector die we bij b moeten
ptulicn om & tot resultante te krijgen,
Men noemt vector v HET VERSCHIL van vector a en vector b,

DEFINITIE. Onder het verschil a - b van de vectoren a en %
verstaat men DL VECLOR die men
BIJ VECTOR b MOET OPTELLEN
oM
VECTOR & TOT RESULTANTE TE KRIJGEN.

N,B. als a -0 = v dan is de cerstgenoemde vector van het verschil,
dus &, de DIﬁGONAAL van het parallelogram wacrvan B en V de
zijden zijn.

Vraag: Bestaat er verschil tussen & - ben b - a?
Antwoord.
— 2 e — et i
a-b=v b-a=vV
Dus a is DE DIAGONAAL van het Dus b is DE DIAGONAAL van het
parallelogramn. parallelogran.
/g' i TE e
A A
/ R ¥ \ /f N
/ \\ N\ / N
/ \ N\ S
7 AN 7 N
A =g N/ \
O N N / Ve
N | . a
N\ o
AN

", ;
5 /

LS
%,._ -
N =0 -

fig., 1 fig. 2

Uit fig. 1 en fig. 2 volgt, dat de vectoren v = 4 — D en v = b - 4
DEZELFDID GROOTTE hebben, maar THGENGESTISLD GERICHT zijn.
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HET BEGRIP: SAMENSTELLEN VAN RECHTLIJNIGE BEWBGINGEN.,

Punt 1) Vraag: IS HET MOGELIJK dat cen massapunt TEGELIJKERTIJD declncemt

Antw,:

aan TWEZ in cen zelfde vlak gelegen, onderling onafhankellj-
ke rechtlijnige bewegingen? Zo ja, wat gebeurt er dan?

Of dit mogelijk is kan ieder voor zichgelf ervaren bij de
volgende proef:

In nevenstaande figuur stelt O de oor-
Y sprong voor van cen codrdinatenstel-

/ sel en de lijnen OX en OY de coOrdi-

/ naat-assen. We nemen hier ccn algeme-
/ ncr geval dan we in de wiskunde ge-
/ wend zijn, n.l. het geval dat de co-
ord.-assen niet loodrecht op clkaar

Voortzetting van de

C‘// staan.
/ x Leg nu een latje langs de x—-as en
// plaats op het latjc ecn merkteken op
dc plaats van O.

Beweeg nu met de REZCHTER hand cen potloodpunt WILLEKEURLG
(eventuecl heen en weer) langs het latje en beweeg TEGELIJI-
KERTIJD MZT DE LINKER hand het latje willekeurig (eventueel
heecn en weer) maar zd dat het latje stceceds evenwijdig blijft
aan de x-as en het merkbteken op het latje stecds op dec y-as
blijft.

D& RECHTERHAND VEROORZALKT DUS EEN BEWEGING VAN D& POTIOOD-
PUNT IN DE X-RICHTING, DL LINKERHAND EEN BZWEGING IN OE
7-RICHTING: DL POTLOODPUNT ZELF NEEMT DUS DEEL AAN T W E B
RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN,

HET RESULTAAT is, dat de potloodpunt IN HET X-O-Y-VIAK een
mogelijk zeer grillige baan beschrijft.

CONCLUSIE. Het is mogelijk dat een massapunt TEGELIJKER
TIJD deelncemt aan TWEZ in &énzelfde vlak ge-
legen, onderling onafhankelijke rechtlijnige
bewegingen.

In dat geval beschrijft het massapunt ecn ze-

kere baan IN DIT PLATTE VLaK.

proef.

Men kan de baan van
geven dic men wil,

de potloodpunt in het X-O-Y-vlak iedcre vorm

y In nevenstasnde figuur staan de codrd.
______ D assen loodrecht op elkaar.
7 B ¢ herhalen nu de proef met het latje,

/ N moar richten het daarbij zd in, dat

de potloodpunt de getekende cirkelom-
A trek beschrijft.

\
\
o ) X Maar dat. kan nog gehcel willeckeurig,
/ b,ve A —- B — C — D enz.
/ ve zouden het ook zo kunnen inrichten
dat de cirkelombrek EENPARIG ( d.w.z.
in gelijke tijdsdelen gelijke baan-
stulzken) doorlopen wordt.

In elk van deze gevallen VOELEN we dat er cen zekere DISCIPLINEZ

moet bestaan in de bewegingen van de rechter- en de linkerhand.
We trekken hieruit TWEE CONCLUSIES:

I Tedere beweging van cen massapunt in een plat vliak kan opgevat
worden als het resultaat van een deelname aan TWEE rechtlijnige
bewegingen: een beweging in de X-richting en een beweging in de
Y-richting.

De X~ en Y-assen behoeven daarbij niet loodrecht op elkaar te

1T

staan. (Herhaal bovenstaande proef als de Y-as niet 1 X-as)
Om een gegeven baan op een gegeven wijze te kunnen beschrijven

moeten de bewegingen in X en Y richting heel bepaalde functies
van de tijd zijn.
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Het probleem dat ons in dit en de volgende delen van het onderhavi
ge hoofdstuk bezig houdt, bestaat nu in de vraag om de baan van een
massapunt in het X-0-Y-vlak (en in de eenvoudige gevallen ook de
plaatsfunctie langs deze baan) te bepalen ALS DE PLAATSFUNCTIES VAN
DI BEWEGINGEN IN DE X~ en Y- RICHTINGEN GEGEVEN ZIJN.

Dit wordt bedoeld met HET SAMENSTELLEN VAN RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN.

Punt 2) Het coldrdinaten-parallelogram.

We beschouwen nu het geval dat een
Y-as massapunt deelneemt aan ecen beweging
) langs de X-as met plaatsfunctie
B fx<t> meter en aan een bewezging
/ : langs de Y-as met plaats-
Ol S AKz.Ys functie Y, = fy(t) meter,

k Gevraagd: a) Waar bevindt het massa-
X/ ; punt zich dan in het X-0- 1— Vlak op
0/ ‘ een benoemd tijdsTip b.v. = 3 sec?

o/ ; y = X-as  Antwoord: Door in de gegeven plaats--
/o arf (3) Tuncties het tijdstip t = 3 sec. te
/ substitueren vinden we:

X3 = fX(B) meter

Y3 = f (5) meter.
AXTOMA: Het massapunt bevindt zich op dit tijdstip t = 3 sec. IN
HET VIERDE HOEKPUNT VAN HET PARATLELOGRAM DAT DE BAANCOOR--
DINATEN X3 en 33 TOT ZIJDEN HEEFT.

Op het tijdstip t sec. bevindt het massapunt zich in het
vierde hoekpunt van het parallelogram dat de baancoordina—
ten X, en Y, tot zijden heeft,

Gevraagd: b) Welke baan beschrijft het massapunt in het X-0-Y-vlak?

Antwoord: De verzameling van de punten A(Xt, t) vormt de baan ven
het massapunt in het L--0-Y-vlek,

Gevraagd: c) Hoe groot is de snelheid van het massapunt op het tijd
stip t = 3 sec, en hoe 1s deze snelheid gericht?

Lntwoords De vraag naar de grootte van de snelheid kunnen we op dit
ogenblik nog niet beantwoorden., Over de RICHTING van de
snelheid op het tijdstip t = 3 sec. kunnen we dit zeggen,
dat deze in ieder geval zal samenvallen met de richting
van de halflijn vanuit A(X,Y.) naar het volgende punt van
de baan, want het masoapuné éoorloopt de baan VAN PUNT

TOT PUNT,

pyes Maar de halflijn vanuit A(X, YB) naar
het volgende punt van de badn IS DE
R \’*(’53‘/z> HALFRAAKIIJN IN HET PUNT A(X5Y5) AAN
N DE BAAN.
%
&

™,

S
o/ / T xas \&

d

CONCLUSIE, Op het tijdstip © = 3 sec. is de snelheid van
het massapunt gericht volgens de halfraaklijn
in het punt A<X3’Y3> aan de baan.

We komen hier nog uitvoerig op terug.
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haakjes': In het antwoord op vraag a) hebben we de term

axioma gebruikt,
at is een axioma?

- Definitie. Hen uxioma is cen
! OORDEEL g
waarvan men de waarheid spontaan

1
i inziet zodra men de TAAL verstaat.%
? !

De waarheid van cen axioma is dus in de termen duidelijk.
De ‘'onbewijsbaarheid® van een axioma is dus geen ‘gebrek’,
nmaar Jjuist de hoogste ‘‘deugd’ die een oordeel KAN hebben!
In de wiskunde, waar nmen eecn oordecl alleen ALS WALRHEID
aanvaardt als dit uit ecn voorgasnd oordeel kan afgeleid
worden, wordt het axioma vaak onteerd door er de betekenis
van ‘‘spelregel' aan te geven.

Punt 3) De verdere indeling van het onderhavige hoofdstuk.

In de volgende delen gaan we de beweging van het massapunt IN HET
X-0-Y-VIAK bestuderen voor de gevallen dat de plaatsfuncties in de
X~ en y- richtingen veeltermen zijn Of van de ecrste graad Of van
de tweede graad:s

in deel

in deel

DEELC, HET

C het samenstellen van GENPARIGE rechtlijnige bewegingen;

D het samcnstellen van EENPARIG VERANDIRLIJKE rechtlijnige
bewezingen en de combinatie van een eenparige en een
ecnparig veranderlijke rechtlijnige beweging.

SAMENSTELLEN VAN TWEE IIIPARIGE RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN.

Punt 1) STELLING. Neemt een massapunt decel aan TWEE SENPARIGE rechtlijnige

BEWIJS.

bewegingen, dan is DE RESULTERENDE BEWEGING IN HET VLAK
DOOR DE BEWEGINGSASSEN:

1°) RECHTLIJNIG,
20) BENPARIG, en wel z0, dat
3°) DE SNELHEID VAN DE RESULTERENDE BEWEGING DE
SOMVECTOR IS VAN DE SNELHEDZN VAN DE GEGEVEN
EENPARIGE BISWaGINGEN,
In deze stelling worden dus DRIE dingen beweerd over de
resulterende beweging in het vlak door de bewegingsassen.

We gaan deze beweringen bewijzen in de volgorde van hun
nummering,

> ad 19) Gegeven. Fen massapunt neemt deel zan twee EENPARIGE recht-

lijnige bewegingens
in de X-richting met plaatsfunctie X, = v,+T meter

in de Y-richting met plaatsfunctie Yt = Vy‘t neter,

Te bewijzen: De resultcerende beweging in het XOY~vlak is

RECHTLIJNIG.

Bewljs: ,i¢ plz. 64.
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Bewijss f : ‘ plaats in
T Yo | X0Y-viak
Veos i 1 . VX. v | ft = v t
i By'/_'/‘ i 5 t =0 ; o = 0 o =
j .,"'! t=t =v_ .6, 1 Y, =v_.t A
, / f:f{;__,,,“‘ P ; ' 1! t1 x* 71 tl vyl
by § S/ e N L — - - :
/ jf/‘// ) ,.//,,!"' ’ H t - tz % Xt2 — VX. t2 Yt? = Vyo t2 B
,‘! yt /\// e : : { Al
{<g¢* . ; enz.
6/ oA R X-as . . ‘ . )
o X _~%ﬁ }x “ Zijn v en v_ in grootte en richting
XB gegeveﬁ, alsfede de waarden van t1 en by,

dan kunnen we de punten A en B door

/ parallelogramconstructies vinden.
/ Bovenstaande figuur is een ANALYSEFIGUUR.

We moeten nu bewijzen, dat de punten O,
A en B op een rechte 1lijn liggen, d.w.z.
dat we moeten aantonen dat [_AXOA = [ B,OB.

Welnu: AAXOAcn ABXOB

Immers: ’
OAX:AX@ = th:Y

= vi.tl:vyjtl = v_z:v__ | dus:s

t1 Xy

OB :B.B = XtE:Y = Ve Uoiv b, = ngvy‘jOszA =OBX:3£B(D

t2 Ng
A_A J/ Y-as ; dus [ OA A = LOBB (@

B B // V-as |

Uit @O en (@ volgt dat sA OAcnAB OB volgens geval Z.H.Z.

In gelijkvormige driehoeken zijn de gelijkstandige hoeken
gelijk.
Dus is L_AXOA =/ B OB.

Het punt B moet dus liggen OP DE RECHTE

jre . LIJN DOOR O EN A.
- /_“muu___*»,;;/’ Daar de tijdstippen t; en tp volstrekt
/o o willekeurig zijn, houdt deze bewijsvoe-
/o C ring in dat ieder punt met de coordina-
. s 4e ¢ooraiia-
ﬁeJ/ / L Xy = v, b meter
. Ty = vyt meter
/ / ‘ s
/ﬂfy///f{/ P op de rechte door O en A ligt.
/’j // / ,// '
{ : : - X-us
Q!/\—Xt v Ay B ¥
/u 3 o !

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan twee eenparige
rechtlijnige bewegingen dan beschrijft het
massapunt
IN HET VLAK DOOR DE BEWEGINGSASSEN
EEN RECHTE BAAN,

o
—=ad 27) Gegeven: X, = VX.t meter

Yt = vy,t meter

Te bewijzens De resulterende beweging in het XOY-vlak is
LENPARIG,

Bewijs:
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Bewijs. ® . . .
ESALERL w We maken nu gebruik van hetgeen we 1in

1°) bewezen hebben, dat de baan in het
X0Y-vlak RECHT is,.
Op een willekeurig tijdstip t sec. be-
vindt het massapunt zich in ecn punt
I van deze lijn.
Dc cobrdinaten van punt E zijn:
E
X = vx.t meter

X-us YE = Vy.t meter.

/ ¢ (= OE) is nu DE BAANCOURDINAAT
/ LaNGS DE RESULTERENDE BAAN wvan het
massapunt op het tijdstip t sec.

We hebben nu te bewijzen DAT st EIN LINEAIRE FUNCTIE VAN DE TIJD IS,

welnu: Passen we in de gearceerde driehoek de cosinusregel toe op
de zijde OE(= st), dan volgt:

2 2 o N2
Sy = <Xt) + (ft) + 2%, Y, .cos b
2,2 2,2 2
= v, t7 o+ Vy tT 4 2VX.vy,t .Ccos b
_ 2 2 . 2
= (v + vy o+ EVX.vy.cos 6.t

o _ / 2 P) , 1
dus: s, _\/(vX + VT4 avx.vy,ccm)@).t meter

T

dus: St .5 meter.

. Conclusie: Sy is dus een LINRAIRE FUNCTIE van de tijd: §
DE RESULTERINDE BEWEGING IS DUS EENPARIG, i

Tot nu toe hebben we dus bewezen, dat de resulterende beweging in
het XOY-vlak: 10y paoupIINIG en
2°) BENPARIG is.
—»ad 39 Gegeven: X, = VX.t meter

7

e = v__.t meter

¥
Te bewi T V. o+ Vv
e cW zZens = V
Te bewijzen: v .. <y

Bewijss
We weten nu, dat de resulterende baan
in het X0Y-vlak RECHT is en dat deze
Jy-us rechte baan EENPARIG wordt doorlopen
’ volgens de plaatsfunctle

o s, = 'constanta' t meter.
/ pe > t U ——

Die constante is dus de snelheid van
de resulterende beweglng.

/ P Dus sy = v, ..t meter.

/e Hierbij is s, op ieder tijdstip de

Pt diagonaal dosr O van het parallelo-
L L gram met
0/ X3z v Py Y-S

/ Yt = vy.t meter tot zijden.
/ _

= VX.t meter en
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Wlelnu: Op het tijdstip t = 1 sec. is

Sl = VI‘GS meter

Xl =V, meter

v —
X, = vy meter.
Het massapunt bevindt zich dan in het punt P, d.i. het vier-
de hockpunt van het parallelogram met v, en vb tot zijden.
De diagonaal door O van dit pdrallelogram is Ygelijk aan

v . el 2 ' c dia-
res We Vg is gelijk aan en gericht volgens de dia

gonaal door O van het parallelogram met vX en vy tot zijden.

Volgens de definitie van de vectorsom is Vres dus de vector-
som van de vecboren 5% en Vy‘

Daar de resulterende beweging EENPARIG en RECHILIJNIG is
blijft de vector van dec resulterende snelheid bij dezc bewe-

ging constant in grootte cen richting: op ieder tijdstip is
dus - . - .

res X v

Conclusie. Neemt ecn massapunt deel aan twee eenparlge recht-

113n1ge bewegingen met snelheidsvectoren V. en v
dan is de resultercnde beweging in het XOY3vlak: ¥’

o} .
= 17) rechtlijnig
y e
bR L @] . N
AT 7 Taes 27) ecnparig, z0 dat
7 -
// - s /v O —2ae e i
Y 37) V.=V, +V
Ll | res X Yy

Opmerking. In het bewijs hebben we aangenomen dat het massapunt

zich ten tijde t = 0 in de oorsprong van
het codrdinatenstelsel bevindt. Dit is

yras /[ yas po slechts een bijkomstigheid: Fen eventucle
7 o verplaatsing van de codrdinaatasscn doet
/S niets af aan de RESULTERENDE BEWEGING IN
/ L7 HaT BETBEGINGSVLAK.
/'Oéﬁ&yw Xz Het bewijs is dus ook geldig voor het go-
/S val dat: 1 1 \
C/ Xy = vt + X meter
o ! bie o
/ Xas —l rl
/ Xt = vyt + 10 meter.

Punt 2) Algemenere conclusies.

IO

1TI.

De vecterrckening is dus inderdaad van toepassing op snel-
heidsvectoren: Men kan snelheidsvectoren SAMEINSTELLEN als
pijlen van de vectorrckening,

Omgekeerd kan mcen een snclheidsvector ONTBINDEN in twee com-—
ponenten.

Y

;1
s

- ke
a vy )
}
\
]

H

s \-

e i i
i e
| SN | VY



Punt 3) Opgave 29.

A“
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IS Iemand wil met een cano een rivier

300V3 mater

H oversteken die 300V3 meter breed is.
- De snelheid van de stroom is 2 &/sec.
; Hij roeit met cen constante snelheid
i in een richting die met de richting
§ van de stroom een hoek van 1200 maakt.
i Hij start in het punt A (zie fig.) en
L bereikt de overkant in het punt AT,
“ o0 zodat de cano dus t.o0.v. de bodem van

Fig1

de rivier een rechte baan beschrijft

A ' 2%ese. di i S
ie 1 de rivier.

Gevraagd: a) Met welke snelheid moet hij roeien?

ceyer

Oplossing. Alvorens de roeisnelheid uit te rekenen
moeten we ons eerst een duidelijke voorstelling vor-
men van hetgeen er gebeurt.

Stroomt het water van de rivier van links naar rechts
met een snelheid van 2 1/sec, dan wil dit zeggen dat
alles wat op het water van de rivier drijft ten op-
zichte van de bodem van de rivier deelneemt aan een

is en waarvan de snelheid 2 M/gec. is.

De cano start in A in DE RICHTING AA¥, Ten opzichte
van de bodem van de rivier neemt de roeier dus deel
aan TWEE eenparige rechtlijnige bewegingen.

Leg in bovenstaande figuur een latje langs de lijn
AATT, Maak op het latje merktekens op de plaatsen A en
A, Beweeg het latje nu met de linkerhand eenparig
naar rechts en beweeg TEGELIJKERTLIJID met de rechter-
hand een potioodpunt eenparig vanuit het merkteken A
langs het latje naar het merkteken AY met zo'n snel-
heid dat de potloodpunt steeds op de lijn AA' Dblijft.
Als de potloodpunt in A' aankomt is deze op het latje
aangekomen in het merkteken A",

T.0,V, HET WATEZROPPERVLAK heeft de roeier dus het
rechte baanstulk AA" afgelegd. Dit baanstuk wordt door
het stromende water eenparig naar rechts verschoven.
DE SNELHETD WAARMEE HITJ DIT BAANSTUK AFLEGT IS Di
SNELHEID WAARMELR HIJ ROEIT.

7.0.V, DE RIVIERBODIM hecft de roelr echter het
rechte baanstuk AAT afgelegd. DE SNELHEID WAARMEE HIJ
DIT BAANSTUK AFLEGT IS ZIJN RESULTERENDE SNELHEID
t.0.v. DE RIVIZRBODEM.

Met welke snelheid moet hij nu roeien?

De roeisnelheid'v;oei moet zo'n waar-
de hebben,dat

’ i O il — g

L = V.o G0

¥ ) Vres Vwater ¥ Vroei

A0y >

2 o,

|| ) Vieg L Oever

Uit het feit dat de gearceerde drie-

hoek rechthoekig is en een hoek van
600 heeft volgt dat

m
v . = 4 sec.,
roei /

Conclusie. Hij moet roeien met een snelheid
van 4 m/sec.

Gevraagd: b) De resulterende snclheid t.o.v. de rivierbodem?

Oplossing. Uit fig. 2 volgt dat

|

— !
Voos = 2V3 “/sec. ;




Gevraagd: c) In hoeveel seconden

68.

bereikt hij de overkant?

Oplossing I, AAT

VI’OS

Duss: 300V
dus t

i

BOOEE meter (zie fig. 1)
2V3  M/gec.,
2V3.t

150 seconden.

Oplossing 11, AA" =

%xmi=
600

+
v o=

Dus:

600 meter (zie fig. 1)
4  M/sec.
4ot

150 scconden.

Conclusie, HiJ bereikt de overkant in 150 scc.

S |

Gevraagd: d)

Bepaal door coanstructie de plaats waar hij de overkant

zou bereikt hebben als hij met een snelheid van 4 T/s.
geroecid had in coen richting die met de stroomsnelheild
een hoek van 60° maakt.

ol I B

Constructie.
§ 7/
\
.
Ve
| /£
/ ~
1 < -
SN
[ 0°\, ;
N e
Jay Yo

Conclusie. De roecier zou dan in punt B de over
kant bereiken.

i
i
i
:
i
!
I
i

berekening uit te voeren) te zeg-

de tijd die de roeier dan nodig heeft om de

Gevraagd: ¢) Wat valt er (zonder
gen over
overkant tc berciken?

Antwoord I.

Ten opzichte van het wateroppervlak legt

hij nu het rechte baanstuk.......af,
dateeeeceoceolSeecenenses het baanstuk...
in fig. 1. -

De rocisnelheid is ook nu 4 " /sec.

De rocitijd is dus NUeeceo..

Antwoord T

De comp. L op de oever is....
De roeicer bereikt de overkant dus in

Ontbind v,
e [ong
ocver en t&n component L op de oever.

ooooo

in een component ILANGS de

ceoe.in fig.2,
sec.

Henric van Veldeke College
Maastricht.
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HET SAVENSTELLEN VAN EENPARIG VERANDERLIJKE RECHTLIJNIGE BEWE

samenstellen van twee EENPARIG VERSNELDE rechtlijnige bewegin-

We beschouwen nu het geval dat een
massapunt deelneemt aan twee EENPARIG
VERSNELDE reclitlijnige bewegingen

ZONDER BEGINSNELHEDEN,

De baan van het massapunt ligt dan in
ieder geval IN HET PLATTE VLAK DOCR
HET MASSAPUNT EN DE TWEE BEWEGINGS—
RICHTINGEN d.i. het bewegingsvlak.

DEETL D,
GINGEN.
$1. Het
gen 7ONDER BEGINSNELHEDAN .
Punt 1) Het probleemn.
i+y-CLS
ay /|
{%
/
0 . B E!’x + X-Us

dans
X - as
X, = +a 2 meter
t 2%
X _ m
v = aXt sec.

Zonder de algemeenheid van de beschou-
wing te schaden mogen we het punt van
dit bewegingsvlak waarin het massapunt
zich bevindt op t = O tot oorsprong
van het codrdinatenstelsel nemen. De + X-as kiezen we in de rich-
ting van §%; de + Y-as in de richting van §5.

De plaats—- en snelheidsfuncties in de X- resp. Y-richting luiden

Y - as
Y, = da_t? t
5 = 28y meter
vz = ayt T/ sec

We vragen nu naar de baan van het massapunt in het X0Y-vlak en
naar de plaatsfunctie langs deze baan.

Punt 2) Stelling. Necmt een massapunt decel aan twee EENPARIG VERSNELDE
rechtlijnige bewegingen ZONDER BEGINSNELHEDEN, DAN IS DE
RESULTERENDE BEWHGING IN HET VLAK DOOR D& BEWEGLINGSASSEN:

1°) RECHTLIJNIG,
2°) EENPARIG VERSNELD ZONDER BEGINSNELHEID, en is

50) DE VERSNELLING VAN DE RESULTERENDE BEWEGING DE
SOMVECTOR VAN DE GEGEVEN VERSNELLINGSVECTOREN.

Bewijs, in drie delen.

—>ad 1°) Gegeven. a X = %axtg meter.
p >
3y Y, = %ayt‘ neter.
Te bewijzen: De resulterende beweging in het XOY vlak is
RECHTLIJNIG.
P plaats in
Bewijs. + Xt Y% X0Y-vlak.
! 2 1 L
//*Y'“S % Xy = %axt Yt = _"L'—ayt
/
/ - - ~ -
. t=0 X, =0 T =0 0
/ / A - "_,
‘,__Ay!- R I / - — 1 2 - 1 2
ﬁai”/// eIt Bty Xy et Y = dagh A
o s
L L L= ; _ _ A 21  _ 1 2
027‘“*‘;“\/"‘4AX By +X-us t= t2 th - zath itg - 283,132 B
/N v g
f Xto enz.
‘ X, Y en X, ,Y zijn bekend. Dus kunnen
t1?t1 tn? "ta J

we dc punten A en B door parallelogramcon-
structies vinden.
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De fig. op de vorige blz. is een ANALYSE FIGUUR.

We moeten nu bewijzen, dat de punten O, A en B op eenzelfde
rechte 1ijn liggen.

Welnu: AOAXAoo,AOBXB

2, 2

© e f\ — L -_— o T 3
I?mers. OAX.AXA = Zath ,2aytl = ax.ay éDuso
: 1200 £ 2 o v o0 en A=OR
OB :B.B = 2a,b, 178, 6, = a say | Oh_:A A=OB_:B B (D

AL [ + T-as _} :
85/ + Toas | D05t LOA = LORS @

Uit @ en Q) volgt dat AOA AP AOB B volgens ge-

val (Z.H.Z.) In gelijkvormige driehoeken zijn de gelijkstan-
dige hoecken aan elkaar gelijk.
Dus is [_AXOA = L’_BXOBo

Het punt B moet dus liggen OP Db
sry-as RECHTE LIJN DOOR O EN A.

o/ B_~ Daar de tijdstippen t, en t, volstrekt
i/ A willekeurig zijn, houdt dez& bewijs—
/ / T voering in, dat ieder punt met coor-—
Ve, / A/ a7 dinaten >
ol ; X, = 3a,t" meter
M -
[ . K T, = ?ayt meter
78 Ax By +X-08 )
TR op de rechte door O en A ligt.,
/\ /

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan twee eenparig ver-
snelde rechtlijnige bewegingen ZONDER BEGINSNEL-
HEDEN dan beschrijft het massapunt IN HET VIAK
DOCOR DE BEWEGINGSASSEN EEN RECHTE BAAN.

ad 20) We moeten nu bewijzen dat de resulterende beweging EENPARIG
VERSNELD is ZONDER BEGINGNELHEID.

Bewijs.

We maken nu gebruik van hetgeen we

in lo) bewezen hebben, n.l. dat de
baan RECHT is.

Op een willekeurig tijdstip t sec. be-
vindt het massapunt zich in een punt
It van de rechte 1lijn.

De codrdinaten van punt E zijn:

E _ 4 2
Xt = ZaXt meter

/ : Yﬁ = %aytg meter.

S (= OE) is nu DE BAANCOURDINAAT IANGS DE RESULTERENDE BAAN

van het massapunt op het tijdstip t sec. )

We moeten nu bewijzen dat s, recht evenredig is met t~.

Welnu: Passen we in de gearceerde drichoek de cosinusregel
toe op de zijde OF (= St)’ dan volgb:

2 2 2 .
s, = X + YL + 2X, 7, cos.b
2 -
St2 = %a§t4 + —L“;aﬁtL1L + Q.taxayt4 cos é
2 4,2 2 4
s = z(aX +ay 4 2aXay cosb) t

1 2 2 b2
Dus: s, = %\/ax a4 2aXay cos b .t~ meter
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Dus: | sy = % [lodstanty ] .t7 meter @

Maar dit is de plaatsfunctic van een cecnparig versneldc be-
wegling ZONDER BEGINSNELHEID.

is BEN HEENPARIG VERSNELDE RECHTLIJNIGE

| |
| Conclusic: Dc¢ resultercende beweging IN HET XOY-VLAK I
! !
f B=JVEGING ZONDER BeEGINSNELHZID, i
!

i

—_— ad 30) We moeten nu bewijzep dat de versncllingsvector van de re-
sultcrende cenparig versnelde rechtlijnige beweging zonder
beginsnelheid DE SOMVECTOR is van de gegeven versnellings-

2t 3 ; = =
vectoren dx en ays dus dat ares =a, + ay.
Bewljs.
In bovenstaande vergelijking C) is de
constante gelijk aan de versnelling
van de resulterende beweging, dus ares,

Y -as -
/ y vﬁ"% “Je kunnen vergelijking () dus schrij-
/ 02 oF ven als ) ~
P / P A/'/')o,af" S, = Za té meter.,
7 S t ¢“res
/ i
yﬁ:qygf s Hierbij is s+ op ieder tijdstip ge-
//)NQ/ / 1ijk aan dc dlagonaal door O van het
L L / parallclogran met
Py —— +X-as Xt =zay t“ meter en
XVE = C{x

2
Yt ant meter tot zij-—

den.

Welnu: Op het tijdstip t = V2 scc. is:
S\E T 8nsg meter

eSS

XV? = aX meter

YVQ = ay meter
Het massapunt bevindt zich dan in het punt P, d.i. het vier-
de hoekpunt van het parallelogram met ax en 8 tot zijden;
de diagonaal door O is dan apeg M.2.W. apeg 1S gelijk aan-

en gericht volgens dc diagonaal door O van het parallclogram
met ay gg ay Lot zijden,

dewWe z. arbq is de¢ somvector van aX cn gy.
Daar de rcsultercnde beweging ccn eenparig versnelde
RECHTLIJNIGE beweging is, blijft de Voctor'zfos con-
stant van groottc en richting.
Op ieder tijdstip is dus:

it — —>

Conclusie. Neemt cen massapunt decl aan twee eenparig
versnelde rechtlijnige bewegingen ZONDER
BEGINSNELHEDEN, waarvan de respectlevellJ—
ke versnellingsvectoren ax cn dv zijn, dan

is de¢ resulterende beweging

2; :; in het XOY-vlak

ﬁ«wunm;g 265 RECHTLIJNIG

/ - - LANPARIG VERSNLLD ZONDIR Bo-
i///’ / GINSNLELHEID, cn is
g, E

rcs X v
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Punt %) Algemene conclusiecs.,

I De vectorrekening is dus ook van tocpassing voor VERSNELLINGS-
VECTORTEN-
men kan dus versnellingsvectoren SAMENSTELLEN als pijlen van de
vectorrekening,

—
=

Omgekeerd kan ecn versncllingsvector ONTBONDEN worden in twee
componenten,

De vectorrekening is dus zowel voor SNELHAZIDSVECTOREN als voor
VERSNELLINGSV_CTOREN van tTocpassing.

Het samenstellen van ZEN EENPARIGE RICHTLIJNIGE BREWEGING en EEN
LENPARIG VERANDERLIJKS RECHTLIJIIGE BEWOGING waarbl ] DE BEWLG LNGS—
ASSEN TOCDRICHT OF ELKAAR STAAN,

Het probleem.

tle beschouwen nu het geval dat ecn massa-
punt declneemt aan twee bewegingen waar-—
van de bewegingsassen LOCDRECHT op elkaar
B staan en waarvan de cne beweging LENPARIG
’ cn de anderc beweging LENPARIG VERANDDR—
+Xas
IIJX is.
WJe nemen de oorsprong van het rechte XO0Y-
codrdinatensteclsel in het punt van het
bow““lngsvlak waarin het mass&punt zich
ten tijde t = O bevindt.

We nemen aan, dat de OGnglng in DIt X-RICHTING EENPARIG is. De be-
Juglng IN DB Y-RICHTING is dan d dus EENPARIG VERANDERLIJK, d.w.2z.

“Vas

5f BENPLRIG VERTRAAGD, als vg on &, TIHNGISTELD GERICHT zijn,

0f EINPARIG VERSNELD, 1°) ZONDER BEGINSNLIHEID, als v‘Z =0
2%) MET BEGINSNELEZID, als vy en A,

GELIJK GERICHT zijo. 7

Er zijn dus DRIL mogelijkheden.

Nemen we voor de OVGerChtblleﬂpld aan, dat de snclheid in de
X-richting V POSITIEF gericht is en de VERSNELLING IN D& 7-RICH-
TING NLGATI"F gericht is, dan zijn deze mogelijkheden:

Geval I Geval 1T Geval I1T
+Y +Yy +y
-2
AV
0 % vy
x 0 - +X X ¢ +X X8| +X
?53 Vs, ay
;:3’
-Y -y
~Y
In X-richt.:EZNPARIG |In X-richt.:EENPARIG | In X-richt,.:LENPARIG.
In Y- ® EENPARIG |In Y- FENPARIG | In Y- DENPARIG
VERTRAAGD VERSNELD ZONDIR VERSNELD MET
BEGINSNELHEID, BEGINSNELHEL D,

VRAGIN NU VOOR ELK VAN D75 GEVALLEN NAAR

HET X~-0-Y-VIAK.

JE RESULTERINDE RAAN
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IN DE X- RICHTING: Bij het opstellen van de plaatsfunctie in de
X~ richting mocten we doen alsof de beweging
in de¢ Y-richting cr aniet is.

—

0 Uy De bewcging in de X- richting is eccnparig;
-Xas ’ + Y-8 XO = 0.
Dus:

Xt = + lvx\ t meter

IN DE Y- RICHTING: Bij het opstellen van de plaatsfunctie in de
Y-richting moeten we docn alsof de beweging in
de X- richting cr niet is.
Voor de beweging in de Y-richting geldt in clk
van de in punt 1) genoemde gevallen de formule
van de eenparig veranderlijke beweglng. WE MOE-

N BER ZCHTER GOED OP LITTEN H O ® DEZE FORMULE
INGLVULD WMOLT WORDEN.

Geval I Geval IT Geval IIT
t%ae +y-as +yds
"> Beginsnelh. =+ Beginsnelh. O 0 Beginsnelh., -
Versnelling - Versnelling - VE;'Versnelling -
0 | 0 -
— - Vo
CLy Qy
- y as -Yas =Y «s
Dus: Dus: Dus:
[ = i —2 7 2 . 2
1t—-HVZ‘t~%2ay|t . ltz-%‘ayzt meter Xt--Jvz[t-r%‘ayltaln

Punt 3) DE RESULTERENDE BAAN IN HET XOY-VIAK in elk van d¢ genocemde gevallen,

Geval I,
X-richting Y-richting
+y 2
ro— - J 3
- X, = +|v, |t meter To= +|v]]t - F]ay |t m.
N d ,
. @
v
e 2 > Tx Voor iedere waarde van t vinden we &&n waarde
- Xt en &&én waarde Yg, dus één punt (Xg,Yg) in
1y het XOYvleck
-y De vervamelln@ van deze punten (X4,Yy) vormy
de resulterende baan van het massapunt in het
X0Y- viak.

Deze baan is ANALYTISCH bepaald, als we weten WELKE FUNCTIL DE
Y-COORDINAAT VAN HET BAANPUNT OP BaN ONBENOEMD TIJDSTIP t sec. IS
WmLEXﬁﬁ@UHMALWN]ﬂTBmJHmW

Ylelnus Deze functie vinden we DOOR DE TIJD TE ELIMINEREN UIT DE
PLAATSFUNCTIES IN DE X- EN Y- RICHTING,

Uit (j) volgt: t = ﬁ;ﬁ

. . . Vg l 8 2
Dit substitueren in (2) levert: Y, = —lil—uX .X
C) t \VX\ t \Vx@

De ANALYTISCHE vergelijking van de baan luidt dus:



T,

DE ANALYTISCHE vergelijking van de baan luidt dus:

Vraag: Welke

VoY . lag
Y = +. oi. VX - % Y 2
+ Vx| Vi

©

]
i
i
|
!

gestalte heeft de baan dus?

Antw.: Vergelijking C@ is de vergelijking van een BERG PARABOCL
met de volgende lezonderheden

lLty.es 1 ) De parabool snijdt de X-as in de
. punten 0(o,0)en | I
g Vg Lt INE™ J_Xl__Q__ ,0)
/12 : De X-cobrd. v.h. punt & is dus +
0 - A ) 2°) De symmetrie as van de parabool
VY o rx-a loopt evenwijdig aan- en is_ge-
y 5 lijk gericht met de vecbor ay
j; 50) De parabool RAAKT IN O aan de
,“ ~~fés
-y-us vector v ", .
Hierbij is vres =V + v
— o) X 0
TES

vy is dus DE VECTOR VAN DE RESULTERENDE BEGINSNELHEID van

het massapunt IN HoT XO0Y=VLAK,

ad 3 ) Populair bewijs. Op het tijdstip t =_0 heeft het mas-

sapunt in de X-richting de snelheld Vyx en in de Y-

richting de snelheid v{ .

”EN OPZICHTE VAl HET XOY-VLAK heeft het massapunt op
= 0 dus een snelheid die de somvector is van Vx en

vg, dus: = e - —
res _ = Yy
\ v =V, +V
/O L
+y Y. 0 X 0
g Op het tijdstip Tt = O is de beweging van
,/é& het massapunt in het XO0Y vlak dus gericht
/4'% van O naar "het volgende punt van de lijn
a 00,
/
/ De resulterende baan van het massapunt IN
0 +X HET X0Y-VIAK heeft dus in O TWEE SaMINGE-
- VALLEN SNIJPUNTEN met de 1lijn 00%, d.w.Zz.
Qy Di RESULTERUNDE BAAN VAN HET MASE APUNL
RAAKT IN O AAN Do VECTOR vres
Analytisch bewijs.

. o dy _ +%| | &y
Uit vergelijkin volgt: =L = — - « X
Belijiing @ volel: gy = IR - WoF

In O is X = 0, dus

(G, =1 il
dX’in0 = +|Vx|
Het linker lid van deze vergelijking is gelijk aan

de tangens van de hoek die de halfraaklijn in O maakt
met de + X-as.

Het rechter 1lid van deze vergelijking is gelijk aan
de tangens van de hoek die de vector v{®S maakt met
de + X-as.

De halfraaklijn in O aan de resulterende baan valt
dus langs vEeS, —
Dus moet de resulterende baan in O raken aan VO .
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Conclusie. De resulterende baan van het massapunt IN HET
XOY~-VLAK is

die IN DE OORSPRONG RuAKT #AN DE RESULTERENDE
BEGINSNALHEID en waarvan DE SYMMETRIE-AS EVEN
WIJDIG LOOPT AAN- EN GIELIJK GZRICHT IS MET DI
VECTOR VAN DE VERSNELLING VAN DE ZENPARIG VER
ANDERLIJKE BEWEGING.

EEN PARABOOL

—— (Geval IT

+y~CLS

o Yy

~-X«s

-yas

4+ X- L5

X-richting Y-richting

7 -—

xt—-{-

i - a
VX;.t meter Yt = - 7|a

® ©)

Om Y als functie van X te vinden moeten we
de tijd t elimineren uit @ en (B .

%t

Uit volgt: T = ——
C) & Vx|

o

o . : H o 5 — l TI '\r2
Substitutie in C)-gﬁefto Yt..—% Viﬁz o Xg

De ANALYTISCHE VERGELIJKING wvan de resulterende baan in het XO0Y-

vliak luidt dus:

]
I

Nova 2

Y=—‘;“\—V“/“2.X' @

X

Vraag: Welke gestalte heeft deze baan?

antw,: Vergelijking B is de vergelijking van een BERG PARABOOL
met de volgende bijzonderheden:

19) 0 is de top van de parabool.

20) De negatieve Y-as is de symmetrie
as van de parabool.

+y-us
il
Q Uy,
-X-as P 4
”
y r»
/ Qy
/(9
V4
N
v o
X
YA
¢
)
-yAas

TX% 39) De parabool raskt in O aan Vi :

Ten tijde t = O heeft het massa-
punt nog alleen maar een snelheid
in de X-richting, zodat de resul-
terende baan in het X0Y¥-vlak in

O MOET raken aan de resulterende
beginsnelheid Vg -

i
i
i  Conclusie. idem als in geval I,
l

-z Geval TIT

- X-as

-y-as

bl 8<%

X-richting Y-richting

2
At m.

(")

Xi = +|v,|.t meter Y. = —QVZL t-%]a

@

Door de tijd uit (2) en te elimineren
vinden we:

- L eyl L2
Yt =;—W)—O;-|- oXt —7.";7—1? - X

~r
P
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De ANALYTISCHE VERGELIJKING van de resulterende baan in het X0Y-
vliak luidt dus:

i

N !
ol 2 |
Vx| ? vxl? ®
| |
Vergelijking (@) is de vergelij-
+ king van een BERGPARABOCL met de
y-as volgende bijzonderheden:
2 1°) De parabool snijdt de x-as
4\)’0;) A s ned
cas R "y in de punten 0(o,0)en A(- 2—%é}égxn
- X . = T
/j , 0\\\ ; +xas De X-coOrd. van A is dus -
/ N ay \\E 2°) De symmetrie-as van de para-
gj >y mwggaﬁs bool loopt evenwijdig aan- en is
g Ve \ ° gellak gericht met de wvector ay
” \ 3°%) De parabool raakt in O aan
\ de resulterende beginsnelheid
~yaus Jres

0

Conclusie: idem als in geval 1.

In elk van de gevallen I, II en III is de resulterende baan van het
massapunt in het XO0Y vlak dus EEN PARABOOL:

In geval I is het massapunt op t = O op weg naar de top van de

parabool;

in geval II is het massapunt op t = O in de top van de paraboolj
in geval III heeft het massapunt op t = O de top van de parabool

reeds gepasseerd,

Neemt een massapunt deel aan EEN EENPARIGE
RECHTLIJNIGE BEWEBGING en aan een daar lood
recht op staande EENPARIG VERANDERLIJKE
RECHTLIJNIGE BEWEGING, dan is DE RESULTEREN
DE RAAN IN HET VIAK DOOR DE BEWEGINGSASSIEN
EEN PARABOOL, die

IN DE OORSPRONG (baanpunt op t = 0) RAAKT
AAN DE RESULTERENDE BEGINSNELHEID, en waar-
van

DE SYMMETRIE-AS EVENWIJDIG LOOPT AAN- EN
GELIJK GERICHT IS MET DE VECTOR VAN DE VER-
SNELLING VAN DZ BENPARIG VERANDERLIJKE BE-
WEGING,

Eindconclusie:

nH
N

Punt 4) De resulterende snelheid in een willekeurig punt van de paraboli-
sche baan.,

Gegeven: In de fig. op blz. 77 stelt de para-
bool de resulterende baan in het XOY-
vlak voor van een massapunt dat in het
X0Y- vlak deelneemt aan een eenparige
bewew1ng langs de X-as met snelheid
VL en eenparig vertraagde bewezing
langs de Y-as met beginsnelheid VoY en
versnellingsvector ay
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+y-os
I e
P
| %
X as 0 - \ +Xas
/ a—;
-Yos
De plaatsfuncties en de snelheidsfuncties in de asrichtingen lui-
den duss
X - richting Y - richting
X, = + [Vl . t meter Yy = +ivaykt-%ﬁayit2 meter
v?: + {V‘X‘ D/sec. vg: + ivoyg - §ay!t B/sec.

Stel, dat het massapunt zich op het tijdstip p sec. in het punt P
van de baan bevindt. ‘

Gevraagd: b)

Gevraagd: c)

op het ©1jdstip bp.
e X _ i m
Oplossing. Ve T !ng /sec.
y - ' y: —_ } H “ it} a

De vector van de resulterende snelheid in het XOY-vlak
op het tijdstip p scc.

- Tes Lo

1s v, de resulterende snelheidsvector op
het ¥ tijdstip p sec., dan 1is volgens de
vectorreckening:

Oplossing.

—— " |
I res !
Y V:y
LD P

7 .
X

IE Tes
- P

— ]
GROOTTE VAN v£0°: =\J(VX)2 + (vg)2 M/sec.

»»»»» o —

DE RICHTING VAN vfess Ts ¢ de hoek die vi°® maakt met
L de POSITIEVE X-as,® dan is
w7
tg ¢ . =_p
Vv

X
Welke hoek maakt de halfraaklijn aan de parabool in ©
nmet de + X-as?
Oplossing. Stel, dat de halfraaklijn in P de hoek b+

maakt met de + X-as, dan leert de analyti-
sche mcetkunde dat:

(47 v vJ
te Q' - (91) - dtin P _ in P - P
at’/in® in P
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Dus @? = é

e
De vector v--o° valt dus LANGS DE HALFRAAKLIJN IN P
aan de parasbool,.

CONCLUSTE,

N OE RESULTERENDE SNELHEID
ot VAN HET MaSSAPUNT IN HET XOY-VIAK

A RAAKT

\“.y&«« 7 °F OP IEDER OGENBLIK
% IN HET RAANPUNT VAN DAT OGENBLIK
b4 4AN DE RBSULTERENDE BaA¥.

e

Gevraagd: d) CONSTRUEER de resultercnde snelheidsvector in een wil-

Tekeurig azn tc wijzen punt van de resulterende baan

als de baan en vy gegeven zijn.

N
N

Ay
e Constructie,
@
; ®
ol +X ®
-y
Conclusies:s

T Tijdens de beweging langs de parabool blijft Dz
X - COMPONENT van de resulterende snelheid in
grootte en richting gelijk aan Vy.

I1 OP WEG NaAAR DE TOP T neemt DE Y-COMPONENT van de

III IN DE TOP T is de Y-COMPONENT van de resultercnde

snelheid NUL.

B P D RESULTERENDE SNELHEID IS IN DE TOP
LOHIIER NTET NU L

ﬁ@ DI RESULTERENDE SNELHSID IN DE TOP“IS
IM GROCTTE FN RICHTING GELIJK AAN ﬁ;.
Dus: !

NB | TTes _ > |

— L Vmop < Vx|

]

IV NA HET PASSEREN VAN DBE TOP neemt DE Y-COMPONZNT
van de resulterende snelheid (lineair) TORE in
- richting.

. Het samenstellen van een EENPARIGE RECHTLIJNIGE BEWIGING en een

TLUNPARIG VEROSNELDE RECHILIJINIGEH BEWEGING ZONDER BiGINSNELHEID,

Punt 1) Het probleen.

We beschouwen nu het geval dat een massapunt in
het vlak van tekening tegelijkertijd deeclneemt
aan cen EENPARIGE RECHTLIJNIGE BEWEGING met

Io en aan een EENPARIG VERSNEL-
DE RECHTLIJHIGE BEJVHEGING met VERSNELLINGSVECTOR
Ko

De hoek ¢ tussen de vectoren Vo en a is wille-
keurig.

We vragen weer naar de resulterende baan,



Punt 2) Stelling., Neemt een massapunt decl aan een EFEVPARIGE RECHTLIJNIGE
BEWEGING met SNELHEIDSVICTOR VB en aan een EENPARIG VIR-
SNELDE RECHTLIJNIGE BEWEGING ZONDIR BEGINSNELHEID met
VERSNELLINGSVECTOR &, dan is de resulterende baan BEN
PARABOOL IN HET VLAK DOOR DE BEWHEGINGSASSEN, die in de
oorsprong RAAKT san de vector vy en waarvan de symmetrie
as evenwijdig loopt aan- en gelijk gericht is met de vec
tor a.

Bewijs. We kiezen de oarsprong van het
coOrdinatenstelsel in O; de ne-
@ gatieve Y-as kiezen we in de
/ richting van .
s / b e ontbinden de beginsnelheid Vg
f* / P in een component LANGS DE Y-as
N\ ! e en een component LOODRECHT OP de
N , e Y-as,
N T We kiezen de positieve X-as in
N/ s de richting van deze tweede com
’ ~F ponent van Vy. We krijgen aldus
Ve de in nevenstaande figuur aange
0 geven situatie.

DE GBGEVEN EENPARIGE BEWEGING _
A langs de 1ijn 0Q met snelheid vg
kan nu opgevat worden ALS DE RE
SULTANTE VAN EEN EENPARIGE BEWE
N\ . GING LANGS DE + X-as MBET SNEL-
AN H5ID v, ZN EEN EFNPARIGE BEWE-

GLIG LANG D5 Y-as MET SNELHEID
vy .

Aldus opgevat, neemt het massapunt in het XO0Y-vlak dus deel aan
DRTE bewegingen, n.l. o
langs de X-as: een eenp. bew. met snelheidsvector vx.

langs de I-as: a) een ecenparige beweging met snelheids-
vector v

b) een eenhparig versnelde beweging zonder
beginsnelheid met versnellingsvector ay

De bewegingen a) en b) langs de YT—as vormen SAMEN echter RIEN
EENPARIG VERANSBERLIJKE RECHILLJNIGE BEWEGING waarvan fg de vector
van de beginsnelheid is en & de vector van de versnelling.

DE RESULTERIENDE BEVEGING VAN HET MASSAPUNT IN HET XOY-VIAK KAN DUS
OFPGEVAT JORUSN ALS HET RESULTAAT VAN DI DEELNAME AAN BEN EFNPARIGE
BEVAGING LANGS DE + X-as MET SNELHEIDSVECTOR v, EN EEN LENPARIG
VERANDERL;JKE BEWEGING TaNGS DE Y-as MET BEGINGSNELHEID vg EN VER-
SNELLING &,

Welaus Volgens § 2 is de RESULTERENDE

*db . BAAN EEN PARABOOL IN HET XOY-
N aad VLAK DIE IN DE OORSPROKG RAAKT
N\ ’ 7 AAN O VECTOR Vo en waarvan DE

UYMNETRIJ*AS EVENWIJDIG LOCPT
AAN- EN GE LIJh GERICHT I3 MET
2% VECTOR F.

qecede

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan een EENPARIGE RECHT-
LIJNIGE BEVEGING MBT SNELHELIDSVECTOR Vo, en aan
cen BENPARIG ViRSNELDE RECHTL. BH VuGING ZONDER BE-
GINSNELHETID MET VERSNELLINGSVECTOR a, dan is de
resulterende baan LEN PARABOOL IN HAET VLAK DOOR

DB BEWBuING SASBIN die IN DE OORSPRONG RALKT aan

......

en gelijk gerieht is met de Vector a. |
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Opmerking. De codrdinaten van de top T zijns:

_ Vx|, |V

X = H

top

vl 2

top = 7oz

Men kan deze codrdinaten dus CONSTRUEREN met behulp van
evenredigheids-constructies,

Punt 3) Mogelijke gevallen.

e — . o)
De hoek 6 tussen Vg en & mag iledere waarde hebben tussen 0° en 180%

e onderscheiden drie gevallen:

& stomp,

¢ recht en § scherp.

Opgave 30, Schets de parabool in elk van deze gevallen,

4 stomp. (L recht, ¢ scherp.
(Vo
/ Vo o
/ 7 .
04 oS S
\ g Lo N
@ ‘
Punt 4) Bijzondere gevallen.
Vraag: Welke baan beschrijft het massapunt als / ¢ = 180° of als
[ & =0°2
Antw. s
. _ NG’ é - O O
L & = 180%. /[ b = .
+yes \ty-us
N N\
\‘\ J—— \‘\
‘*,\: Yo \
T, TN
0".\ 0".\“ -
\ W\, @
o N
\"\a \ Vo
3 \\\
N\-yas \ —yas
V. en a liggen dus op &&n lijnen VZ en a liggen dus op &én lijn

wijzen in tegengestelde richtin-
gen,

Nemen we deze lijn tot T-as met
de richting van & tot negatieve
richting, dan luidt de plaats-
functie:

2

VAR zialtT m.

Aanvankelijk beweegt het m.pt.
dus eecnparig vertraagd in de +Y
richting tot de snelheid nul is
(dit is in T), keert dan om en
beweegt verder ecnparig versncld
in de - ¥ richting.

DE BaAN VAN HET MASSAPUNT BE -
STsAT DUS UIT DE HALFLIJN

T B O i CID

en wijzen in dezelfde richting.
Nemen we deze lijn tot Y-as metv
de richting van & tot negatieve
richting, dan luidt de plaats-
functies

= "Vl T - %§a;t2
Nemen we aan, dat het m.pt. zich
van t - volgens deze plaats-
functie bewogen heeft, dan is
het massapunt VOOR de waarneming
begon eenparig vertraagd van Y =
- o» naar het punt T gegaan, in 1T
omgekeerd en eenparig versneld
van T naar O. Op het ogenblik dat
het massapunt O passeert bexzint

.

de waarneming en beweegt het mas-
isapunt verder eenparig versicld

met beginsnelheid in de - T rich
ting. » }
DE BAAN VAN HET MASSAaPUNT BESTAAT

DUS UIT DB HALFLIJN T -—>0->c?



§ 4.
Punt 1)

Punt 2)

31.

In de gevallen dat [ ¢ = 180° en Le =0°is de parabool van punt?2)
dus "samengeschrompeld" tot EEN HALFLIJN.

Opmerking. Deze bijzondere gevallen zijn ‘erg gewild' in eindexamen-
en procfwerk opgaven!
WANNEER DUS VAN EEN BEWEGEND MASSAPUNT VB EN;g GEGZVEN
NB ZIJN DIENT MEN NAUVKEURIG TE ONDERZOEKEN OF v, en a NIET
LANGS EENZILFDE LIJN GERIbHT ZIJN1ii

DE KOGELBAAN ONDER INVIOED VAN DE ZWAARTEKRACHT ALLEEN.

Het probleem.

We beschouwen nu het geval dat cen
+y s kogel (massapunt) vanaf de grond of
— Py vanuit een punt op enige hoogte boven
v§-~—ﬂ;° de grond onder cen hoek ¢t met de hori-
Jo zon (elevatichoek) met een snelheid
é\f Vo wordt opgeschoten.
VAR . WE VERCNDERSTELLEN DAT ER TIJDENS DE
~Xas Vx +Xas BEWEGING DOOR DE LUCHT OP DE KOGEL
- GEEN ANDERE KRACHT WERKT DAN DE ZWAAR
7 TE KRACHT, DIE (ongeacht het gewicht
van de kogel) AAN D KOGEL EEN VERTI-
CAAL WAAR BENEDEN GERICHTE VERSNEL-
O,Y“S LING GEEFT TER GROOTTE VAN g T/sec?.
S //'/ynodd’ ///

We vragen naar de plaats— en snclheidsfuncties van de kogel in de
horizontale- en de verticalc richbing, naar dec baan van de kogel

door de lucht en naar de rcsulterende snelheidsvector op ecn gege—
ven tijdstip.

De plaats- en snelheidsfuncties in de horizontale- en verticale
rlchtlgg

e kiezen de oorsprong van het coodrdinatenstelsel in het punt van
waaruit de kogel wordt opgeschoten; de verticaal door dat punt kie-
zen we tot Y-as en wel zo, dat &€ gericht is volgens de NEGATIEVE
Y-as,

We ontbinden de vector van de beginsnelheid v, in een horizontale-
en in een verticale component, zodat dus

—»»

¥ o=vY o+ v
Vo = VY o+ vy

De X-as kiezen we langs V en wel zo, dat ;% in de POSITIEVE X-
richting wijst,.

Vraag: Wat valt er te zeggen van de beweging in de X-richting?
Antw.: In de X~ richting werkt er op de kogel GEEN KRACHT:
DE BEWEGING IN DZ X — RICHTING IS DUS EENPARIG.
DE PIAATSFUNCTIE IN DE X - RICHTING luidt dus:

Xt = Vg . €t meter

.. m
Hierin is vV, COoS & /s.

<
"

|
Vraag: Wat valt er te zeggen van de beweging in de Y — richting?

Antw,: In de Y - richging is de boweging EENPARIG VERANDERLIJK met
BEG INSNELHEID v en VERSNEILING g.




DE PIAATSFUNCTIE IN DE Y-RICHTING luidt dans
Y, = vsyt - %igﬁtg meter
MITS

WE VOOR V 03’ INVULLEN:

. m
v37= v, sin 6 T /sec.

waarbij & de hoeck is die de vector v, maakt

o}
net de + X - as. .
Dus. :
Y +y
- ;U:’ !
Wk
0 Vy N =
T °
. Q .
¢ in 17 kwadrant: & in 4° kwadrant:
N A
vy is + v, is

Hoe luiden dus de plaatsfuncties en de snelheidsfuncties 1n

de X-cn Y — richting?

X - richting

Y ~ richting

=v, .t meter | T, = véy. t - %]g|t2 m.
= Vv, B/sec ; véy= vay -

A

st s.

We elimineren de tijd ult de

plaatsfunctie: t =
Dan volgt:
— v
v, - - 1
£ = v Xt Tz

™

Xt
Vx

hmater

Conclusie:

T swm wrwAs!

De resulterende baan van de
kogel is een BERGPARABOOL,
die IN DZ OORSPRONG RAAKT

. AAN DE VECTOR Vg en waarvan

N
<
\.\

R

en gelijk gericht is met de

G
g,/gﬁy/CQOQ/,\\;f% Yx de symmetrie-as // loopt aan-
IS A \
i

N vector g.

Gevraagd: a) De stijgtijd.
Oplossing. Dit is de tijd die de kogel nodig heeft om

van O naar T te gaan.



In de top T is vty= 0
Dus O = vJ-|gl.t

<
v

duss t = 721 sec.
gl

Gevraagd:s b) De cobrdinaten van de top T.
Oplossing. De ko%§1 bereikt de top op het tijdstip

= — SCC.
, 18l
Dus: -
X = 2 J peter
top 181 ,
. VO'.Y . (VO,V>2 (Voy)z
Ytop = Vg eTgr "2 Bl 22 'ggjd .
Gevraagd: c) Dc snelheid in de top.
. . X _
Oplossing. In dc top is Vtop = Vi
Yy =
vtop =0

N.B Conclusie., D¢ snelheid in de top is_in grootte

—_ cn richting gelijk aan vg.

Gevraagd: d) Op welk tijdstip komt de kogel in O' (zie fig.)

Oplossing. In O' is Yt =0

Dus: 0 = vJ .t - Fig .t
0=t(vJ - Figi.t)
t =0 voldoet niet. Dan is de ko-
vy gel in O.
Tt = sec.
ey

We merken op dat de stijgtijd (0—-T) gelijk is aan de
valtijd (T >07)

Gevraagd: e) De X- cobrdinaat van het puat O°.

vy

Oplossing. De kogel is in O' op het tijdstip t= S
Dus: V-
XO’ =2 é;ar meter
De X-codrdinaat van O' is dus het dubbele van
de X- cooOrdinaat van T.
Gevraagd: f) De resulterende snelheid in OFf vy
Oplossing. De kogel is in O' op het tijdstip t = %gks.
{
vé% =v. “/sec.
* ¥
S Y o wd o O _ T oV oY D
, Vor =V T8l o =V =2V ==V /sec.
e . res 2 2 2 2_..2
grootte (viy )2= (v) +(-V87) = v, +(vg) =V,
| s . l.res _ |
Vo % Dus iVOi = VO%

richting tg o= 2 Ve -

i o
o = -
i T tg o dus|f = 360 :
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. Conclusie, In O' hecft de snelheid dus DEZELFDE |

} GROOTTE als in 0; de hoek die de snel

| heidsvector in OF mau%t met de + Xas |
360 . |

is gelijk asn ¢ =

2
: v L]

o ote% we hier niet ult beslui-

dqt Vs = - vo? De snelheid in

schuin naar boven gericht en in OF
benedeni

OF is immers
schuln haar

De stelling van Pythagoras geeft ons allecen dc

Antw, ¢
GZTALLEN WAAREE van een zijde van een drichoek.

Uit (vr°° mogen we dus alleen mgar be-
sluited DAT ‘E BTALLINWAARDE VAN viy™™ GILIJK
IS AAN DE GATALLEN WAARDE VAN v

bus vé?s = Vg

Govrzagd: g) Op welk tijdstip komt de kogel in het punt G (zie fig)
aan’?
Oplossing. De Y- codrdincat van het punt G is ~ (himeten
We moecten t dus oplossen uit de vergelijking:
! = J 1oy 2
~hi=vIt - Figt @
. 2 3
it - vt - hi=
1o o}
Z1ijn tl en t? de wortels van deze vierkants—vergell]j-
king, “dan ig
2 hi ‘ A
tlt2 =- "5 = negatief,
Yo vinden dus als oplossing een positieve- cn cen ne-—
gatieve wortel: De pooltleve wortel geeft het tijdstip
aan waarop de 10501 1i G aankomt; de negatieve wortel
ceft het tijdstip voor de wacrneming aan waarop de
kOFel de lijn y = - lhimeter zou gepasseerd zijn als
deze zich van ecuwigheid volgens vergelijking be-
wogen hed.
Gevraagd: h) De schootsverte (d.i. de X -~ codrd. van G)
Oplossing: ‘e mocten dan de positieve wortel van C)
substitueren in de vergellaqug
Xt =V, . t meter.
Gevraogds i) Met welke snelheid treft de kogel de grond?
Oplossing. De K— conponent van de trefsnelheid is

Vi H/sec,

De Y- component van de trefsnelheid vinden
we door de positieve wortel van () te substitueren in
de snelheidsfunctic in de Y - richting.

J = v _ |zl m
grond Vo T 181 tgrond /sec.
We vinden dung
I LU R 1
grootte =\l 2 y 2 my
N Vop = UV 4 (Vgrond) /sec.,
Varond
2 richting Is ¢ de hock dic v erond maakt met
de + X-as, dan is ©
b Vgrond
S
Vx
NB. V. moct in G RAKFN ann de parabool!

grond



85.

Vraag. Is het mogelijk, dat de kogel de grond lood-
recht treft?

Antw, ¢ HEEL BESLIST NIET! Want de X- comp. van de tref
snelqvld met de PrOQd is altijd in grootte en

Gevraagd: j) Construeer de vector van de resulterende snelheid in
het punt P (zie fig.) van de parabool,

Constructie.

+Y

ad

+ X

-Y

Gevraagd: k) Op welk tijdstip maakt de resulterende snelheidsvector
een hoek van 30° met de + X-as; wanneer een hoek van

BBOO‘?
Oplossing.
¢=30°
VZ % //\}i<// DE?';}' i..)
[ _/,i/ E = -
ANk 2 X3
"
We moeten dus t oplossen We moeten dus t oplossen
uits uits
1 \ IS . 1 =
+2ve\3= v - gt -5v B =v -t

Opmerkingen.

a) Met nadruk wijzen we er op, dat ALLE VRAGEN OVER DE KOGELRAAN,
vragen zijn over het vergelijkingenschemas:

X - richting Y - richting

Xy = Vv, . t meter Y, = Vgrt - %|g|t2 meter
waarbi]j Véy= V, 8in &

V£X= v B/sec. vg'= Vgr - lglt "/sec.

NB, BEGIN DE OPLOSSING VAN EEN SOM OVER DE KOGELBAAN DUS ALTIJD MET DE
OPSTELLING VAN DIT VERGELIJKINGEN SCHEMA.

Y _ . m
b) vy = v, sin &k ~/sec.

d%@wliedere waarde hebben van 0° tot 360°. Met betrekking tot
v zijn er dus drie mogelijkhedens

lo) vgris positief: In de oorsprong O is de kogel dan op weg
naar de top. We kunnen zeggen, dat O dan
op de stijgende tak van de bergparabool
ligt. (zie fig.)

20) vgrz 0 ¢ O ligt dan in de top van de parabool. De
—— snelheid in O is dan VY. (zie figuur)
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30) vdy is negatief: O ligt dan op de dalende tak van de
bergparabool. In bovenstaande figuur
(blz. 85) zou O' dan de oorsprong kun-
nea zijn.

HOOFDSTUK IIT. DE KROMLIJNIGE BECEGING IN LN PIaT VLAK,

§ 1)

§ 2.
Punt 1)

Inleiding.

In hoofdstuk I hebben we de RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN
bestudeerd: we hebben toen gezien dat men de SNEL-
HETDSFUNCTIE vy vindt door de PIAATSFUNCTIE sy te

////ﬁ“7 differentiren naar de tijd, en de VERSNELLINGS -

‘0 ( FUNCTIE ay door de snelheidsfunctie te differenti-

/’ Bren naar de tijd. We hebben er toen echter bij her

haling en met nadruk op gewezen, dat de thecorie van
dat hoofdstuk I alleen geldig was voor EEN RECHT-
LIJNIGE beweging.

In het onderhavige hoofdstuk III beschouwen we het geval dat een

massapunt VOl“OnS cen gegeven plaatsfunctic beweegt 1angs een

V N TH VOREN WILMBKEURIG GaKOZEN, IN BEN PLAT VIAK GELHGEN TKROMIIJ-
NIGE BAAN.

Van de baan veronderstellen we dus:

1 ) dat deze IN BEREN PIAT VIAK ligt. Dit vliak zullen we HET
BEWEGINGSVIAK nocmen. Mecstal kiezen we daarvoor het
vlak van tekening.

20) dat deze KROMLIJNIG is. Hier krijgen we dus te maken met
het (in de opmerkingen van hoofdstuk I aangeduidde) on-
derscheid tussen DE VERPLAATSING LANGS DE BaAN en DE
VERPLAATSING TEN OPZICHTE VAN HET BEWEGINGSVLAK.

30) dat deze WILLOEKEURIG GEKOZEN mag zijn.

In de nu volgende paragrafen gaan we de bewegingsleer van hoofdstuk
I UITBREIDEN voor deze kromlijnige bewegingen: In par, 2 zullen we
Vragcn naar DE SNELHEID dic het massapunt daarbij op ecn gegeven
ogenblik hecft TEN OPZICHTE VAN HET BEWAGINGSVIAK; in par. 3 naar
DE VERSNELLING die het massapunt op ecn gegeven ogenblik heeft TEN
OPZICHTE VAN HET BEWEGINGSVLAK.
Het zal ons daarbij blijken, dat de bewegingsleer van hoofdstuk I
onverkort geldig blijft VOOR D HNELHEID EN DE VERSNELLING TEN OP-
ZICHTE VAN Di BAAN,

DE SWELHFEID t.o.v. HET BEWEGINGSVIAK op ecn bepaald ogenblik.

De plaatsbepaling op de kromlijnige baan,

De plactsbepaling op de kromlijnige baan ge-
schiedt op dezelfde wijze als bij de rechtlij-
nige beweging: We kiezen ccen willekeurig punt
O van de baan tot oorsprong van een codrdina-
tenstelscl dat LANGS DE GEKROMDE BAAN 1ligt.
We geven duldelijk aan in welke richting de
baancoordinaten positicef en in welke richting
deze negatief zijn.

Heeft in ncevenstaande figuur het punt A de
baancodrdinaat + 1 mcter, dan is de baoncodr-
dinaat van B + 4 meter, c¢n de baancodrdinaat
van C - 2 ncter.




Punt 2)

Punt %)

N, B,

a?

In de sommen komt het wvaak voor dat de baan een

e G cirkel is, Het puat met basncodrd. b.v. + 3 meter

~yfz’ _ K\;“‘+ vindt men dan door vanuit O in positieve richting
/ g LaNGS DE CIRKELOMTREK een hooglengtc van 3 meter
b . 7 of te leggen.

Opgave 31. Gegeven., Het punt A& op bovenstzande cirkelomtrek heeft
de baan Eobrdiﬂa&t + 1 meter. De lengte van .
~AB is:ﬁ3 van de cirkelomtrek.

Gevroagd, Wijs de volgende punten aan: B (+ 7 meter);
C(+12 meter); D(+13 meter), E(+15 meter);
F(- 1 meter); G(-11 meter); H(-12 mecter);
K(~15 meter).

De plaatsbepaling IN HET BEVEGINGSVIAK.

N Als de baan in het bewegingsvlak vast ligt, ligt
J ‘/h\\\ dus ook de plesats van ieder baanpunt vast.

A1 Beweegt nu een massapunt volgens een gegeven

/ 0 plaatsfunctie langs de gegeven kromme baan, DAN
¥ BEPAALT DIz PIAATSFUNCTIE OP IEDER OGENBLIK OCK
O PLAATS VAN HET MASSAPUNT 1IN HET BEWEGINGSVLAK.

Het is van wezenlijk belang dat we dit goed inzien, want als we de
snelheid willen bepalen die het massapunt op een gegeven ogenblik
heeft TEN OPZICHTE VAN HET BEWHGINGSVLAK moeten we de beweging niet
zien als een beweging LANGS UE BAAN mear als EEN BEWEGING IN HET
BEVEGINGSVLAK,

DE VERPIAATSING T,0.V, HET BEWAGINGSVLAK in het tijdsinterval van
t—=t + AT sec.

In nevenstaande figuur stelt de kromme 1lijn
de baan van het massapunt IN HET BEWEGINGS-
VLAK voor: Op het tijdstip ¥ sec. bevindt
het massapunt zich in het baanpunt Ay op
het tijdstip t +At sec. in het baanpunt.AtL&t
WE VRAGHEN NU NAAR DE RESULTERINDE VERPLAAT-
SIHNG VAN HoT MASSAPUNT TEN OPZICHTE VAN HET
BEWEGINGSVIAK,

=~ Bij decze vraag moeten we de baanpunten Ay en
e v Ay, dus beschouwen ALS PUNTEN VAN HET BE-
4;—“““"—“>”W+Dt 7 WAGINGSVLAK. De resulterende verplaat-
A SRR sing die het massapunt TEN OPZICHTE VAN HET
/0 S BEWEGLNGSVLAK in het tijdsinterval van
/ t =t +At sec., heeft ondergaan is dus IN

GRCOITE gelijk aan de lengte van DE BAAN-
KOORDE AtAt+At en is GHRICHT van het punt A, naar het Punt Atwth'
Deze resulterende verplaatsing heeft dus EEN GROOTTE en EEN RICH-
TINGs HET IS US EEN VECTOR.

In de toekomst zullen we niet meer spreken van de RESULTERENTE ver-—
plaatsing t.o.v. het bewegingsvlak, maar kortweg van DE verplaat-
sing t.o.v.hbewegingsvlak in een bepaald tijdsinterval.

Definitie. Onder DE VERPLIAATSING T.0.V. HET BEWEGINGSVLAK
vanh een nassapult in het tijdsinterval van
LTt + 4% sec. verstaat men
DE VZCTOR

DI® VANUIT HET RAANPUNT OP HET TIJDSTIP t sec.

GERICHT IS NAAR- EN REIKT Top (dus Ag)
HET BAANPUNT OP HET TIJOSTIP +t +4At sec.

(dus At4—At>

Benaming. Deze vector noemt men DE VERPLAATSINGSVECTOR 1IN HET
TIJDSINTARVAL VAN t =1L+ 41T sec.
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Notatie: De verplaatsingsvector in het tijdsinterval van t-—t+ats.

Dimensie. De grootte van de verplaatsingsvector wordt uit

wordt in de tekst aan»e@vld door het symbool
1

mt o+ AL

[N

&e

edrukt
in meter.

Punt 4) DE GEMIDDELDE SNELHEID T,0.V. HET BEWEGINGSVIAK in een gegeven
tijdsinterval. o B
In nevenstaande figuur is de vector 2k
dus de verplaatsingsvector in het T —t+at
A PR tijdsintcrval van t--t+ At sec.
,iﬂjtht\_\AHﬂb Vraag: Welke snelheid ZOU het massapunt t.0.%
v AR Tiet bewegingsvlale GEHAD HEBBEN als bij deze
’ Evevar s verplaatsingsvector DE BEWEGING IN HET BEWE-

GINGSVIAK EENPARIG il RECHTLIJNIG GEWEEST
WAS?

Antwoord. Dan zou het massapunt in het tijdsinterval van t-t+alb sec.

TANGS DE © %ECHLLAAtAtm\L EENPARIG van het punt A, naar het
punt ht*\t zijn gevaaﬁ.

D& SNELHELDSVECTOR T.0.V HET BEVEGINGIVIAK was dan dus
gericht van.At naar At+At en in

langs de 1ljilhﬁét_rAt
grootte gelijk aan ~Sf /sec.
otellen we deze snelheidsvector voor door V, dan zou dus
Ak
grootte: v = il:%gzgl %/sec.
v _
richting: gelijk gericht met ak
t>t+ AL
Vraag: Welke betekenis heeft de aldus gevonden vector V voor de ge-
ceven kromlijnifge bewesing? AS
. - '+' FANY] ]
Antw.: Bij de rechtlijnige beweging werd het quotient E—%&;ﬁl gede-

finieerd als gemiddelde snelheid voor in het
tijdsinterval van t—1t + At sec.
Zoals we toer hadden opgemerkt was dit eigenlijk DE GEMID-
DELDZ SNELHEID LaNGS DE BAAN in het tijdsinterval van
t—T + at sec., want A5 was de (RESULTERENDE) VERPLAAT_
SING LANGS DE BALAN t-»t+at in het tijdsinterval van
t-->t + At sec,
Nu is in bovenstaande figuur
PLAATSING T,0.V. HET
BEWEGINGSVIAK
in het tijdsinterval van t—=t+ At sec.

ﬁk
DE GEMIDDELDE SNELHEID T.,0.V. HET BEWEGINGSVLAK

ht
van het massapunt in het tijdesinterval van t-—>t+ Al sec.voor.
We zullen deze vector aanduiden door het symbool VEen

Ak
Tt A

de (RZSULTERENDE) VER

De bovengenoemde vector V =(% ELT NU DUS

t"‘"’t ‘*‘/ﬁt
Definitie.
Onder DI GEMIDDELDE SNELHEED T.0.V.
HET BEVEGINGSVLAK IN HET TIJDSINTER-
o VAL VAN t-=t-+4t sec. verstaat men
At//J. N D VECTOR DIE
/TR L __‘._‘\\ AE'FAl: N - OﬁrWE - . . % t+AU m/
5 7 e pyl %W GROOWTE gelijk is aan —zp—— /8.
y E<st+ot A i\ e
Y Frheht s IN RICHTING samenvalt met Ak
) t=tt+at
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Ak
GROOTTE: Vgen, = E:%%§£E m/Sec,

T=t+ AL

-
RICHTING: gelijk gericht met Ak
- t—t + At

Opmerkingen. a)

Men noemt de vector Vgem

R

ook wel kortweg DE Gi-

MIDDELDE SNELHSIDS- t=t+at

VECTOR in het tijdsinterval van t—t + 4t sec,

/'\t‘!’/.\?_ N
- " —a Lb)
- N

At _:7

,I‘._‘._.._;,, . *»\-‘At*—/),t
/ AY
, 0 N

Tot goed begrip van het komende, wijzen we
er met nadruk op, dat, bij verandering van
At, de vector Vgem ZOWEL VAN GROOTTE ALS
VAN RICHTING - 0~U+AC YRRANDERT.

| Voor

iedere waarde van At moeten ;

| DE GROOTTE en §
R . DI RICHTING |
van Vgem OPNIEUW EN AFZONDERLIJK |
t—=t+at bepaald worden. !

|

NELHEID T.0,V, HET BEWEGINGSVLAK op het tijd-

Punt 5) De definitie van DE S

stip T sec.

Definitie,

op het

Onder DE SHELHEID T.0,V. HET BEWEGINGSVLAK

tijdstin t sec. verstaat men
Dy LIMIET

waartoe DE GEMIDDELDT SNILHEIDSVECTOR IN |
HET TIJDSINTERVAL !

t-—t At sec. :
nadert }
als At nadert tot nul. :

Punt 6) THEORETISCHE BEPALING VAN DI LIMIET VAN Ggem

ALS AT NADIERT

TOT NUL.

t>t + At

We moeten nu TWEL LIMIETEN bepalen, n.l.:

lo) DI LIMIET VALK DI GROOLTE VAN %gem

—— ad 1°) DE LINIET VAN

Oplossing.

\
ALY
AL
Cat+byg

t—t-+at
20) DE LIMIET VAN DE RICHTING VAN $éem
‘ Tt + AL
DE GROOTTE VAN Vgem  ALS At —0
t—=t+ AL
Ak
Vgem - _J_U:ig.;_'{_b_ m/sec.
=t +at =
We passen nu een KUNSTGREEP toe:
Ak fANS
v _teb+At teat
zen Ab ' AD -
t-=t+at t-t+at
Ak AS
t=t+at  LT—=t+at m
xS . s /sec.
G-t A At
Hierin is AS = Stﬁmﬁt - St meter,

L—=1T + AT

dus de verplaatsing LANGS Dz BAAN in het tijds
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interval van t-—t+ At sec.
Dus:

AR AD
1lim vgem =~ lim t\':l? -+ AL . t >:UtL At m /S ce.
A—=0 t—t+at  at—0 ‘__{jt AL -
Dus: Ak AD
lim  Vgen = lim %E;Liﬁﬁ . lim Eﬁ;ﬁgéz sec.
A>0 T=t+at A0 7 . A0 7
welnus
lim %%?ﬁiéﬂ = 1. Dit wordt in de wiskunde bewezen.
At -0 Tt 4 AL
FAYS)

. t=t+a6 _ ds _ m Dit is dus dezelfde snelheid

ﬁé%WO N7 =3 = vy /sec. als het massapunt op het tijd

stip © sec. zou gehad hebben
als de baan recht was.

il Conclusie:
i
4 _ ds

s . m
@ | lim  Vgen = = = V_ "/sec.
i A0 ttrat AV T

= ad 2°) DE LIMIET VAN DE RICHTING VAN Vgem  ALS At —0

Oplossing. t-=t + At

Als 4t —-0 nadert het baanpunt At4—At tot het baanpunt Ayt
In de limiet ligt At~¥At tegen het baanpunt A. aan. De half-
lijn AtAt*kAt valt dan langs de raaklijn Ag aan de baan.

1 Conclusies DE LIMIET VAN DE RICHTING VAN Qéem als
i At—= 0 IS DI RICHTING VAN D&/ t—T+at

® 1 HALFRAAKLIJN IN HET BAANPUNT Ay AAN DE GEGE-
1 VEN BAAN van het massapunt in het bewegings-—
H viak,

Concluslie uit

DE LIKIET VAN VECTOR Vgem  ALS
M6 —=0 IS EEN VECTOR tb-+ At
DIE

B ~eam o . - il e
ﬁﬁlwf;ﬁn 17) IN GROOTITE gelijk is aan

y ds - !
S (T 0p het tijdst.t sec: vy, ec
/ Il
L \Aveas 2°) @laarvan DF RICHTING SAMENVALT
MET DE RICHTING VAN Db HALF-
RAAKTIJN IN HOT BAANPUNT Ay
AAN Db GEGEVEN KROMLIJNIGE
BAAN VAN HET MASSAPUNT,

Ltk

Vraag: Wat stelt deze limietvector voor?

Antw.: Volgens de definitie van DI SNELHZID T,0.V. HET BEWEGINGS-
VLAK OF HET TIJDSTIP t sec. stelt bovenstaande limietvector

dus DE SNELHEID T.0.V. HET BEWEGINGSVIAK
voor van het massapunt op het tijdstip © sec.
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Vraag: Wat is in het bovenstaande dus bewezen over DE SNELHEID
T7.0,V, HET BEWEGINGSVIAK van het massapunt op het tijdstip
T sec?

Antw,: TWEE dingen:
' lo) Dat de snelheidsvector t.0.v. het bewegingsvlak op het
tijdstip t sec.
IN HET BAANPUNT Ay
RaAKT AAN
de gegeven kromlijnige Dbaan van het massapunt.

: 20) Dat men DF GROOTTE van deze snelheidsvector moet
i berekenen ALSOF ZE BaAN RECHT WAS,
s dus:

; v, = (& "/sec
t t dtgp het tijdstip t sec. ’

i
il

MNM@EHIM“

BEWEEGT EEN MASSAPUNT ZICH VOLGENS EEN
GEGEVEN PLAATSFUNCTIE IANGS EEN GEGEVEN,
I ZEN PIAT VIAK GELEGZN BAAN, DAN IS
e DE SNELHEID T,0,V. HET BEWEGINGSVLAh
e Op HET TIJDSTIP t SEC.

- DE VECTOR DIE

1°%) IN GROOTTE gelijk is aan

ds m
Ve = (T8 op het tijdst.t sec. /5€C

en

20) IN RICHTING SAMENVALT MET DE HALF-
RAAKLIJN in het baanpunt A4 aan de
gegeven (kromlijnige) baan.

Opmerking. Bovenstasande eindconclusie komt eigenlijk hier op neer,
dat DE SNELHEID die een massapunt op een gegeven ogen-—
blll( heeft LA_I T DE BA_A_N (d ds m/sec ) IDE:NTIE:K ID

MgT DE SNELHEID T.0.V. HET BEIE Y aGavIaK o op dat ogenblik

en omgekeerd.

Bij de behandeling van de kogelbaan hebben we bewezen

(zie Hoofdstuk IT par. 2 punt 4 Db ;g,c) dat DE RESULTAN-
v

TE van de snelheidsvectoren vy en in het baanpunt
behorende bij het tijdstip t sec. AKT AAN de parabool.
Op grond van bovenstaande eindconclusie zijn we er nu
zeker van dat deze resultante DE JERKELIJKE SNELHEID is
die het massapunt heeft op het tijdstip ¥ = p sec.,want
deze resultante is de snelheid t.o.v. het bewegingsvlak
en blijkens bovenstaande conclusie is deze identiek met
de snelheid LANGS DE BAAN.

In de volgende paragr%af zullen we zien, dat DE VERSNEL-
LING IANGS DFE BAAN <u S M/cec?) NIET IDENTTZK IS MET DE
VERSNELLING T.0.,V. hg% BEWEGINGSVLAK.

§ 5. DL VERSNELLING T.0,V, HET BEWEGINGSVLAK op een bepaald tijdstip.

Punt 1) DE SNELHETDSVERANDERING T.0.V. HET BEWEGINGSVIAK in een bepaald
tijdsinterval.

In nevenstaande figuur stelt de kromme l1ijn
een willekeurig gekozen, in het vlak van te-
kening gelegen baan voor.

ile beschouwen het geval dat een massapunt
volgens een gegeven plaatsfunctie langs deze
baan beweegt: Op het tijdstip © sec..bevindt
het massapunt zich in het baanpunt Ay en heeft
dan de ﬂelheld vt, op het tijdstip t+ At sec.
bevindt het massapunt zich in het baanpunt




Ag, oy €0 heeft dan de snelheid Vi, ..

WE VRAGZN NU NsAR DE SNELHEIDSVERANDERING T.0.V. HET BEJEGINGSVIAK
1n het tijdsinterval van ©- =T+ At sec,

De nadruk ligt hier op de toevoeging "T.0,V. HET BiE-
WEGINGSVLAKT, Ve vragen nu dus NIET naar de snelheids
verandering LaNGS DE RAaN, Deze zou zijn

m
Vipnt ™ Vo /sec.

ds ds m
dus (=2) - (=) /sec,
dty . A dt%

Dit verschil geeft ons alleen de snelheidsverandering
IANGS DE BAAN THE GEVOLGE VAN DE SNELHEIDSFUNCTIE LANGS
DE BAANS dit verschil zegt niets over de RICHTINGS VER
ANDERINL DPIs DE SNELHEIDSVECTOR NOG BOVENDIEN T.0.V.
HET BEWEGINGSVLWK CONDERGAAT TEN GEVOIGE VAN JE KROM-
MING VAN D& BaAN.

Dit VeIuChll is dus NIET de gevraagde snelheidsveran—
dering T.0.V. Hol BEWEGLINGOVIAK in het tijdsinterval
van t““tﬂ At sec,

In de definitie van DE SHELHEIDSVERANDERING T.0.V. HET BEVEGINGS-
VIAK IN HET TIJDSINTERVAL VAN t—=t+4+At sec. zal dus zowel de veran-—
dering van de snelheid t.g.v, de snolneldsfunctle als de richtings-
verandering bv.5.v. Q€ Kromming van de baan verdisconteerd moetven
worden. Om tot deze definitie te komen moeten we de shelheidsvecto
ren vt en Vt+at dus niet alleen zien ALS VECTOREN-IANGS-DE-BAAN,
MAAR OCK EN VUORAL ALS VECTORIN-IN-HET-BEWEGINGSVIAK.

Dz VRAAG NAAR DE SNELHEIDSVERANDERING T.0.V. HET BEWEGINGSVIAK IN
HET TIJDSINTERVAL VAN t-—t-+ At SEC. IS DUS SZEN VRAAG NAAR DE VERAN-
JERING T.0.V. HET BEWEGINGSVLAK VAN DB SNELHEIDSVECTOR IN HET TIJZS
INTERVAL VAN t-»t+At SEC,

Vraag. VWellze grootte en richting zou de gsnel-
Lo heidsvector in het baanpunt At ;. At gehad heb—
N ben als de snelheidsvector in het tijdsinter-

/ val van t—=% + AtC sec. 1. T.0.V. V. Hil BEWLGLNGSVIAK

K 5%? GEFEN VERANDERING HAD ONDERGAAN?

; Antwoord., Als er niets verandert blijft alles
/}9 4 hetzeltde: De snelheidsvector in het baanpunt
2" s
A

" had dan DEZELFDE GROOTTE en UBZELFDE RICHTING
; b moeten hebben als de snelheidsvector in het
’ baan D unt A te
' , De in het baanpunt Ayt getekende vector vt
N had daﬂ dus de snelheldsvector in het baanpunt

Vraag. Welke verandering heeft de snelheidsvec
Tor dus T.0,V. HBET BEJEGLNGSVIAK ondergaan in
/ / het tijdsinterval van t-—-t+At sec?

Antwoord.In het tijdsinterval van L =t +21T sec.

i

4/ v vt in de vector Vitint

/ . Vraag. Velke vectoriBle bewerking is er nodig
, N om van de in het baanpunt Ay n getekemde
' Yy vector ¥ Te komen tot de vector Vi, ,+?

’ 1+ 4 Antwoord. e komen vectorléel van de 11 het

.
z’ i 1
;Z,/*g\§\ . NV 0P te LLLMEN zo, dat vector Vt%l;t “de vec
5 émg‘:$zg torsom wordt van de vectoren Vi en AV,

net L | ST o4
; L Duss Jtﬂ_ & =V o+ AV
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Nadere beschouwing van vector AV.

In deze vector Av is zowel de snelheidsverande
ring langs de baan t.g.v. de snelheidsfunctie
als de richtingsverandering t.g.v. de kromming
van de baan verdisconteerd.

Nevenstaande figuur brengt dit in beeld: 1)
eﬂlég zijn twee kromme banen in het vlak van te-
kening die volgens dezelfde plaatsfunctie be-
schreven worden.

Aghtoipt op baan @) is dus gelijk aan AtAt+AE

e

op baan (@, en de grootte van Vgiat op baan (D

is gelijk aan de grootte van Vi,,y 0p baan(@
DB VECTOREN AV ZIJN VOOR DZ BaNEN (D en @
BCHTER NIET GELIJK!

Conclusie. De grootte en de richting van de vector AV worden
bepaald:

1°9) door de snelhcidsfunctie IANGS DE RAAN
20) door de vorn van de baan.

Welnu: Deze vector ¥, die men dus bij de vector ¥{ moet OPTELLEN
om de vector vy, 4 tobt vectorsom te krijgen, noemt men DB
SNELHETDSVERANDERING T.0.V, HET BEWEGINGSVILAK IN HET TIJDS-
INTERVAL VAN t-»t -+ At sec.

DEFINITIE, Onder DE SNELHEIDSVERANDERING T,0,V. HET BEIEGINGS
: VLaK IN BEN BEPAALD TIJDSINTERVAL verstaat men
i DE VECTOR
DIT MEN BIJ DE SNILHEIDSVECTOR AAN HET BEGIN VAN
HET TIJDSINTERVAL
r MOET OPTELLEN
g OM DB SNELHEIDSVECTOR sAN HET EINDZ VAN HET T1JDS
! THTERVAL
| TOT SOMVECTOR TE KRIJGEN.

het symbool —
bt + Ab

De constructie van ¥

t—=t + AL ) O> a , ‘
, s epaal de baanpunten Ay en Agy o
prg A 2°) Bepaal in deze baanpunten de snel
A N heidsvectoren Vi resp. Vi x-
X Deze raken in de baanpunten aan
y ’/ o At*/).!?r;%:‘\: :‘.ME %r?-t Ot de baaﬂ ¢
Ayf Py 3°) Construeer in het baanpunt A oAb
/ R de vector Vi gelijk, evenwijdig
/ SN aan- en gelijk gericht met de
X snelheidsvector Ay.
i+t

NB. 1! 4°) CONSTRUZER HET VICTOR-PARALLELO-
| GRAM MET:

i I) DB IN Ag,at AANGRIJPENDE VEC
NB. 1| TOR vi TOT ZIJDE, en

| II) DE VZCTOR Vyypt TOT DIAGONAAL.

5% DE DERDE VECTOR VAN DIT VICTOR-
NB. PARALLELOGRAN IS DAN DE GEVRAAGDE
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Conclusie.

In de figuur op blz. 93 is
vector AV
tost 4 A

Dit SNELHEIDSVERANDERING T.0.V, HET BEWEGINGS-
VIAK IN HET TIJDSINTZRVAL VAN t-=t -+ At sec.

want: . . i
v + __‘;V = if N
E t—=t 4+ AL T+ At
!
Opmerkingen: a) . . ww
Ve + oV = V .
t b oot 4 A o A

Uit deze vergelijking volgt:

A =V, . -V
bty ap oAt b

;
|
|
[
!
|

i

We kunnen de snelheidsverandering t.o.v., het bewe-
gingsvlak dus ook definiéren ALS HET VECTORVIERSCHIL:

Ve at T Vg
-/’. ,'\\

Snelh. “VECTOR  Snelh. Vector
aan het FINDE aan het BEGIN
v.h. tijdsinterval v.h. tijdsinterval

b) Als DE BAAN RZCHT is kan de bepaling van de vector

AV herleid worden TOT HEN ALGEBRATSCH PRO -
t =t + At BLEEM (zie blz. 31, punt 3)
c) Wij hebben de vector AV genoemd DE SNELHEIDS-

VERANDERING T.0.V.,/ t—=t+at
HET BEWEGINGSVLLK IN HET TIJDSINTERVAL VAN t~t+)U sec

i In de eindexamenopgaven wordt de vector Av

. kortweg genocmd: t-=t+ AT
- DE SNELHETIDSVERANDERING IN HET TIJDSINTERVAL VAN
Lttt + AL sec.

' Als dus in een eindexamenopgave gesproken wordt over
- DE SNELHETIDSVERANDERING IN EIN TIJDSINTERVAL, wordt
' daar ALTIJID nce bedoeld: DE SNELHEI DSVERANDZRING

» 1.0.V. HET BEJEGINGSVLAK IN DAT TIJDSINTERVAL, dus

. de VECTOR AV
T—t+ AT

Opgave 32,
/w££MM»;»» Gegeven: Fen massapunt doorloopt de om-
e o xi"" trek van de in nevenstaande figuur gete-
AT N kende cirkel EENPARIG met snclheid v Dsec.
?;/ A Gevraagd: Construeer de vector AV
i voor elk van de volgende t—=t+ At
! _ Al tijdsintervallen:
Até ‘l a) 0 —=1, sec.
\ L b) 0 —=1%, sec.
N . c) O —=T, sec.
\ : A . .// V ) 3
IR S d) b=t sec.
Opmerking:

Uit bovcenstaande constructies blijkt duidelijk, dat er
OOK BIJ DE ZENPARIGE BEWEGING EEN SNELHETDSVERANDERING
7.0.V. HAT BEWEGINGSVILAK KAN OPTREDEN, n.l. ALS DE BAAN
GEKRCLD IS.



95.

Vraag: Bij welke beweging treedt er GEEN SNELHEIDSVERANDERING OP?

Antw,s Wil er geen snelheidsverandering optreden, dan moet de bewe-
ging aan TWEE VOORWAARDEN voldoen:

1°) DE BAsN MOET RECHT ZIJN
2°) DB BEWEGING MOET EINPARIG ZIJN.

' CONCLUSIE: DE HEENPARIGE RECHTLIJWIGE BEWEGING IS
| D ENIGE BEWEGING

WAARBIJ GEEN SNELHEIDSVERANDERING OP-
TREEDT.

Punt 2) DB GEMIDDELDE VERSNZILLING T.0,.V. HET BEWBGINGSVIAK IN ELN BEPAALD

TTJDSINTERVAL.
PDefinitie,
Onder de GEMIDDELDE VERSNBELLING
T.0.V., HET BaWEGINGSVIAK IN HET
A TIIDSINTERVAL VAN t-—-t + At sec.
Pre o verstaat men

A LDE VECTOR DIE
HAQ\Q | - )
—_ LN s IN GROOTIE gelijk is aan HET «UO-
M ﬁwmﬁ NV at TIENT:
Esta-nb J e
Vo DE GROOTTE VAN  av
VAv t-—-=t+AT m
= en
et +At L\t Secg
IN RICHTING samenvalt met de rich
ting van Av
t—t+ At

Notatie. De gemiddelde versnelling t.o.v. het bewegingsvlak in het
tijdsinterval van t—t+24%t sec. wordt aangeduid door het
symbool .
8gem
£t + A
Dus: ;
NG g ‘ —
= t—=C+At | | . m |
Age ——— 1 | grootte in ——— |
t%ﬁ%ﬂnAt o5 | § & sec

Punt %) DE VERSNELLING T.0.V. HET BEJEGINGSVIAK OP EEN BEPAALD TIJDSTIP.

Onder DE VERGNELLING T,0,V. HET BEVEIGINGSVLAK
OP HET TIJDSTIP t sec. verstaat men

DE LTHIET |

waartoe DE VECTOR VAN DE GEMIDDELDE VERSNEI~ |

LING T.0,V, HET BEIEGINGSVIAK genomen over het |

tijdsinterval van t--t -+ At sec. i

nadert, als '

At nadert tot NUL.

Definitie.

Notatie. De versnelling t.o.v. het bewegingsvlak op het tijdstip
t sec. wordt aangeduid door het symbool

&g
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$ 4.

Punt 1)

96.

At—0 t—>t+AL  AE—>0 |

Dus: |
- tz;t—rat ’ | m ]
ay = lim  3gen = lim 1 igrootte in oo? |

BiJ het bepalen van de vector'g% moet men dus TWEE LIMIETEN bepalen,
Bele 719) De LIMIET VAN DE GROOTTE van Szem

i! t—=t-+At

§ 20) De LIMIET VAN DE RICHTING van §§ém

- £t + At

In zijn algemeenheid is dit probleem voor ons onoplosbaar: wij kun-
nen deze limieten slechts bepalen voor BIJZONDERE GEVALLEN, n.l.

2
1°) ALS DE Ruall RECHT IS. Dan is at = %E% m/sece

2°) BIJ DE EENPARIGE CIRKELVORMIGE BEWEGING.
3°) Bij de KOGELBAAN.

DE EENPARIGE CIRKELVORMIGE BEWDGING.

De snelheid langs de baan en de hoeksnelheid.

o g We beschouwen nu de beweging van een massa-
N punt dat de omtrek van een cirkel EENPARIG
’ N doorloont, d.w.z. in gelijke tijdsdelen bo-
Ay gen van gelijke lengten aflegt. De plaats-—
/ LT A functie van het massapunt langs de cirkel-
’ ™ ) omtrek is dus een lineaire functic van de
/ tijd.

/ De snelheid van het massapunt is op ieder
— 7 ogenblik gericht langs de halfrasklijn in
"""" het momentele baanpunt aan de cirkel:

DE SNELHEIDSVECTOR VERANDERT T.0.V, HET BEJEGINGSVLAK DUS VOORTDU-—
REND VAN RICHDING; OMDAT Ui BEWEGLIEG BEENPARIG IS VERANDERT D SNEL-
HELIDSVECTOR ECHTER NIHET VAN GROOTTE,

Gegeven: De straal van de cirkel is R meter; de omloopstijd (d.i.
de Tijd dic het massapunt nodig heeft om de cirkelomtrek
te doorlopen) is T sec,

Gevraagd: a) Hoe groot is de snelheid langs de baan?

Oplossing: De omtrek van de cirkel is 27TR meter. Deze wordt in
T sec. Gén keer eenparig doorlopen.

omtrek o _2TR m
Dus v = Sesoostiga = —1 /sec-
| _ i
i 22 m |
Dus Vo= = /sec. | )

Opmerking. Deze snclheid langs de baan noemt men ook
wel de LINEAIRE SNELHEID.

Gevraagd: b) Stel, dat het massapunt zich ten tijde t = O in het
punt O van de cirkelomtrek bevindt, bepaal dan

TR
= —TT*‘t meter.

0~ de baancodrdinaat langs de cirkelomtrek op het
//"(‘\\:\At tijdstip t sec.
/ I NN )
/ i N Antwoord. s, = vt meter.
.’\ L i \)
M T N
\ -~ dus >
\ A Sy =
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Gevraagd: ¢) Bepaal het aantsl RADIAIEN van de middelpuntshoek A+

die DE VOERSTRAAL (4.1, de straal van de cirkel die
vanult het middelpunt M wijst naar de MOMENTELE PLAATS
van het massapunt op de cirkelomtrek) heeft beschreven
in het tijdsinterval van O =1 scc.

Oplossing: , 27TRt R
_n At _ 5t _ m - 21 ~ .
i = 5 = 5 =—§ = = .t radialen
Duss
oy = 2 rea. | @
! _t. - )I] ° ad. i >

|

el

Gevraagd: d) Wat stelt de factor %# in de vergelijking (@ voor?

Antwoord. Uit vergelijking (] volgt, dat de middel-
puntshoek @+ cen LINFAIRE functie is van de tijd: De
middelpuntshoek neemt dus EENPARIG TOX en wel MET %%?
rad. PER SECONDE,

o

De factor oF in de vergelijking (1) stelt dus DE TOE-

NAME VAN DE" MIDDELPUNTSHOEK (uitgedrukt in radialen)

PER SECONDE voor.

Yelnu: DEZE TORENAME PER SECONDE van de middelpuntshock
nocnt men DE HODKSNELHEID van het massapunt.

Definitie. Onder DE HOEKSNELHEID van een massapunt dat de

omtrek van ecn cirkel eenparig doorloopt ver- i

staat men . pyp pOEAME PER SECONDE |
van de door de voerstraal beschreven MIDDEL -
PUNTSHOEK,

Notatie. De hocksnelheid wordt aangeduid door de grickse letter

omega
i . X R v o« rad.
De dimensic van de hocksnhelheid is Soc

Conclusie. Doorloopt een massapunt de omtrek van cen cirkel

ecnparig met omloopstijd T sec., dan heeft het
massapunt de HOEKSNELHEID

27  rad
L) = -
T SEC, C@

Gevraagd:

e) Welk verband bestaat er dus tussen a en o ?

Gevraagd:

Antwoord.

| i
2 Ay = w .t rad. | @9

) Welk verband bestaat er tussen de lineaire snelheid

voen w?

. T 7
Oplossing. . _ 2{$h = Zéﬁ,R =w,R "/sec.
Dus:

©)

| m
v = W.,R /sec.,




[
Qe

Opmerkingen. @) De vergelijkingen Q@ +/m C@ moeten onvoorwaarde-
1ijkk van buiten gekend worden.

R) Dat de voerstraal in ieder tijdsinterval van &én
seconde ecn midéelpuntshoek van ¢’rad1a1en be -
schrijft, kunnen we ook aldus inzien:

In T sec, beschrijft de voerstraal een hoek van
2T rad,. 272-»
Dus in één scconde een hoeck van 5 rad.
¥) Vergelijking (@) luidt:
Ay = 2‘7J t rad.

Door differentiéren vinden we:
dat _ 27 rad.

at - T sec.

Dus: ; é
Lo = 92 rad.
§ - dt sec.

1]

Punt 2) De snclheidsVERANDERING (T.0.V. HET BEVEGINGSVIAK) in ecn bepaald
tijdsinterval bigj de eenparige cirkelvormige beweging.,

.......

evenwijdig

Gegeven: Een massapunt voert ccn EENPARIGE BEWEGING uit langs de
omtrek van de in bovenstaande figuur getekende cirkel waar-
van de straal R meter is.

Op het tijdstip t sec. bevindb het massapunt zich in het
baanpunt A+ en is de snelheidsvector f%, op het tijdstip
t*—‘t sec. bevindt het massapunt zich in het baanpunt
en is de snclheidsvector Vt At —
dd% de beweging ocnpa¢1g is, 1is ae grootte van v, GELIJK

aaD de grootte van Vi ate

Gevraagd: a) Construcer dec SNELHEIDSVERANZERING (T.0.V. HET BEWE-
GINGSVIsK) In het tijdsinterval van t—=t+ AT sec.

Constructie. Zie figuur; velg de nummers.
AV is de gevraagde sneclheidsveran-
t—=1t-+ At dering in het tijdsinterval
t-=1t+ At sec.

Opmerking. De ervaring leert, dat het niet ovérbodig

1s om er nogmaals op te wijizen, dat er ook bij een cen-
parige cirkelbeweglng een snelheidsverandering T.0.V.
HET BEWEGINGSVLAK optreedt!

Gevraagd: b)
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Gevraagd: b) DE GROOTIE van vector AV ALS FUNCTIE VAN v, R
en Ak (zie fig.) t=t+ AL

Oplossing. De gearcecerde driehoeken in bovenstaande
figuur zijn gelijkvormig volgens het geval (ZHZ), want
het zijn twee gelijkbenige » » met gelijke tophoeken.

Dus: »v c Ak =v e R

Dus:

i . m
N

Opmerking: De groottc van Ak kunnen we berekcnen met
behulp van de cosinus-rcgel;
/A =wW. At rad.

Gevraagd: c) De RICHTING van vector AV
t—=Tt+ AL

Oplossing. In voorgaande figuur zijn de met ecn x ge-
merkte hoeken aan elkeaar gelijk.
Dus / BN = 2./ x%
Daar bij twee evenwijdige lijnen gesneden door cen der
de de overeenkomstige hoeken gelijk zijn, volgt

L BN =/[% + /[ o
Dus: L ¥+ /0 =2./ %
Dus: /[ o=/ %

t+at

De halflijn A A, . 1s dus bissectrige van [ A~
en staat dug looérecht op de lijn () en dus ook lood
recht op AV

t-=t+ AT

Dus:

= 1 de baankoorde AA, ¢

N

De vector AV is de SNEL-
i t =t -+ AL '

; pevenw. HETIDS VERANDERING (T.0.V, HET

o BEWEGINGSVIAK) in het tijdsin-

terval van t -t + AT sec.

X — GROOTTE  av =2 2k "/sec.
: AV T festeat O
t—=t+ A0 < i =
RICHTING AV | baankoorde
b+ AL Aghy At

Opmerking. Uit bovenstaande figuur volgt, dat de 1lijn AJG t'At
DE DRAGER is wvan de vector gv
t =t + At
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Punt 3) DE GEMIDDELDE VERSNELLING (T.0.V. HET BEWEGINGSVIAK) IN HET TIJDu-
INTERVAL VAN t—t—+ AT sec. D1j een eenparige cirkelvormige beweging.

| GROOTTE  agem = Ak M2
N | Tt + ot -~

85en E:Q%L_E J

Tt at RICHTING 3gem is GELIJK GERICHT met &
t—=t -+ At t1w$
dus:
agen . baankoorde AL
ooty A de Aghpy it

Punt 4) DE VERSNELLING (T.0.V. HET BEJEGINGSVIAK) OP HET TIJDSTIP t sec.
bij de eenparige cirkelvormige beweging

N
e . t—t+ At
a, = linm —_— Grootte in ——”Q
v _‘% -=0 AL sec

e moeten dus TWES LIMIETEN bepalen:

lo) DE LIMIET V.D. GROOTTE van 29) DE LIMIET V.D. RICHTING van

P | e
t—=t+ st T—t+ 2t
Oplossing. at AT
A%
at =~ 1j_m . t ‘A-N:‘_'-E_-_QA ’At /‘,f"’ "\
At —> o | ggf ‘
= lim v, Ak j /
st—o BT aE | 5
N E \\\
=5 . lim . &5 E \
R .\t 0 ,i;:t ( \\
TR 1113111\ o *oas /\t
=Y : Lk - a85-dy
R ® %éé%o *oas C %%%mo * At | 8gen staat loodrecht op de
= av R R N baankoorde AtAtk A
Welnus ; VOOR IEDERE WAARDE VAN At.
lim ig = 1 (zie wiskunde) | Als dus At—o0 blijft &gem
At -=0 ° : . loodrecht staan op t~wt»+2¢
lim A8 o 1in  YeAE o i de bijbehorende baankoordeAtAt+&t
oo ST TE At T { Welnus Als At -0 nadert de half-
e 20 ! Iijn Apay o tot de halfraak-
Dus: v 2 o } lijn id ~-““het baanpunt Ay
ay =g+l .v=xm /sec?2, % aan de cirkel,
Conclusie. Z Conclusie.
2 L § . &5 1 de halfraaklijn ia het
L ap T g Y/sece | o baanpunt 4, en is naar
| ! | M TOE geridht.
Opmerkingen.

@) Het rechter-1id van boven-
staande vergelijking is geen
functie van de tijd: a, heeft
dus op ieder ogenblik aezclf—
de waarde.
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ﬁ) ay is de vierde evenredige van
R, ven v.
We kunnen c dus CONSTRUEREN
met behulp van een evenredig-
heids constructie.

Gevraagdz a
Constructic:

R w
;}\\\1/ ,
(’,\\:\.\\\\\ ,/;
‘;/’\\\ ’,\‘\\k
ég i ™
CONCLUSILE,
NB | Doorloopt een massapunt de omtrek
— van een cirkel met straal R meter
v J/WW”r“FKT””’J TENPARIG met snelheid v ~/sec,dan
AT N heeft het massapunt op ieder ogen
L/ blik T.0.V, HET BEWEGINGSVIAK een
NB ¥ @ET 5\ NAAR HZET MIDDELPUNT VAN DE CIRKIL
T \ TOE gerichte VERSNELLING waarvan
e DE GROOITE gelijk is aan
i " a0
N . | ) L‘—,ﬂ 2
NB a N a =g "/scct.
—;\\\\ ___; P / ;/_*
.U{.:_ L = ! v

NB Deze formule moet onvoorwaardelijk “van buiten’ gekend worden.

Opmerkingen.,

#) De versnelling a staat dus op ieder ogenblik LOODRECHT OP DE MO-
MENTELE SNELHEIDSVECTOR., De versnelling heeft dus GEEN INVLOED
OF DE GROOTTE VAN DE SNELHEID TANGS DE BAAN, MAAR WEL OP DE
RICHTING VAN DE MOMENTELL SNELHEIDSVECTOR IN HET BEWEGINGSVLAK:
deze versanelling doct het massapunt de cirkelomtrek doorlopen.
DEZE VERSNELLING HEET: DZ CENTRIPETALE VERSNELLING,

fs) Deze centripetale versnelling wordt veroorzaakt door EFN VAN
BUITENAF OP HET MASSAPUNT WERKENDZ KRACHT, die het massapunt
dwingt om OP D& CIRKELOMTRIK TE BLIJVEN.

DEZE KRACHT NOEMT MEN DE CENTRIPETALE KRACHT,

§ 5. DE VERSNELLING (T.0.V. HET BEWEGINGSVIAK) OP EiN BEPAALD TIJDSTIP
B1J DE KOGELBAAN.

Punt 1) DE SNELHEL SSVERANDERING (T7.0,V, HET BEWEGINGSVIAK) in het tijdsin-
terval van t—t+ At secc.

Henric van Veldeke College
Maastricht.
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Punt 1) DE SNEILHEIDSVERANDERING (T.0,V. HET BEWEGINGSVIAK) in het tijds-—
interval van t-—1t -+ AL sec.

Nevenstaande parabool is de baan
van cen kogel die met een begln-
snelheid vIe€S onder een / ¢ met
de horizon vanuit het punt O

7 wordt op zeschoten.
ol Het schema van de bewegings— ¢n
Qﬁigﬁﬁ%% snelheids vergelijkingen is duss
N X-richting {-richting
N
3 +Xws
: B = | ! } J ! - !
@ = Xt‘%vxi‘t m. Yt ‘ O't ,gyt Me
. ' " m
AV v v B J= 4k’ - it ™/sec.
Eat et o= Vx| /seCcivi=+ivy] it/
-y«

Stel, dat de kogel zich op het tijdstip t sec. in het baanpunt At
bevindt en op het tijdstip t+ AT sec. in het baanpunt At AL

Gevraagd: a) Construecer de snelheidsvectoren Vt en Vt4-At

Constructie: De snclheidsvectoren vt en v raken
in de baanpuntcn A, TCSD. At A4 aan de para%ool en
hebben zo'n grootten dat hun A—componcnten dezelfde
grootte hebben als de X-component van vres, dus gelijk
zijn aan vy (Zie ook blz. 78, vraag d?

Gevraagd: b) Construecr gg vector AV =
t—=t+ At

t+nt T Ve
Constructie: zic fig.

Gevraagd: ¢) Wat valt er te zeggen over de rlchtlng van v .

Antwoord: Omdat de vectoren v, en Vt~%dt deJeTFRAT
X-component hebben, mocten de puntcn..—-B, C en D op
EEN rcechte 1lijn BD ligzen DIE LOODRWCHT STAAT OF DE
X-as.
Daar de vector AV evenwijdig loopt aan de rich-
=t AL _
ting B —=D volgt, dat de vector AV :
t =t + AL
1°) loodrccht staat op de X-as en
2 ) naar bcneden gericht is.
Conclusie: Vector AV loopt evenwijdig

t—=t + AL
aan—- en is gelijk gericht met de NEGATIEVE
Y-as en loopt dus ook evenwijdig aan- en is
gelijk gericht met de symmetrie-as van de

parabool.
Gevraagd: 4) Waar is vector Av dus aan gelijk?
Antwoord: Pt
NG =BD =58 + (D = - vg ; Vz+,¢
t ..... S t -+ {_&t [AN
Dus: o .
T N v
NG = v - v
£t 4 AL T+ AT t
Conclusie: Vector v is de verschil-

vector VAN DE Y-COMPONWENTEN van de snelheids
vectoren op de tijdstippen t+ At en t sec.

i
i
!
| Tt O
|
i
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Gevraagd: e) Daar deze Y-componenten op &én lijn liggen kununen we
dit vectorverschil herleiden tot een algebraisch pro-

blcemn.
Waar is de ALGUBRATSCHE WAARDE van v . ., a2n gelijk?
Aantwoord. . :m
LV = V%J“At - v% /sec.
>t At o
Welnus
‘ ! - : - ] m
VZ’:;C = + !VZ) - £ =+ 'VZ - 8 t - lglat /S@C.
J - y! Lo
Vi = +'VO -gt
Vzﬁ—ht - vz = = - |g] at “/sec.
Dus
@ nv = - g ot "/sec. |
§ t->t+ Ot |
i |
Het - teken geceft aan, dat av cvenwijdig loopt

aan- en gelijk 9\rlcht is tT-=t+A4t
met de - Y-as, dus dezelfdec richting heeft als g. .

( Punt 2) De GEMIDDELDE VERSNELLING (7,0,V., HET BEWEGINGSVIAK) in het tijds-
interval van t—1+ ~T scc.

Egen = tztrat grootte in "/sec?

t _‘}t"" xé\t
Uit punt 1), vraag e) volgt nu:

. grootte Aagen = ag&ft = gl "/sec?

agem t=t+ at =

richting cvenwijdig aan- en gelijk gericht
met de vector g.

Punt 3) DE VERSNELLING (T7.0.V. HET BEJEGINGSVIAK) OP HET TIJDSTIP t sec.
“§£ = 1lim  dgen grootte in /sec?
St b=t AT

Uit punt 2 volgt: rroobto a, = | m/sec2
& . g heeft dus op ieder ogenblik de
t | wdarde |g .

richting cvenwijdig aan- en gelijk gcricht
net de vector van de valversnelling

...... B

Hieruit volgt, dat at E g

CONCLUSIE., Bij het beschrlgvcp van dc¢ kogelbaan is de
VERSNELLING (T.0.V. H&T BEWEGINGSVIAK) OP
IEDER OGLNBLIK IN GROOTTE EN RICHTING GI-
LIJK AAN DE VALVERSNELLING.

Opmerkingen. o) Bij de kogelbaan tresdt dus geen andere versnelling
op dan de valversnclling.
Dit is achtceraf beschouwd ook vanzelfsprckend: Hen
versnclling wordt immers altijd veroorzaakt door
een kracht en tijdens het beschrijven van de kogel-
baan werkt op de kogel slechts BEEN kracht n.l. de
zwaartekracht,




§ 6.

Punt 1)

Punt 2)
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R) Bij de op blz. 79 besproken parabolische baan is
dé¢ versnelling t.o.v. het bewegingsvlak op ieder
ogenblik evenwljdig aan- en gelijk gcrlcht met de
VCTSlellﬂ svector a.

DE VERSNELLING (T.0.V. HET BEWEGINGSVLAK) OP EEN BEPaALD TIJDSTIP
bij een WILLEKEURIGE RROMLIJNIGY B, BGING.

De begrippen NORMALE- en TANGENTIELE VERSNSLLING.

In nevcnstaande figuur stelt de krom_
me 1ijn een willckcurig gekozen baan
in het vlak van tekening voor dic door
cen massapunt doorlopen wordt volgens
ecn willekeurig gekozen plaatsfunctiec.
Op het tijdstip t sec. bevindt het mas-
sapunt zich in het baanpunt Ay.

Stel, dat de versnelling t.o.v. het
bcwoglngsvlﬂﬁ op dat tijdstip wordt
voorgesteld door de vector ay. Bij de
cenparige cirkclvormige beweging stond
dezc vector at op icder ogenblik lood-
rceccht op de bd&n, bij een beweging mct willekeurige plaatsfunctie
zal de vector ay NIET op ieder ogenblik loodrecht staan op de baan
(zie b.v. de kogelbaan)

JL GAAN NU VECTOR at ONWBINDmN Iﬂ TWE E COMPONENTEN en wel in EEN

OMPOVJQ IANGS ““’RT%MAL I\T ”‘BAANHHM?AC LOODRECHT OP DB Hhﬂq

Benaming. De component LANGS Di RAAKLIJN noemt men DE TANGENTIFLE
VERSNELLING CP HET TIJDSTIP t sec. Deze wordt aangeduid
door het symbool ';EEng

t

De component IANGS DI NORMAAL noemt men DE NORMALE VER-
SNELLING OP HET TIJDSTIP t sec. Deze wordt aangeduid

door het symbool an%rm.
Dus:

De natuurkundige betekenis van d¢ normale-— en de tangentille ver-
snelllng.

De versnelling t.o.v. het bewegingsvlak is dus op ieder ogenblik de
somvector van de momentele tangentiBle versnelling en de momentele
normale versnelling.

In de hogere mechanica wordt bewezen, dat deze versnellingen ieder
een eilgen rol spelen bij de beweging van het massapunt langs de
gegeven kromme baan volgens de gegeven plaatsfunctie.

a) De rol v.d. tang.versnelling. |D) De rol v.d. norm.versnelling.

De tangentiBle versnelling De normale versnelling zorgt
zorgt voor DE VERANDERING VAN er voor, DAT HET MASSAPUNT DE
DE GROOTTE VAN DE LINEAIRD GEGEVEN KROMME BAAN VOLGT.
SNELHETD, dus voor DE SNEL- De normale versnelling wordt
heldsverunderlng TANNGS DE BAA, altijd veroorzaakt door een
In de hogere mechanica wordt UITWENDIGE DRUKKRACHT.
bewezen, dat In de hogere mechanica wordt
Vi =V bewezen, dat de normale ver-
agangz lim t*”{t tII}'sec2 snelliné gelijk is aan
A th
ANG—=0 A
Mol oW - | ot Vt2 0 .
PV . : L ar T = em— /sece
agaﬂg= 1im t,t\kmt %’Secg | | t Rt ?
AT -0 - ; k -1
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dus: Hierin is v de lineaire snel-
- - I heid op het tijdstip t sec.en
| tan dv i®s 1 5 | ' Ry de straal van de cirkel die
at = = M/sec? | op het tijdstip t sec. “het
! at ! best past bij de kromming van
: - et | de baan',
" In de hogere mechanica heeft
E;Conclusie. fen vindt de tangen men ecn formule om Rt Te be-
:‘tiéle versnelling als functie rekenen.,
iivan de tijd, door de snelheids &) Is de baan een cirkel, dan
functle te dlfferentlaren naar ! is Rt de straal van deze
' Je tijd. | cirkel,
BeVeg -5t7 8t3+5t -t meter . P Is de baan een rechte 1lijn,
_55t ©_on+2.10b-1 ™sec. | dan is Ry "oneindig groot".

; norm_
gaﬂg-210t5 486410 sec? In dit geval is dus ay =0

Hieruit trekken we twee concl.:

NB, Een EENPARIGE BREWEGING, onver 10) Ten RECHTLIJNIGE BEWEGING
schillig of deze recht- of heeft NOOIT een NORMALZ
kromlijnig is HEEFT NOOIT EEN VERSNELLING.

A T h FROENT
TANGENTIELE VERSNELLING. 29Y Bij een RECHTLIJNIGE BEWE

GING is de tangentiiBle
vershelling tevens DE ver
‘ snelling (t.o.v. het be-

| wegingsvlak).

Op blz. 40 hebben we er dus
terecht op gewezen dat de daar
behandelde theorie over de ver
: snelling alleen geldig was

! voor de rechtlijnige beweging.

CONCLUSIH, e
P n
’?5/“”3c agang = %%g /sec?.
¢
a%orm = 5 m/sec2.

N A z
grootte: a, =\/(a§aﬁg)2 + (a%orm>2 M/sec?.

CE norm
N : ato
% | richting: tg &y = —Tang
o

% 7. Ben betere definitie van de cenparig veranderlijke beweging.

% Definitie. Zen beweging heet cenparig veranderlijk als de E
§ TANGENTITLE VERSNLLLING CONSTANT IS, 2

|

De plaatsfunctie is DAN en SLECHTS DAN een veelterm van de twoeede
graad. DE VORM VAN D& BAAN DOET DAARBIJ NIETS TER ZAKE,
Opgave 3%3%. Gegevens St = vyt o+ 1ate meter.

Gevroagd: 1 ) ﬁt stelt deze vergelijking wvoor?

bl i o il
Antwoord: de plaatsfunctie van een eenpa-
rig veranderlijke beweging.

20) Zegt deze vergeliljking iets over DE VORM
van de baan?

Antwoora: NIETS.

-‘v{‘_g{,, o
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3°) Viat stelt a voor als de baan RECHT is?

Antwoord: a stelt in deze plaatsfunctiec
ATTIJD de TANGENTIFLE VERSNEL-
LING voor: als de baan RECHT is,
is a tevens D3 versnelling (t.o.
v. het bew, vliak)

4°) wat stelt a voor als de baan krom is?

Antwoord: Dan is a alleen maar DE TANGEN-
TIFLE VERSHNELLING,

0 . . . C .
5 Hoe vinden we bij een kromlijnige bewe-
e J01E
ging de versnelling (t.o.v. hebt bewvegings-
vlak) op een bepaald tijdstip?

Antwoord:
T T I

. Tang R a%orm (grootte in /sec?)

§ 8. De cirkelvormige beweging met WILLEKEURIGHE PLAATSFUNCTIE.

/e beschouwen nu het geval dat een massa-
0 punt de ombtrek van een cirkel (straal R
P meter) doorloopt volgens een gegeven

~ .l
Vs | fot plaatsfunctie s, = £(4) meter.

/ R\ e Op het tijdstip t sec. bevindt het massa-
‘ AN punt zich in het baanpunt Ai.
Op dat ogenblik is:s

\ / ds m
“ “// v, = gf /sec.

2

tang d’s m 2

en = /sec<.
t a62

Gevraagd: 1°) De middelpuntshock & uitgedrukt in radialen,
Oplossing,.

S
f]&t = _RE rad.

i :

; ;

{

i !

i !
]

@D

Gevraagd: 2°) De hoeksnelheid op het tijdstip t sec.

Antwoord: We moeten eerst definiBren wat men bij een
willekeurige cirkelvormige beweging verstaat onder de
hoeksnelheid op een bepaald tijdstip.
Bij de eenparige cirkelvormige beweging hebben we ge-
zien, dat l
- da rad, s
W = IF Seo (zie blz. 98)

Analoog hieraan definieert men bij een willekeurige
cirkelvormige beweging de hoeksnelheid op een bepaald
ogenblik als de algebra¥sche waarde VAN DE EERSTE AF-
GELBIDE VAN A NAAR DE TIJD op het beschouwde ogen-—

blik,
Dus: ;
i ddy  rad. |
¥t T I Ssec. @
Gevraagds 30) Bereken AT
Oplossings
) —_ __d_mE —_ __d_-_(_S_t_> _ 1._ dSt _ i v rad.
Yt T a6t TdE'R/ TR A T Rt sec.
Dus: | o - 't rad. ;
.t T R sec g G
Of: B

% v, = OJt.R m/sec.ﬁ CD
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Conclusie uit (3} . Men vindt de hoeksnelheid op een
bepaald tijdstip door de algebrailsche waarde van de
lineaire snelheid op dat tijdstip te delen door de
straal van de cirkel,

Conclusie uit . Men vindt de lineaire snelheild
op een bepaald Tijdstip door de algebraische waarde

van de hoeksnelheid op dat ogenblik te vermenigvuldi-
gen met de straal van de cirkel.

Wat verstaat men onder de HOEKVERSNELLING op het tijd
stip © sec.

Definitie. Onder de HOEKVERSNELLING op het tijdtsip
t sec. verstaat men de algebrafsche waar-—
de VAN DE EERSTE AFGELEIDE VAN @  NAAR
DE TIJD op het tijdstip t sec.

Notatie. De hoekversnelling op het tijdstip t sec.
wordt aangeduid door -het symbool gi.

Dus:
| 0 = @4 raq, ! ©)
% T dt sec? | =
! !
Gevraagd: 50) Bereken q¢.
Oplossing. tang
_ 39t _ a vy _1dv _ B rad.
b= T TTER/’TRIT TR )
atang
t rad.
Dus: = 6
Iy R sec? ©
of: ‘
i _
ap® 8 = gk Weec?. | (D)

Conclusie uit @3 . Men vindt de hoekversnelling op

een bepaald tijdstip door de algebraische waarde van

de tangentigle versnelling op dat tijdstip te delen
door de straal van de cirkel.

Conclusie uit (f) . Men vindt de tangentiBle versnel-
ling op een bepaald tijdstip door de algebraische
waarde van de hoekversnelling op dat ogenblik te ver-
menigvuldigen met de straual van de cirkel.

Algemene Conclusie:

SAMENVATTING.
3 = [ U - _.__.St
Sy = f(t) meter == "'at = & rad,
a Akt v :
tang
tang _ AVt m _dwg g rad >
g v = gp /sectem 4y = g = Sy /sec

Men vindt een grootheid van de middel-
puntshoek door de overeenkomstige groot
heid van de omtrek te delen door de
straal van de cirkel.
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HOOFDSTUK 1V,

DE  LEFR DLER KRACHTEN. (DYNAMICA)

1. KRACHT EN MASSA.

De leer der krachten is opgesteld door Newton.

Isaac Newtonj; * 1642 Woolsthorpe, T 1727 Londen; de grootste
natuurkundige en een der grootste wiskundigen van alle tij-
den; deed in 1686 2zijn PHITOSOPHIAE NATURALIS PRINCIPIA MA-
THEMATICA het licht zien. Het bevat de grondslagen der DY-
NaMICA, de toepassing (met gebruik van zijn “fluxietheorie’
d.i. differentiaal en integraalrekening) op hemel-mechanica,
aardse mechanica, getijden-theorie, daarnaast hydrodynamica
en geluidsleer. Nooit is voo rdien of daarna door &én man
zoveel nieuws aan fundamentele concepten en gedetailleerde
ultwerking tot ons physisch wereldbeeld bijgedragen. Zover
schreed hij voort, dat het meer dan honderd jaar duurde
voor de kennis der natuur opnieuw een stap vooruit ging:
Van 1669 - 1694 hoogleraar te Cambridge. Het hoogbepunt
valt van 1684 - 1686, toen hij zijn PRINCIPTA schreef, Na
deze bovenmenselljke inspanning ondervond hij een ernstige
terugslags; hij werd in 1692 ziek en was na toe aan
een volledige instorting.

In 1696 werd hij, bij wijze van offici®le erkenning van
zijn verdiensten, WARDEN OF THE MINT, drie Jjaar later
MASTER OF THE MINT., Hij vestigde zich toen te Londen;

Van 1703 tot aan zijn dood PRESIDENT OF THE ROYAL SOSIETY.
In 1704 publiceerde hij zijn lichttheorie.

Hij is nocit gehuwd. In zijn latere jaren was hij zeer wel-
gesteld (Kronig)

Newton heeft voor de leer der krachten DRIE HYPOTHESEN opgesteld.

Deze hypothesen zijn in de loop der eeuwen op een dermate evidente
wijze door de ervaring bevestizd dat men tegenwoordig spreckt van

de DRIE WETTEN VAN NE/TON.

I) De eerste wet van Newbon.

Deze wet luidt: Is een massapunt geheel AAN ZICHZELF OVER-
GELATEN, dan is dit massapunt of IN RUST,
Of het heeft een EENPARIGE RECHTLIJHIGE
BESWEGTNG.,

wat zegt deze wet eigenlijk?

Antwoord. Uit de bewegingsleer weten we, dat de EFNPARIGE RECHTLIJ-
NIGE BEWAEGING de ENIGE BEWEGING is waarbij GEEN VERSNEL—
LING optreedt.
In de toestand van blijvende rust treedt vanzelf geen
versnelling op.

De nadruk ligt hier op "HET NIET KUNNEN HEBBEN', Dit
houdt in, dat een massapunt aan zichzelf overgelaten OOK
NIET IN STaAT IS OM ZICHZELF EBN VERSNELLING TE GEVIN:
het kan ZICHZELF dus niet IN BEWEGING BRENGEN en het kan
UIT 7ZICHZELF niets veranderen aan de grootte S3/of rich-
Ting van zijn snelheid. Daarom noent men deze wet ook wel
DE WET DER TRAAGH=ID OF INERTIE,

Toch leert de ervaring dat cen massapunt in beweging gebracht kan
worden en dat er bewegingen zijn waarbij Tangentifle ®H/of normale
versncllingen optreden.
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HOE WORDEN DEZE VERSNELLINGEN VEROORZAAKT?

Antwoord. Daar een massapunt ZICHZELF GEEN VERSNELLING KAN GEVEN,

moet het zijn eventuele versnelling GEKREGEN HEBBEN, en
wel ALS GEVOLG VAN DE WERKING VAN EEN BUITEN HET MASSA-
PUNT BeSTAAND: OORZAAK,

Z0'N OORZAAK, WAARVAN DE WERKING OP HET MASSA
i m
PUNT TOT GEVOLG

HEEFT DAT HET MASSAPUNT EEN VERSNELLING KRIJGT,
NOEMT MEN IN DE MECHANICA EEN

KRACHT.

Let wel, de mechanica laat er zich niet over uit, wat een
kracht IN WEZ&N IS; ze zegt alleen wat HET GEVOLG IS als
een kracht op een massapunt werkt.

! Definities BEN KRaCHT IS DE OORZAAK VAN HEN
i VERSNELLING.

Als een massapunt dus een VERSNELLING heeft, werkt er OP
dit massapunt EEN KRACHT, en als er op een massapunt een

(resulterende) kracht werkt, heeft dat massapunt een VER-
SNELLING.

| CONCLUSIE. EEN VERSNELLING KAN ALLEEN EN UIT
i SLUITEND VEROORZAAKT WORDEN DOOR
| EEN KRACHT.

Opmerking. Het ligt voor de hand om te vragen of dit NATUURKUNDIGE

KRACHTBEGRIP hetzelfde is als het krachtbegrip dat we
hebben uit het dagelijkse leven.

Het antwoord op deze vraag is bevestigend: ja! De eerste
notie van het krachtbegrip kregen we toen we als kleuter
onze SPIERKRACHT ontdekten. Ve dachten ons toen echter
de kracht alleen maar als oorzaak van BEWEGING en niet
als oorzaak van VERSNELLING.

DE MECHANICA HEEFT HET “*VOOR-WETENSCHAPPELIJKE® KRACHT-
BEGRIP ALLEEN MiAR GEZUIVERD VAN VALSE VOORSTELLINGEN:
ze leert ons wat kracht WEL is n.l. OORZAAK VAN VERSNEL-
LING,

II) De tweede wet van Newton.

Deze wet legt verband tussen EEN KRACHT ALS VECTOR en DE VERSNEL~-
LING (die een gegeven massapunt krijgt t.g.v. de werking van deze
kracht) ALS VECTOR.

De tweede wet van Newton luidt:

Notatie:s

1 ) DE RICHTING VAN DE KRACHT VALT SAMEN MET DE RICHTING
VAN DE VERGNELLING die ecn massapunt C.Z.V. de wer-—
king van de kracht krijgt.

29) DE VERHOUDING VAN DE GROOTTE VAN DE KRACHT EN DB
GROOTTE VAN DE VERSNELLING t.g.v. deze kracht heef?d
VOOR ZENZELFDE MASSAPUNT
ALTIJD, OVERAL EN ONDER ALLE OMSTANDIGHEDEN
DEZELEDE WAARDE, MITS de kracht en de ver-
snelling MET CONSTANTE EENHEDEN gemeten wor-
den.

Een kracht wordt aangeduid met de letter F (force)
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Uit 29) volgt dus:

=
(ov)

|
|
|
z

IZI’Z
w

i
i

ALTTIJID

g = CONSTANT VOOR EENZELEFDE MASSAPUNT OVERAL i.h. HEELAL

ONDER ALLE OMSTAN- |
DIGHEDEN |

Deze constante is dus voor eenzelfde massapunt een UNIVERSELE CON-

STANTIE,

Deze constante wordt bepaald door de mate waarin het
massapunt GEBONDEN IS AAN DE AETHER (Prof. Hoenen)

De aether is een voor de zintuigen NIET VAARNEEMBAAR
MATERTEEL ZIJNDE, dat onder meer de drager is van de
electro-magnetische velden.

In de tweede wet van Newton wordt dus (bij wijze van
hypothese) aangenomen, dat eenzelfde massapunt al-
tijd, overal en onder alle omstandigheden in dezelf-
de mate gebonden is aan de aether.

Ten gevolge van deze binding met de aether verzet de
natuur zich tegen een snelheidsVERANDERING van het
massapunt in de aether. Deze constante geeft dus ook
de mate aan waarin de natuur zich verzet tegen een
snelheidsVERANDERING van het massapunt in de aether.

Benaming. DE UNIVERSELE CONSTANTE F van mmv MASSAPUNT

NOEMT IN a
DE  MASSA

VaN DIT MASSAPUNT

Notatie: De massa wordt aangeduid met de letter m.
Uit 29) volgt dus:

Dus:

!

i F=mxa

Opmerking. m 1s een universele constante MITS de kracht en de ver-

snelling met universeel constante eenheden gemeten wor-
den.

Deze eenheden zullen in een volgende paragraaf gedefini-
eerd worden.

NB | CONCLUSIE. Uit lo) en 2°) volgt, dat we de tweede wet van

Newton aldus kunnen formuleren:
—p -

F =mx a.

Nadere toelichting van het massa-begrip. In navolging van de

Maastrichtse natuurfilosoof Prof. Dr. P. Hoenen S.dJ.
(Rome) nemen we aan dat ‘'het massa hebben' veroor -
zaakt wordt door de binding van het massapunt met de
aether,

Deze aanname zal ons goede diensten bewijzen als we
het later zullen hebben over ‘*de omzetting van massa
in energie''. Het is n.l. aanvaardbaar dat de binding
met de aether een zekere hoeveelheid energie verte-—
genwoordigt, Als dus, door een of andere ingreep, een
atoomkern van een bepaald element gedwongen wordt om
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over te gaan in een kern van een ander element met
minder massa ZAL ER DUS EEN BEPAALDE HOEVEELHEID
BNERGIE MOETEN VRIJKOMEN,

IIT Do derde wet van Newton handelt over ACTIE EN REACTIE,

§ 2.

Punt 1)

Punt 2)

NB.

Om deze wet te kunnen begrijpen moeten we eerst de 2¢ wet van
Newton met al haar gevolgen nader bestudeerd hebben. Daarom stel
len we de behandeling van de derde wet van Newton uit tot een
later tijdstip.

DE ZWAARTZKRACHT.

Wat verstaat men precies gezegd onder de ZJAARTEKRACHT van een
lichaam?

Ieder lichaam op aarde ondervindt een VERTICAAL (d.w.z. loodrecht
op een stilstaand wateroppervlak) NAAR HET AARDOPPERVIAK TOL GE~
RICHTE KRACHT.

De grootte van deze kracht is specifiek voor het lichaam. Deze
kracht is er de oorzaak van dat het ons inspanning kost om een
lichaam (in het vacuum) op te tillen. Deze kracht doet ons zeggen
“dat het lichaam ZWAARTE heeft". Daarom noemt men deze kracht DE
ZWAARTH KRACHT.

We zullen later zien dat OP DE AARDPOLEN de zwaartekracht van een
lichaam dezelfde grootte heeft als de kracht waarmee de aarde daar
aan dat lichaam trekt, maar dat OP IEDERE ANDERE PLAATS TER AARDE
de zwaartekracht van een lichaam (t.g.v. de draaiing van de aarde
en de afplatting van de aarde aan de aardpolen) KLEINER is dan de
kracht waarmee de aarde op die plaats aan dat lichaam trekt.

Hieruit volgt, dat we de zwaartekracht van een lichaam NIET mogen
definiBren als de kracht waarmee de aarde ter plaatse aan het li-
chaam trekt.

De exacte definitie van de zwaartekracht van een lichaam op een
bepaslde plaats ter aarde luldbs

ONDER DE ZVJAARTEKRACHT VAN EEN LICHAAM OP EEN BEPAALDE
A A m foA BTN
PLAATS TER AARDE VERSTAAT MEN

DE KRACHT DIE OP DE BESCHOUVDE PLAATS DE VALVERSNELLING
VEROORZAAKT.

Stelling: OP EENZELFDE PLAATS TER AARDE HEBBEN ALLE LICHAMEN (onge
acht hun zwaarte) DEZELFDE VALVERSNELLING,

Bewljs: Zz1e proef met de valbuis.

Opmerking: Bij de behandeling van de gravitatie theorie van Newton
(zie later) zullen we deze stelling ook THEORETISCH be-
wijzen.

Vraag., Welke betrekking bestaat er tussen DE ZWAARTEKRACHT VAN EEN

LICHAAM OP BEN BEPAALDE PLAATS TER AARDE en DE VALVERGNEL-
LING OP DIE PLAATS?

Antwoord. De tweede wet van Newton luidt:

e
m

r

=m . a

m (de massa) is voor het beschouwde lichaam een UNIVERSELE

CONSTANTE en heeft dus op iedere plaats ter aarde dezelfde
waarde. Stellen we de zwaartekracht van het 1i-
chaam voor de beschouwde plaats ter aarde voor

.
g;:p door Zg 4 (= Z o plaatse) % de valversnelling
éféi' door g p , dan volgh uit de tweede wet van New-
£ ton dab

!
T T T T
T

“1.p. T MeBp,p,




Punt 3) QOver de

zelfde plaats ter aarde.
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verhouding van de zwaartekrachten van twee lichamen op de-

otelling TI. Op EENZELFDE plaats ter aarde VERHOUDEN DE ZWAARTE-

KRACHTEN VAN TJEDZ LICHAMEN zich als OB MASSA'S VAN
DEZE LICHANEV,

A

R A enyB zijn twee lichamen met massa's resp., m
A - en m ., Deze lichamen bevinden zich op dezelfde
1 | plaats ter aarde.
| Volgens de tweede wet van Newton is:
t'{y]-'ﬁ :% gT.p, Zf% P = mA X gT P
AN A i
z | B B
TP - .
¥22, Ap,p, =W X Bp,p
T /c,u}ﬂﬂw 7 De wvalversnellingen zijn gelijk.
A /";'/,’(.'/’
Dus
B A B
| Zp. tfpp, TE tm @
g.a.d.

Stelling II. De VERHOUDING van de zwaartekrachten van twee licha-

Bewijs.

men op eenzelfde plaats ter aarde HEEFT OP 1EDERE
PLAATS TER AARDE DEZELFDE WAARDE.,

In de evenredigheid CD zijn de termen van het rechter 1lid

UNIVERSELE CONSTANTEN.

De verhouding m# s n® is dus ook een UNIVERSELE CONSTANTE.,

Welnu: Als het rechterlid van een evenredigheid cen univer-
sele constante is, moet het linkef 1id dat ook zijn.

Dus: Z%.P. 3 Z%.P. = universele constante.

Y |
CONCLUSIE. De verhouding Z% p, ¢ Zg p heeft op g
IEDIRE PLaATS TER AARDE |

DEZELFDE WAARDE.

Nadere beschouwing.

A . B _ .

Zp,p, * pp, =W My

uwniverseel universeel
constant constant

N
universecl
constant

Uit deze evenredigheid volgt:

19)

29

Is de massa van lichaam A4 b.v. 5 x zo groot als de massa
van lichaam B, dan is de zwaartekracht van A OP TEDERE
PLAATS TER AARDE ook 5 x zo groot als de zwaartekracht
van B OP DIBZELFDE PLAATS.

Is ongekeerd, de zwaartekracht van A ERGENS TER AARDE b.v.
5 x zo groot als de zwaartekracht van B op DIE PLAATS, dan
is Din MASSA VAN A ook 5 x ZO GROOT ALS DE MASSA VAN B.

Deze laatste conclusice is bijzonder belangrijk: als we de VERHOU-
DING DER ZWAARTEKRACHTEN van twee lichamen op eenzelfde plaats ter

aarde weten, weten we ook DI VERHOUDING DER MASSA'S.

De verhouding van de zwaartekrachten van twee lichamen op eenzelf-
de plaats ter aarde kan men bepalen met behulp van een HEFBOONMBA-

LANS,
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Een hefboombalans is immers in evenwicht als de be-~
lastingen van beide schalen even groot zijn. lMet
een hefboombalans kan men dus constateren, dat twee
lichamen A en B c¢ven zwaar zijn. Dan kan men ook
constateren dat b.v. ecn lichaam C even zwaar is
als A en B samen enz.

Conclusies Met behulp van een hefboombalans zijn we in
staat om DE VERHOUDING te bepalen tussen de
MASSA 'S van twee lichamen.
Kiezen we nu nog cen EENHEID VAN MaASSA dan
kunnen we met behulp van ecn hefboombalans
de massa van een lichaam METEN.

Py

% 3. De ERNHEID Vall MASSA.

De EBNHETD VAN MASSA heet HET KILOGRAM. Deze ecnheid is willckeu-
rig gekozen., (In 1795 voor de FRANSEH REPUBLIZK bij cen ORGANIEKE
~BET vastgesteld; in 1889 door de¢ eerste "CONFERENCE GENERALE DES
POIDS)ET MESURESY INTERNATIONAAL aangenomen als de ecnheid van
massa).

' e e

DEFINITIE, HST KITOGRAM 1o DE MASSa VAN EEN PLATTNA—
IRIDIUM CILINDER, DIS T3 SEVRBS BIJ PARIJS |
BEZLARD WORDT, !

Elk land heeft cen copie van deze standaard kilo.
Notatie. De MASSA van het kilogram wordt aangeduid door het

symbool 1 e ¥

8 4, De EENHEID VaN KRACHT IN HET DAGELIJKSE LEVEN.

Punt 1) IN HET DAGELIJKSE LEVIN ncemt men op iederc plaats ter aarde als
EENHELD VAN KRACHT de grootte van DE ZwAARTEKRACHT DIE OF DIE
PIAATS TER AARDE WHERKT OP D& ZICH ALDAAR BEVINDENDE (COPIE VAN DE)
STANDAARD KILO.
Deze kracht noemt men DE KITOGRAMKRACHT VAN DI PIAATS.

In de tekst wordt deczec kracht aangeduid door het symbool lkng P

DEFIHITIE. Onder DE KILOGRAM-KRACHT VAN EEN BEPAALDE

PLAATS OP AARDE verstaat men DE GROOTTE VAN |
5 DE ZITAARTEKRACHT DIz OP DE BESCHOUWDE PLAATS !
i WERKT OP Db ZICH ALDAAR BEVINDENDE STANDAARD E
KILO.

Onder 1 kilogramkracht van Maastricht (1 kgf,, ) ver-
staat men dus dc grootte van zwaartekracht * die
I MaASTRICHT werkt op een zich aldaar bevindende
standaard kilo.

Cnder 1 kilogramkracht van Parijs (1 kng ) verstaat
men de grootte van de zwaartekracht die ~ "IN PARIJS
werkt cop de zich wldaar bevindende standaard kilo.

Punt 2) Stelling., De kilogramkracht van ecn bepaalde plaats ter aarde
(1 kng D ) ig de kracht die aan 1 kg* ecn versnclling
gecft 77 ° die gelijk is aan de VALVERSNELLING OP Ok
BESCHOUWDE PLAATS.
Bewijs. Op cen plaats X ter aarde geeft de %waartekraoht aan alle

lichamen de valversnelling By LB/sec=.

In X geeft de zwaartegracht dus ook aan 1 kg* de val-

versnelling g, B/scce,




Punt 3) Stelling.

: ¥
Welnus De zwaartekracht van 1 kg. in X is per definitic

114,

&én kilo-
gramkracht - van X (1 kng)
Conclusic: De kilogramkracht van X (1 kgfy) is in |
grootte gelijk aan de kracht dle aan !

cen massg van 1 kg™ cen versnelling van
By N/sece geeft,

1 kng s 1 kng = 8¢ ¢ 8y

Bewijs. 1 kgfe gecft aan 1 kg de versnelling van gy /scc?;
1 kgfy gecft aan 1 kg* de versnelling van &y Trsec?,
Volgens de 2¢ wet van Newton
F=mn.a
moct duss
é 1 kefy s 1 kgfy = gy 3 8y é
CONCLUSI =S, I De grootten van de kilogramkrachten van twce plaat-

sen ter aarde VERHOUDEN ZICH aLS DE GROOTTEN VAN Di
Va LVERSNELLINGEN OP IIE PLAATSEN.

IT Proeven leren, dat de valversnelling op een plaats
ter aarde ecn functie is van de GEOGRAFISCHE BREED-
TE VAN DIE PIAATS.
8y.p = 9,831 T/sec?y 8pe1se = 25812 H/sec?;

= 9,800 m/sec2

CPARITS / i |
BrviNaar = 90779 /sec? (g gemeten op ZEF-NIVEAU).
Dus:

1 kg fTT P 21 kgf ¢l kgf ¢l kng

9,831:9,812:9,800:9,779.
ITI Op iedere plaats ter aarde gebrulkt men DLZELFDE
WwOORDEN om de kilogramkracht TER PLAATSE te defi-
nifren, masr de aldus gedefinieerde kracht heeft

op ledere brecdte—cirkel een ANDERE GROOTTE: op de
aardpolen het grootst, op de evenaar het kleinst.

Opmerking. Uit het bovenstaande blijkt, dat de plaastselijke kgt

VOOR Df WeTENSCHAP NIET GLSCHIRI IS ALS EENHEID VAN
KRACHT: De wetenschap wil een eenheid van kracht die
ONAFHANKZITJK is van de plaats op aarde, zodat b,.v.
voor de grootte van de krachtwerking tussen de molecu-
len OVERAL TER AARDE DEZELFDE FORMULES GELDEN.

De wetenschappelijke cenheid van kracht zal in § 6 ge-
definiBerd worden.

STELSELS VAN ZEENHEDEN,

De tweede wet van Newton luidt:

F=mxa.

Deze formule legt het fundamentele verband vast tussen de op een
massapunt werkende kracht en de daardoor veroorzaakte versnelling.
DEZ& FORMULE VORMT VOOR DE NATUURKUNDE DE BaSIS VOOR DE KEUZE VAN
DE EENHEDEN VAN KRACHT, MASSA, LENGTE EN TIJD.

DEFINITIE. Men Zebt dat de ccenheden van KRACHT, MASSA,

LENGTE en TIJD  mme somrswr, VORMEN
als DE SENHEID VAll KRACHT aan DE EENHEID VAN
MASS: DE EENHEID VAN VERSNELLING GEZEPT.




Punt 1)

Punt 2)
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Om een stelsel te krijgen mag men van de vier cenheden (kracht,
massa, lengte en tijd) er DRIE willekeurig kiezen; de bweede wet
Vgn Newton bepaalt dan HOE D& VIERDE GROOTHEID GEDEFINIEERD MOET
WORDEN,

Vroeger waren er officieel VIER STELSELS in gebruik.

In de moderne natuurkunde gebruikt men maar ZEN STELSEL, n.l. het
Ze 5. STILSEL VAN GIORGI, dat ook wel wordt genoemd:

HET METER - KILOGRAMIAS Ba - SECONDE - AMPFRE - STILSEL.
(afgekort: het M - K — 3 - A” - stelsel).

HET STELSEL VAN GIORGI: Het M = K = 5 -~ A - STELSEL,

O GRONDEZNHEDEN,
1 ) DB METER ALS LiNHETD VAII LIiNGTE,

Definitie. HEN HLETHER is de afstand BIJ 0° C. tussen twee merk-
strepen op een platina-iridium staaf die in Seévres
bij PARIJS bewsard wordt.

20) HET KILOGRAM ALS EENHLID VAN MASSA. (Zie § 3)
50) DE SECONDE 4LS EENHEID VAN TIJD.

deel van ecen MIDDELRARE

. .. ] P 1
» T‘lE N T\T\ 1 )—b
Definitie, ZEN SECONDE is hc TEL00

ZONNE-DAG.
40) DE AMPeRE ALS EENHEIZ VAN STROOMSTERKTE.

Deze eenheid zal in de clectriciteitsleer gedefiniecrd worden:
z¢ speclt in de mechanica gecn rol.

NB, Het is van wezenlijk belang om uitdrukkelijk vast te
stellen DaT DEZE VIER GRONDEENHEDEN GEHEEL ONAFHANKE-
LIJK ZIJN VAN DE PIAATS OP AARDE OF HET HEELAI:

BEEN METER OP DE PLAATS X IN HET HEEIAL IS IDENTIEK
MET DE METER OP DE PLAATS Yj

HET KILOGRAM * i X IN HET HEELAL IS IDBNTIEK
MOT HET KILOGRAK. OP DE PIAATS T,
EEN SECONDE ™ " X IN HET HEELATL IS IDENTIEK

MET BEN SECONLG OP DE PLAATS Y.

vl AFGELEIDE EENHEDIN,
lo) D BENHEID VAN SNSLEEID is bij deze grondeenheden 1 /sec.

2°) DE EENHEID VAN VERSNELLING is bij deze grondecnheden 1 T/sec?,
dit is dus de versnelling van die ecnparig versnelde rechtlij-
nige beweging waarbij de snelheid in iedere seconde toeneemt
met 1 M/sec.

3°) DE EENHEID VAN KRACHT.

Nu de ecnhedon van massa en versnelllng vaststaan, laat de

de eenhpld van kraoht Doze wet SChrlth ons eenvoudig voor
WAT DI DLNHELD VAN kRnLHT NU IS n.l. DE KRACHT DIE AAN EEN
zAbSAPUNT VAN 1 kg™ DE VERSNELLING GEEFT VAN 1 B/sec~.

Deze ecenheid van kraoht noemt men BEN NEWTON,

NB % DEFPINITIE, ELN NEYWTON I3 DE KRACHT DIE AAN EEN

MASSAPUNT VAN 1 kg™

;
NB | DE VERSNELLING GEEFT VAN 1 "/sec?.

Stelling, BEEN NEWTON HEEFT OVERAL TER AARDE IN IN HET HELLAL
DZELFDE WAARDE,

Bewijs. blz, 116.



Bewijs.
a =1 m/5602
— s s ' = 1 Newton
m= 1 keg*

1 kg™ is een universcel consbante eenheid van massa
m ; . . . )
1 %/sccl? “* . H T yersn
~0 o
Volgens de 27 wet van Newtbon

P =nmnxa

116.

9

elling.

MOZT DE KRACHT die aan de universeel constante eenheid van
massa de universeel constante eenheid van versnelling gecft,
OVERAL IN HET HEEIAL DIZELFDE GROOTTE HEBREN, dus ZELF OOK

ZEN UNIVERSEEL CONSTANTLE ELNHEID ZIJN,

G

Was dit niet zo, dan was de
HinT D!

wet van Newton cen ONWAAR-

| CONCLUSIE. DR NEJTON IS EfN UNIVERSEEL CONSTANTE EENHEI D
l; VAN KRACHT,

Punt 3) Het invullen van de¢ formule F = m x a.

Om cen massapunt van 1 kg*‘een versnelling van 1 m/sec2 te
is een kracht nodig wvan 1 Newton.

3 . m
Om ecn massapunt van m kg™ cen versnelling van 1 /sec? te
1s ecn kracht nodig van m Newton.

. m
Om een massapunt van m kg*’een versnelling van a /sece te
is ecn kracht nodig van m x a Newton.

geven

geven

geven

Hieruit volgt voor het stelsel van Georgi, dat in de fo
mule
F=zmxa
P ALTIJD IS UITGEDRUKT IN NEWTON,
m ALTIJD IS UITGEDRUKT IN kegX
| a ALTTJD IS UITGEDRUKT IN m/secg.
Dus: ' m
coo.Newbon = ... kg™ ox ..., /sec.

T

NB., Vraag. Wat is dc DIMENSIE van cen NEWTON?
Antwoord.

CINEITON | = kgt ox 2 !
: wd = 8602 (

Getallenvoorbeelden.
19) Gegeven: m = 5 kg*
a = 8 m/sec2
Gevraagd: F
m

Oplossing. FP=mxa=5%x38 kg*;ggzg = 40 NEWTON.

CONCLUSIE. Als de massa is ultgedrukt in kg™ en de
versnelling in B/sec?,

DAN IS DE KRACHT AUTOMATISCH UITGEDRUKT
IN NiE7TON.
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29 Gegeven: F = 20 Newton
a= 2 m/sec2
Gevraagds: m.
. F _ 20 Newton kg Y sec? ¥
OEIOSSLQg;m.= = 10 = 10 kg".
-7 m/3902 L/sec?2
|
f CONCLUSIE, Als de kracht is ultgcdruﬁt in Newton en E
de versnelling in ™/sec?, DAN IS DB MASSa
LUTOMATISCH ULTGEDRUKT IN kg¥. %
30 Gegeven: F = 600 Newton.
m = 3 kg¥.
Gevraagd: a. 1 5
nee 5 = B = 600 Newton kg*. T /sece _ 5an Myann?
Oplossing: a = = 3 Kg* = 200 kg ¥ = 200 “/sec<.
% CONCLUSILE. Als de kracht 1s ultgedrukt in Newton en
@ de massa in kg™ , DaN IS % VERSHELLING
AUTOMATTSCH ULTGEDRUKT IN '/sec?. |

Punt 4) Op het egenblik hebben wij nog geen "GEVOELS~INDR

tony; deze hebben we wel van 1 kng P

UKt van de New-—

We vragen: MET HOEVEEL kng P IS EEN NEWION ASQUIVALENT?
STELLING: 1 kgfp 5 = 8p p. NEWION
Bewijs. 1 kgfn _p, seeft aan 1 kg™ een (val)v%rsnelllng
van gn p /sec?.
Stel 1 kng.P. = X Newton.
Welnu: F=m . a
Dus: X =1, 8r.p.
Dus: X = &, p.
| CONCLUSIE. ! !
|1 kgfp p = Bp p, Newton. |
Getallenvoorbeelden.
1 kgf aan pool = 9,831 NEWTON
1 kgt = 9,812 NE7TON
L k6T, x= 8y NBITON {1 o or L g 800 NEIION
& parijs T 70 N
> - IR
1 kel opnp = 95779 NEWTON

Ronden we de valversnelling af op 10 m/Secg, dan
waarde van 1 kgf dus gelijk-aan 10 NEVTON,
Dus: 1 kng P ~ 10 NEWTON

Dus:

B

is de afgeronde

| KRACHT VANl

Z BN ONGS.

CONCLUSIE. EEN NEJTON IS ONGEVEER GELIJK AAN DE ZWAARTE-
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Opmerking, EEN NEWTON heeft overal ter aarde DEZELFDE GROOTTE;
1 kgf is op d¢ cvenaar het kleinst, op de polen het
T.P. -
grootst.
In de sommen wordt de valversnelling meestal afgerond

°p 10 m/sec2.

Staat dus in de sommen 1 kgf op je tenen, dan staat op
icdere teen LEN NE/TONI

Het CENTIMETER - GRAMMASSA - SECONIE - STELSEL. (Het C-G-S—-STELSEL)
DE GRONDEENEITEN.

1°) EEN CENTINETZR ALS BENADLD VAN LINGTE.

2)E I&mMMﬁA(lvr*)QﬁimMmL)MNMm&L

3°) EEN SECONDE ALS EENHEID VAN TIJD.
Q@AHHEHDEPMMMEN

1°) DE EENHEID ValN SNELHEID Is 1 ég%

2°) DE EENHEID VAN VERSNELLIUG IS 1 <L,

3°) DE BENHEID VAl KRACHT. 50

De tweede wet van Newton (F = m x a) legt nu vast wat in
dlt stelsel de eenheid van kracht moet zijn, n.l. DE KRACHT
ﬁ AAN LJ MASSAPUNT VAN 1 gr® EEN VERSNELLING GEEFT VAN

/sec?,
Deze kracht heet BEN DYNDE,

Definitie, EIN DYNE IS DE KRACHT DIE AAN BIEN MASSA-
PUNT VAN 1 gr™ EEN VERSNELLING GEEFT VAN

1 —~—2
sce

i
!
H
|
1
i

|

Opmerking. De dyne is ook ech universeel constante eenheid van
kracht.

Vraag: Wat is de DIMENGSIE van cen dyne?
Antwoord: F=nxa.

» c
ooooo dyﬂ@—.g.a.gf)‘kX --oaa_s'_é'-C?

De DIMENSIE van EEN DYNE is dus:

- - %
e il B3 cm gr . CIIl
DWE] = gr™ x

+ =8 scc? = socl

otelling. 1 grfDnlft = 981,2 dynec.

Bewijs. 1 grfy .. geoft aan 1 gr* een versnelling van 981,2 Z8o

Stel 1 grfDelft = X dyne.

Dan wvolgt:
X

X

1 x 961,2

Dus: 981,2

1 grfqpp = 981,2 dyne.

i
i

Dus:

Lvenzo: 1 grf = 980,0 dyne.

Parijs
Stelling: 1 NEWION = 10° DYNE.
Bewijss 1 NE#TON geeft aan 1 kg¥ een versnelling van 1 m/secg.

Stel 1 Newton = X dync. | F =m x a.

1 kg* = 1000 gr* > X = 1000 x 100 = 107
! j ;

1 %/sec® = 100 “/sec® | CONCLUSIE.

T Newton = 10° dyne.§

i
i
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$8. HET GEWICHT VAN EEN LICHAAM.

Punt Y) __ .
|
. DEFINITIE, |
| ONDER HET GEICHT VAN EEN LICHAAM VERSTAAT
Timkg® MZN DE GROOTTE VAN DE ZWAARTE KRACHT
M ~ VAN DIT LICHAAM.
ygrn Dus DB GROOTTE van de kracht die ter plaat-
v se de valversnclling veroorzaakt, dus
———— Di GROOTTE van % p

Opmerking. Omdat de zwaartekracht van een lichaam altijd IN HZT
ZWAARTEPUNT VAN HET LICHAsM aangrijpt, kunnen we, als
we over de zwaartekracht spreken, ieder lichaam beschou
wen als cen MASSAPUNT.

De definitie van het gewicht van ZEN LICHAAM is dus ook
de definitie van het gewicht van een MASSAPUNT.

Punt 2) De GEWICHTSMITING in DE OFFICIELE NATUURKUNJOE en IN HET DAGELIJKSE
LEVAN, -
Bij de bepaling van het gewicht van een lichaam gaat het er dus om,
Dit GROOTTE van DE PLAATSELLJKE ZWAARTE KRACHT van cen lichaam TE
METEN, dew.z. OM HET VIRGELIJKEN VaN DE GROOTTE van de plaatselij-—
ke zwaartekracht van het lichaam NMzT DE GROOTTE VAN DI EENHEED VAN
KRACHT, —_ ——
Welnu: In de officiBle natuurkunde is DE NEWION de eenheid van
kracht; in het dagelijksc leven is de kng D de eenhcid
van kracht, o=
DIT HEEFT TOT GLVOLG DaT DB GEWICHTSMETING IN DE OFFICIELE NATUUR-
RUNDE EEN ANDERE UITKOUST OPLEVERT
DAN Db GEWICHTSMETING IN HAET DAGELIJKSE LEVIN,

- v'e zullen deze gewichtsmetingen afzonderlijk onderzoeken.

—=> A) Het gewicht van een lichaan in de officille natuurkunde, dus
de gewichtsmeting met DB NiEJTON aLS mENHEID VAN KRACHT.

STALLING, Bevindt een lichaam met massa m kg* zich op gen plaats
ter aarde waar dc valversnelling S L/scce is,
DAl IS HET GEICHT VAN DAT TLICHLAM Og’DIE PL4AATS:
ZT.P. = .8 p. NEWTON . |
Bewijs. ZT D gecft aan het lich%am met massa m kg*’de val-
7' versnelling gy D /sec?.

Volgens de twecde wet van Newton is dus:

ZT.P; = M.8p p, Newton.
NB ; CONCLUSIE. HET GEJICHT VAN EEN LICHAAM (UITGERDUKT IN

NEJTCN) OP ¥ZIN BEPAATDE PLAATS TER AARDE
IS GELIJK AAN HET PRODUCT VAN "
DE MASS3A VAIl HET LICHAAM (uitgedr.in kg

NB | IN DZ VALVERSNELLING OP DIE PLAATS (uitge-
| drukt in %/sec®).
NB | IN FORMULE: Zp.p. =1 X 8p_p. NEWION.

HET AANTAT NEVTON VAN HET GEJICHT TER PLAATSE hangt
dus af VAN DE GHOGRAFISCHE BRIEDTE VAN DI BETROKKEN
PLAATS.
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Het gewicht van een lichaam IN HET DAGELIJKSE LEVEN, dus de

gewichtsmeting met DE kgt T.P. " ALS EENHELD VAN KRACHT.

STELLING. Bevindt een lichaam met massa m kg™ zic %en.plaats
ter aarde waar de valversnelling &p . p /sec is,
DAN IS HET GEVICHT VAN DAT LICHAAM - *OP DIE PIAATS:
ZT - =10 kgfm P,

Bewijs. ZT'P geeft aan het 110namm met massa m kg’ * de valver-
’ snelling 8.1 “/sec

»
PO

Dus: ZT.P. =X & p, Newton.
" < ¥ _— 1 )
Maar 0., Newton = 1 Kng'P‘
Dus: ZT.P. =mx 1 kgf P. =nm kng.P
Dus:

4p,p, = BeR8lp p,

Met nadruk merken we op, dat m de grootte van de MASSA
van het lichaam uitgedrukf i in P mis universcel
CONSTANT.

Heeft een lichaam dus b.v. een massa van 50 kg"dan
WEEGT DIT LICHAAM OP IEDIRE PLAATS TFER AARDE (en in het

heelal): 50 PLAATSELTIKS KILOGRAN-KRACHT-ERNHEDA.

Omgekeerds weegt cen lichaam ERGENS OP AARDE 50 Kng P.
DAN HEEFT HET LICHAAM DE MASSA VAN 50 kgt *

CONCLUSTIES.

I.

1T.

Het getal dat het gewicht van een lichsam UITGEDRUKT IN DE
PLAATSELIJKE KILOGRAMKRACHT aangeeft , ig

GELIJL AAN
het getal dat DE MASSA van dit lichaam UITGEDRUKT IN kg """ aan-
ge ft.

PLAAT EL.[JKu
KITOGRAMKRACHT ERENHEDEN.
DIT AANTAL IS GELIJK AAN LT AANTAL kg* VAN DE MASSA VAN DIT
LICHAAM,

Opmerkings In de omgangstaal zegt men wel, DAT EEN LICHAAM
OVERAL HETZELFDE GEJICHT HEEFT. Deze zegswijze 1is
dus MISLEIDEND.

ZEN LICHAAM HEEFT OP IEDERE BREEDTE~CIRKEL EEN
ANDER GEWICHT: HET WERGT ECHTER OVERAL HETZELFDE

RARTAL PLAATSELTIJKE KITOGRAMKRACHT EIENHEDEN,
Vraag. wat besluit je ult elk van de volgende gegevens:
rrasag.

a) Ben kogel wecgt 30 kgf 7,p
Antwoord. DB HAGGA VAN DE KOGEL IS BO kg™,
b) Een kogel heeft cen massa van 80 kg™,

Antwoord. De kogel weegt OVERAL (dus zowel op de
noordpool, als op de evenaar, als te Parijs, als op
Cape Kennedy, als te Amby) 80 kng P

c) Een lichaam wecit te Cafro 70 kefoosmo

Hoe groot is zijn gewicht in Parijs?

Antwoord: 0O kgt C . e
_l@_g_ 7 O P&_I‘lJS

EINDCONCLUSIE. .
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Punt 1)

Punt 2)
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EINDCONCLUSIE OVER HET GEVICHT VAN EEN LICHAAM,

Men dient onderscheid te maken tussen de gewichtsmeting
IN DE OFFICIELE NATUURKUNDL en de gewichtsmeting IN HET
DAGELIJKSE LEVEN:

IN DE OFFICIELE NATUURK. | 1IN HET DAGELTJKSE LEVEN,

7 S® WORDT UITGEDRUKT 1N | Z:CP GORDT UITGEDRUKT IN
NEW?IORN e

lich { |

] |
Zripl = WX By p NEWTON% Zipr =mx 1 kefy o i

NEJTON = 1 kgf

&, p. 7.P.

DE DRUK IN HET STELSEL VAN GIORGI.

Definitie. De eenheid van druk in het stelsel van Giorgi is

1 A
me

Het omrekenen van de ‘oude druk-eenheden" in %
m

We moeten nu de in de eerste ronde gebruikte eenheden van druk
OMREKENEN in N

m2
DE SLEUTEL VOOR DIT OMREKENEN IS DE VERGELIJKING:

. NEWTON §

De in de eerste ronde gebruikte eenheden van druk zijn:

| L kefq,p, =.8p,p,
|

T
grf kgt kefm . -
1°) 1 om. water = 1 —LFem 1000 2efez10 mg’P’=lOchTgP. B
~Toooo * n
o ‘ grfT_P.
2°) 1 cm, kwik = 13,6 5—=13,6x10xgy p N o N

crn 52‘136}(%&?. ne

3°) 1 atmosfeer = 76 cm. kwik = 76 x 136 x &7, P, '52'

Dit van buiten lerens:

5

76 cm.kwik 76 x 136 x gT.P Eg

1

In de weerkunde wordt als eenheid van druk de MILLIBAR gebruikt.

)
Definitie. 1 bar =100 &,

i!
f. 1 millibar = 100

48
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Opmerking. In de warmteleer hebben we 0° C, gedefinigerd als:
DE TEMPERATUUR VAN SMELTEND IJS ONDER NORMALE DRUK.
Onder de NORMALE DRUK verstonden we de dﬁuk van 76 cm.
kwik, dus de druk van 76 x 136 x 8p.p -

Daar de aldus gedefiniBerde normale druk van

drux vat gmn af—
DUs VOOR IEDERE BREEDTL-CIRKLL Qg'AARDE

hangt, ZOU 0°C. DUS

EEN ANDERE TZMPERATUUR VOORSTELLEN, terwijl de officidle
natuurkunde juist wil, dat OYC., een wniverseel constante
temperatuur is!

In de officiBle natuurkunde wordt de NORMALE DRUK dan
ook nader gedefinigerd.

Definitie: Onder de normale druk verstaat men de

N
druk van 1,013%.10° £

Deze waarde vindt men (afgerond) als men in het product
76 x 136 x Bp.p DE VALVERSNELLING IN PARIJS INVULT.

We geven nu de officiBle definitie van 0° C.

DEFINITIE,

0° C. is de temperatuur van smeltend ijs onder de

T

druk van 1,013.10° o

De definitie van 100° C.

DEFINITIE.
100° ¢. is de temperatuur waarbij de maximum-span-
ning van waterdanp gelijk is aan

5 N
1,013.10 ]n? .

10 . E CENTRIPETALE KRACHT.

e beschouwen weer het geval dat een

~~~~~~~~~~ - ¥*
- \\mgg
/ )
,,.—‘/ Vv l/)/‘/%z %CQ “\\)' \‘i—'\—; ‘Tys X
& |
M
\ /
\»\ ‘/
\. /
N .
R AF

~

massapunt (massa m kg*) de omtrek van
een cirkel (straal R meter) BENPARIG
doorloopt met snelheid v ®/sec.

Omdat de beweging BENPARIG is KAN er
GEEN TANGENTIRLE VERSNELLING ZIJN.
Omdat OFE BAAN EEN CIRKEL IS, MOET het
massapunt, zoals we in de bewegings-—
leer bewezen hebben, LEN NORMALE VER-
SNELLING HEBBEN, die voortdurend naar
het middelpunt van de cirkel gericht is,
en daarom CENTRIPETALE VERSNELLING heet

Zoals we bewezen hebben is de grootte
van deze centripetale versnclling ge-
1ijk aan:

2
a = %T B/sec?,
Deze centripetale versnelling, die dus
volgens de bewegingsleer noodzakelijk
is wil het massapunt de cirkel-omtrek
eenparig doorlopen, KAN ALLEEN MAAR

DOOR EEN KRACHT VEROORZAAKT WORDEN: TIJDENS HET EENPARIG DOCRLOPEN

VAN DE CIRKELOMTREK MOEZET
DIE:

LR DUS OP HET MASSAPUNT EEN KRACHT ERKEN
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1°) VOORTDUREND NAAR HET MIDDELPUNT

FAC R Vall DE CIRKEL TOE GERICHT IS, en
A - < N 2°) VOIGENS DE TWEEDE WET VAN WEWTON,
// Ve N F=nxa,
i z IN GROOTTE GELIJK ZIJN AAN:

LV . < \\/ i
Lo N é 5
\ 7 i | ¢ =m.T NEWTON.

\ I {,.’I t

AN % ST '

_:é#t——& — Benaming. Deze kracht noemt men

v D& CENTRIPETALE KRACHT.

CONCLUSIE. Doorloopt een massapunt (massa m kg * ) de omtrck

van een cirkel BENPARIG, dan moet er voortdurend
van buiten af op het massapunt een CENTRIPETALE
KRACHT werken die in grootte gelijk is aan:

)
¢ = M_E_ NEJTON.

Opmerking. als het massapunt de cirkelomtrek EENPARIG doorloopt

blijft de grootte van de centripetalce kracht constant;
doorloopt het massapunt de cirkelomtrek NIET cenparig,
dan werkt er op ieder ogenblik een centripetale kracht
WAARVAN DE GROOTTE WEL EEN FUNCTIE VAN DE TIJD IS.

Op het tijdstip © sec. is deze centripetale kracht dan

gelijk aan:

2
I VL v
Cp = ) NEWTON,

$ 11, HET SAMENSTELLEN VAN KRACHTEN.

Deze paragraaf zal als volgt worden ingedeecld:

Deel A. Het samenstellen van krachten die op ecnzelfde massapunt

Deel B.

werken,
A I: TWEE krachten op cenzelfde massapunt.
A TIT:

A

A

111z

IV:

Andere methodc om krachten samen te stellen; het
samenstellen van meerdere, op ecnzelfde massapunt
werkende krachten.

EVINWICHT van op ecnzelfde massapunt werkende krach-
ten.,

fien massapunt onder invioed van meerdere krachten.

Het samenstellen van TWEE krachten dic op een STAR

lichaam werken.

B

B
B
B
B
B
B

I:
Ii:
ITTI:
Iv.

V1:
VIIs

Twee krachten met BENZELFDE WERKLIJN,

Twee krachten met FIKAAR SNIJDENDE WERKLIJHEN.
Twee EVENWIJDIGE GELIJK GERICHTE krachten.,

Twee BVEINWIJDIGE TEGENGESTELD GERICHTE krachten.

¢ Koppels.

De hefboom,
Het zwaartecpunt van ecn lichaam.

Henric van Veldeke College
Moastricht.
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Het samenstellen van krachten dic op BENZELFDE massapunt werken.

A I: Het samcnstellen van TWEE op EENZELEDE massapunt werkende
krachtecn.,

Punt 1) Het problecm.

Punt 2)

ile beschouwen nu het guval dat op ecn
massapunt 1 (massa m kg ¥ ) twee krachten

% F, en F, Hewton werken.
gy f-- S, De kracht F; geeft aan hegt massapunt de
S T versnclling @y, waarbij o= m. .21 Newtong
;L///’ /! de kracht F- _geeft aan heg massapunt de
Y 3; e versnelling 2o, waarbi] FQ = I, ag Newton.

Het massapunt i hccft nu dus TWEL versnel

lingen, n.l. al en ao.
Uit de bewegingslecr wetcn we, dat we deze versnellingen overcen-
komstig de Vuctorrekcnln@ MOGEN SAMENSTELLEN:

l * a2 = ares

De gelijktijdige werking van de krachten Fq en Fs> op het massapunt
M hecft dus tot gevolg DAT HET MASSAPUNT SLECHTS EDN VERSNELLING
HEEFT, n.l. Speg e

We vragen nu naar de groottc en richting van de kracht DIE OP DIT
MASSAPUNT NOET WEBRKEN OM DIT MASSAPUNT Du RESULTERGNDE VERSNELLING

'arcs TE GEVIN.

STELLING. D&EZE KRaCHT IS IN GRCOITE EN RICHTING GELIJK AAN DE
SOIVECTOR VAN DE KRACHTSVECTOREN Fl en F2.
Bewijs. - —
We construeren apgg en Frege
S . A(E] M Bpes) oo A(F] M Fpeg)
,,/%'"”""';;;%?' Immers:
67““'/“/37772;’6 /,’ Fi1 2 Fop =may ¢ map = a1 ¢ ap ~§ Geval
S [* = /¥ (overeenk. [/ bij /)| 7HZ
M a, = Vielnu: In gelijkvormige drichoeken

zijn de gelijkstandige hocken gelijk
cn vormen de gelijkstandige zijden
een aancengesloten cvenrcdigheid.

T ° O —‘9 — - -3 .:}

Dus: 17) L_(al M ares> = L_(Fl I Pres)

—>

-

De veet - 713 211k gericht.

De vectoren Eres en gres ijn dus gelijk geric
0 .

s 2 = Fy o | s a =m 3 1

27) Fres Aeg T Tt 8 L Fres res

L o — o = o i - .

Mazr Fl Pay =ma) s oay m s 1 | Dus Fres Me8loa

De kracht dic in grootte gelijk is aan F e geeft aan het
massapunu dus ech versnelling dic gelijk 18 aan apgge

Uit 1°9) en 2°) volgt:

. .

1 = .
PI‘GS e 8\I‘CS

Conclusie: Dec kracht dice in grootte cen richting gel%jk is

aan de somvector van d@ krachtsvectoren Fy en
Fg dus g =
’ Fros = Fl * o

geeft aan het massapunt een versnelling dic in
grootte cn richting gelijk is aan de resulte-
rende versnelling e o
res
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Punt 3) Algemenere conclusie.

Punt 4)

Punt 5)

Bovenstoande stelling zeghb eigenlijk, dat de gelijktijdige werking
ven de krachten ¥q en Fp voor het massapun@,hetzelfde gevolg heeft
als de werking vaih de kracht Fpgg (= ] + Fp) ALLEEN.

Dus:

—? -
>y
Fa E..=F ¥
) [ ——— .
//g P o Tras®h

X
A

X A X

AN
f

i
3

De werking van Fl en F2:
i
S A MBI

— i De werking van Fres;ﬁi'?fé |
3 ALLZIEN |

!
i

j
i
{
|
|

Ye kunnen dus de krachten F; en ¥, VERVANGEN door de kracht

Fres = Fl + F2.

CONCLUSIE. ‘e kunnen twee op eenzelfde massapunt werkcende

krachten SAMBEHSTELLEN overecnkomstig de VICTOR !

REKENING.,

—

Benanm aning. Fres noemt men DE RESULTANTE van de krachten*fi enmﬁé.

Bijzondere gevallen. -
e - . . . . E
a F en F . 1{ g ° L~ > == . res
) Fy en B, gelijk gericht R e 3
Fleg = Fl + F2
b) F, en F tegengesteld gericht: e S SN Fros
1 —— —‘2 = ] F. M
< -
| Fregl =iF1 = Fal
c) P, en F, zijn gelijk van groot **%”;~W =
Eé en tégemgesteld gerichts Fe I F =0
res

In dit geval HOUDEN DE KRACHTEN ELKAAR
IN EVENWICHT. Men zegt ook wel dat de
krachten elkaar nu OPHEFFEN, maar dit
,goet men goed verstaan! De krachten

ﬁl en F2 BLIJVEV BESTAAN, MAAR Z& BE-
LETTEN ELKAAR OM AAN HET MASSAPUNT
BEN VERSNELLING TE GEVEN.

In deze bijzondere gevallen werken de krachten dus langs eenzelfde
1lijn. (Men drukt q1t ook wel ult door te zeggen, dat de krachten
DEZETFDE WERKLIJN of DEZILFDE DRAGER hebben. )

- o Door aan DE TWEE RICHTINGEN IANGS DEZE
X GIMEENSCHAPPELIJKE WERKLIJN tekens toe
te kennen (b.v. naar rechts + en naar links - ) kan men in deze
bijzondere gevallen het bepalen van de resultante herleiden tot een
ATGEBRATSCH PROBLEEM: de gevallen a, b en ¢ worden dan samengevat
in é&én vergelijking, n.l.

| Freg =1 + Fp |

|
i

We kunnen dus twee op eenzelfde massapunt werkende krachten SAMEN-
STELLEN overeenkomstig (e vectorrekening.

Omgekeerd, KUNNEN WE BEN KRACHT OOK ONTBINDEN in twee COMPONENTEN:
en wel op (onelndl_TC veel manieren.
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- — PEN
R & R
,/ = \\‘\ - g \
/ ‘\\ - \ .
N
i |
De werking van kracht il | —— | De werking van de¢ krgch-
= o ten P en 0)
i i i v
} ALLEEN i | S AL EDN
| j |

A T1: Ben andere methode om twee op eenzelfde massapunt werkende
krachten samen te stellen; het samenstcllen van mecrdere
op eenzelfde massapunt werkende krachten,

Punt 1) De X- en Y- componenten van ecn kracht.

+y B In nevenstaande figuur stelt vector P
}? o P cen kracht voor die op een zich in O
YA A bevindend massapunt werkt.
/o We ONTBINDEN de kracht P in twee com-

ponenten die langs de respectievelijke
asscn van het coodrdinatenstelsel val-

3 Ty 1en ______
X kracht hect de X-component van P

kracht Py heet de Y-component van P.

P in 1° kwadr. | P in 2° kwadr. | P in 3° kwadr. | P in 4° kwadr.
— 4‘)’ - i ity +y ‘*‘Y
Bk a -1
Yk S
i ;\\ Y
! L N\l > 4 die =
A X SR x| xRN a0\,
X o 3 + Vo B} T
PX X y& O i 5/ L M?\\ i
i/ > v
_y -—T_})k—y‘]‘gy P‘\/ : i\P
_y -y -}/

; We mocten wel bedenken, dat de componenten EX en PY GEJONT KRACH-
| TEN zijn waarvan:
; DE GROOTTEN gelijk zijn aan een bepaald AANTAL newton, en
| DD RICHTINGEN samenvallen met DE POSITIEVE-OF DE NEGATIEVL
i

T A T A TS T A T RO

De bijzonderheid, dat dezc krachtscomponenten PX en PY’PER DEFINI-
T1E LANGS DE X- resp. Y- AS VALLEN, VERSCHAFT ONS DE MOGELIJKHEID
OM DE RICHTINGEN VAN DEZE CUMPOWLNTEN IANGS DE RESP, ASSEN VAST T=
LEGGEN DOOR AAN DEZE COMPONENTEN Eil ALGEBRAIDOH TEKEN

T OF TE KENUNEN,

‘§LANGS BEN POSITIEVE AS VALT E&N + TEKEN toe, en aan een krachts-

;icomponent DIE LANGS EmN NIGATIEVE AS VALT EBN - TEKEN.

by

!BIJ WIJZ&E VAN AFSPRAAL kennen we aan een krachtscomponent DIE

Vraag: Welk NUT heeft deze afspraak?
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1
i

I

Vraag: Welk NUT hecft deze afspraak?

Antwoord: HET NUT VAN DEZE AFSPRAAK IS, DAT NU VOOR IGDERE
WAARDE VAN HOEK & (zie fig.) VOOR DE X~ en Y-C™M

PONENTEN VAN
GELDEN :

VOOR 23 X~ COMPONENT

EBN KRACHT v DE VOLGENDE FORMULES

VOOR DE Y~ COMPONENT.

X r Cos G

f
i
i
t
|

PY = P sin &

H
1

Controlecr dezc

formules in bovenstaande figurecn.

Opgave 4. Bepaal in elk van de volgende gevallen de ALGEBRAISCHE

Punt 2) Omgekeerd, is de kracht P zowel wat betreft de grootte

WAARDEN van de krachtscomponenten PX en Py
+Y +y +Y +Yy
_ 20N 20N
7. AN we’ al
/ PRar PN
3 3 .\’?' /| i
Xl +x T 5 X NEAY
o} -X O +X / \
20N 2aN
~Y ! -y =Y Y
= °ip = - =
;EX 20 cos 60 .PX = PX = PX =
i , . o} '
= = P, = o=
PY 20 sin 60 ;PY Py = P[

als de rich

ting volkomen bepaald als de ALGEBRAISCHE WAARDEN van de componen-

ten PX en Py»bepaald ziJjn.
Opgave 25. Gegeven: Py = - 6 Newton,
Py = - 38 Newton.
Gevraagd: P (dus de grootte én de richting)
Oplossing.
- +y-as We beginnen de oplossing met het ma-~
P L ken van een tekening:
AT 1 Teken X- en Y-as. Geef duidelijk
| \\ vE de + en - richtingen aan.
; \\&f\\@ 2 Teken de cpmponenten'ﬁk en Py zo
; N \\ veel mogeliik op schaal.
5 .é s bt ae 3 Construeer de vector P.
' Uit de constructie volgt dat bij
deze gegevens de vector in het twee-
~Y-as de kwadrant ligt.
Berekening van P.
T DEGROOTTE P2 = ()2 4 () =100
| P = 10 NEWTON.
NB., NIET * 10, want de stelling van Pythago-
gl ras geeft ons alleen de rekeniundige ge-
P < tallen waarde.

DE RICHTING

de ALGEBR.WAARDE v. Py _
de LIGESR.WAARDE v. PY
+8 _ _ 4
€~ 3

tg &k
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Punt 3) De X- en Y- component VAN DE RESULTANTE van twee op EENZELFDE
massapunt werkende krachten.

e o
In nevenstaande figuur zijn P en Q

twee op een zich in O beyindend massa-
punt werkende krachten; R is hun resul
¢ tante. . .
N ile ontbinden P i PX en P“
Q' Q in QX en QY
?é< R in RX en Ry
-X g‘ +X e vragen nu naar het verband tussen
X . e
a) Py, Qx en Ry
_)/ —~>' _)- ~=5
b) Py, Qv en Ry.
STELLING I, DE ATGEBRAISCHE WAARDE VAN RX IS_GELIJK AAN OE SOM
VAN DE ALGEBRAISCHE WAARDEN VAN PX I Ox.
Dus: Ry = Px + QX
Bewijs. In bovenstaande figuur zijn de gearceerde
driehoeken congruent (geval ZHH) _—
Hieruit volgt dat het lijnstuk Qyx gelijk is aan PP’
Daar de vierhogk, waarvan het punt P' en de pijl-
punten van P, PX en RX de hoekpunten zijn, een
rechthoek is, volgt:
Ry = Px — PP
= Py —-|Qx!
| s
Dus: | Ry = Py + Qx |
: ' g.e.d,.
STELLING II. DE ALGEBRATSCHE WAARDE VaN RY IS_GELIJK AAN DE SOM
VAN DE ALGEBRAISCHE WAARDEN VAN Py &N QY .
Dus: Ry = Py + Qv
Bewijs: idem als stelling I.
CONCIUSIE, kracht | Algebr.waarde X-comp.|Algebr,waarde Y-Comp
P Px Py
3 QA Qy
R Ry = Py + Qx Ry = Py + Qy
Opgave 36. Gegeven: BP; grootte 10Y3 Newton, /g= 30°
O grootte 10  Newton, L&= 120°
Gevraagds R = Q
Oplossing.
algebr.w. | Algebr.w.
+y Kracht X-~-comp. Y-comp.
- —— -
‘%\ - ”g&)ﬁfip }2\/3 + 15 + 5\!;
D N\eoe T 10 - 5 + 5V3
\é\:\ )S/\zo" - +
X o +X% R + 10 +10V3
! |
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;‘*Pl ]
o1 / i
S/
I ';\ :
i/‘l//(_;\\\ i
=Y
. R% =100 + 300 = 400 —=| R = 20 Newton
R AP o1 SRS SN s |
L Bf= S T YD g |
k) X-comp. Y-comp.
L+Y —
| 8
%%"' T §V3
N BT 10
: ??\"X"\\ e 10V2
-x = 10 ")‘\\ N +X e +
Lo 7 | 5 iz
‘ ; R +3\/3 =35
~ 5 | \ }
AN ; Y
\\\ | A f _ >
h N m\ "’3\/3 T—‘)x X
\\\ i -X \_D\\ ’l
e m e — I X -3 \\
AN Y ~
*ey\l{ ~~~~~~~ R
T 52 - ,
— RTM =27+ 9 3% -—= R = 6 Newton
R < 3 1, 0
t = — = - 3V3 A= 0
1 g A _’_—3—\3 3\/3 = 33
A IIT. EVENVWICHT VAN KRACHTEN UIE OP EENZELFDE MASSAPUNT WERKEN.
Punt 1) {IDefinitie. Men zegt, dat enige op &énzelfde massapunt werkende

Punt 2)

l
i‘ krachten MET BIKAAR IN EVENWICHT ZIJN, (of elkaar in
,} evenwicht houden) als DE RESULTANTE VAN DEZE KRACHTEN
! NUL IS.

|

te gaan nu onderzoeken welk verband er tussen de grootten en de

richtingen van de op een mass apunt werkende krachten moet bestaan
opdat deze krachten met elkaar in evenwicht zullen zijn.,

We zullen eerst onderzoeken aan welke voorwaarden de krachtsvectoren
MEETKUNDIG moeten voldoen: opdat deze krachten met elkaar in even-
wicht zijn; daarna onderzoeken we de ALGEBRAISCHE voorwaarden.

De MEETKUNDIGE voorwaarden.

Geval T. TWEE op eenzelfde massapunt werkende krachten,
»w?? Opdat twee op eenzelfde massapunt werken-
AT de krachten met elkaar in evenwicht zijn

is nodig en voldoende, dat deze krachten:



130

19) GELIJK zijn van grootte, en
2°%) TEGENGESTELD ZIJN van richting.

Inmers, dan en slechts dan is de SOMVECTOR van deaze
krachten NUL.,

Opgave 38.
z Construecer de kracht die met de kracht 5 in even
(/////” wicht is.
™M
Geval TI. DRIE op eenzelfde massapunt werkende krachten.
- Gegeven: P en G zijn twee op eenzelfde massa-
I punt M werkende krachten.
/ Deze krachten masken een hoek @ (£ O,
ﬁa\ % 1800) met elkasar.
;@J_ ...... - Gevraagd: De kracht F zo dat de krachten E;.Q en
M met elkaar in evenwicht zijn.

Oplossing: Volg de tekst bij de figuren 1 en 2.

it _—
@ R ¢ R
rﬂ //’/i 4 %
’/ P ’ / ,
/ /// i ! \(\1/ ‘(/
’I,'J //,/ :' . // A !/
- e [y !
M Sl [P z
//
. e
flg. 1 H/fé

De krachten P en.Q hebben de
kracht R tot _resultante, d.w.z.
de krachten P en G fig. 2.
hebben SAMEN dezelfde
uitwerking als dc
kracht R ALLE i heeft.
De gevraagde } racht F moet dus
TN EVENGICHT ZLJN MET )

F is de gevraagde kracht,
Mcetkundige bijzonderheid:
De kracht F is
GELIJK EN TEGENGESTELD

RESULTANTE R VAN B iaﬂ %ﬁ re;ultante R van de
KRACHTEN P EE Q. rachten en

CONCLUSIE. Drie op ecnzelfde massapunt werkende krachten
zijn DAN N SLECHTS DAN met elkaar IN BVEL-
WICHT ALS TEN VAN DEZE KRACHTEN GELIJK EN TE-
GENGESTELD IS AAN DE bONVnCTOR VAN DE ANDERE
KRACHTEN,

Nadere bijzonderheden,

a) In fig. 2 is de krachtlﬁiookgge;ijk en tegengesteld aan de som—

vector van de krachten @ en ¥F; Q is ook gelijk en tegengesteld
aan de somvector van P en .

b) ALS DRIE OP EENZILFDE MASSAPUNT WERKENDE KRACHTEN MET ELKAAR IN
EVENWICHT ZLJH LIGGEN INZE DRIE KRACHTEN PERSE IN EENZELFDE
PLAT VLAK.

c) 3 q}jf De krachten A, B en C zijn met elkaar in
TTo T o evehwicht.,

. Passen we nu in de gearceerde drichoek de

' ginusrcgel toe, dan volgt:

A - B _ C
sin- sin# ~ sine

Dus:
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LA _ B _ C

Dus: sinek ~ sing ~ siny

Geval TII. VIER op ecenzelfde massapunt werkende krachten.

Opdat vier op cenzelide massapunt werkende krachtecn met

elkaar in evenwicht zijn 1is nodig en voldoende dat

DE SOIVECTOR VAT DRIE VAN DAEZE KRACHTEN GLLIJK EN
TEGENGESTELD Is iAWl DB VIERDE KRACHT,

Opmerking. De krachten behoeven nu NIET IN EENZELFDE
PLAT VLAK TE LIGGEN.

Geval TIV. VIJF OF MEER op ecnzelfde massapunt werkende krachten.

Voor evenwicht is nodig en voldoende dat LEN VAN DEZE
KRACHTEN GBELLJK AN T.GiNGESTELD 15 AAN DE SOMVLCTOR
VAN DX LNDERE KRACHTEN.

De cvenwicht makende krachten behoeven dan niet in cen-
zelfde plat vliak te liggen.

Punt 3) DE 4IGEBRAISCHE VOORWAARDEN.

Analoog aan de in deel A II punt 3)
bewezen stelling, geldt woor de resul-

7?12'“5 tante van enige niet in een plat vlak
Qﬂ\ . gelegen, op cenzelfde massapunt wer-
A kende krachten dat:
S Ry = 2Fy
;/ t Ry :
j . - X-as =3
?%”fwffgf; Ry = ey
/ Ry =31y
yoas B2 = g2 2 2

< RY‘ + RZ
Welnus De som van drie kwadraten is dan en slechts dan nul als elk
van deze kwadraten nul is.

CONCLUSIE., Opdat mecerdere (eventueecl niet in eenzelfde vlak
gelegen), op eenzelfde massapunt werkende krach-
ten met elkaar in evenwicht zijn, is nodig cen
voldoende dat:

énZszO‘énEFY=Oén2FZ=O

A TV, Ben massapunt onder invloed van mcerdere krachten.

In dit onderdeel willen we een overzicht geven van de toe-
standen van rust of beweging waarin cen massapunt kan verkoe-
ren als er op dit massapunt meerdere krachten®werken. In aan-—
sluiting hierop zullen we de kogelbaan behandelen voor het
geval dat er behalve de zwaartckracht nog andere krachten op

de kogel werken, [ Verondersteld wordt dat elk van deze
Punt 1) De mogelijke gevallen. *<;§§2%€E§g constant is van grootte en
Geval T. De krachten zijn met clkaar in cvenwicht (heffen clkaoar

1))

De resultante van deze krachten is dus NUL.
Overecnkomstig de IEERETE WET VAN NEWTON is het massapunt
dan OF IN RUST, OF HBET HEEFT BEEN BEENPARIGE RECHTLIJNIGH

BEUHEGING.
Geval TI. De krachten zijn NIZT in cvenwicht met elkaar.

-—>.
In dit geval is er dus ecn resultercnde kracht R.
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- Met betrekklng tot de beweging van het massapunt is het
R dus ALSOF LR SLLCHTS LEN KRACHT R OF HET NASSAPUNT WERKT.

" Het massapunt hGOIt den OVIEREENKOMSTIG DE TWECZDE WET VAN
"« NEWTON ALTIJD Eil VERSNSLLING DIS BEPAALD WORDT DOOR DE

. FORMULE: . N

“ R=m. o

CONCLUBSIE. Werken op ccn massapunt meerdere krachten die
elkaar NIET in eveawicht houden, dan heeft het
mesgapunt altijd EEN VERSNELLING.

Is R de resultonte van de gegeven krachten, den
volgt de versnclling uit de formules

—

e
R=mx a.

N?. Vraag: Welke beweging voert het massapunt dan uit?
Antwoord: Er zijn VIER MOGELIJKHEDEN :
1°) Het massapunt heeft GERN BEGINSNELHELD,

.
Het massapunt krijgt dan o.i.v. R cen
cenparig versnelde rechtlijnige bewe-
ging zonder beginsnelncid,

=& at° meter.

=
«

S =
t
O — e
27) vo en a maken met elkaar cen HOEK 0°.
i B o
R e Het massapunt krijgt dan o.i.v. R een
M & i cenparig versnelde rechtlijnige bewe-~
ging.,
j ] [4»)

St = +|vpol t + %}a!tz meter.

J——.

o) - 3
37) Vo en a moken met elkacr cen HOEK 180°.

-

e 1 Het massapunt krijgt dan o.i.v. R cen
a M A cenparig vertrangde rechtlijnige bewe~
£1ng ; >
s = +v It =+ - lalt™ meter.
O —> s 0 [e]
47) vo en a maken met elkoar een hoek # 0~ en # 180

De baan van het massapunt is dan
cen PARABOOL DIE

19) gelegen is in het vlak door
Vo €h X,

20) in O roakt aan VB, en

50) wanrvan de symmetrie-as even-
wijdig loopt aan- en gelijk
gericht is met de resultérende
versnelling a.

Punt 2) De kogelbaan voor het geval, dat er op de kogel BEHAILVE DE Z{WAAR-~
TEXRACHT nog een andere kracht werkt.

‘e zullen deze theorie behandelen aan de hand van getallenvoor-
beelden.

Henric van Veldeke College
Maastricht.
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Opgave 38.

.y Fen kogel (gewicht 4 kgf ) wordt van-
> uit een punt O op een ho%ggé van 200 me-
vy =30 sec., ter boven de grond VERTICAAL OMHOOG ~
‘ F_hutkWqu0690ﬂoten net een beginsnelheid van 30 m.
0 per sec.
-X 4 ” +X  Tijdens de beweging werkt op de kogel be-
' halve de zwaartekracht nog een constante

' HORIZONTAAL gerichte kracht van 40 Newton.
200m \ 2 P, = 10 /Seoz
Zztikgly e

Gevrasgd: a) Welke beweging voert de ko-

= gel uit in HORIZONTALE rich-

T tTing.

Antwoords In horizontale richting werkt op de kogel de kracht T van
40 Newton. Deze kracht geeft aan de kogel dus een HORIZON
TAAL gerichte versnelling.

40 = m.ay, |
or. >
De kogel weegt 4 kgfp p 5 dus m = 4 kg® |

e — - - =

Dus: B
4’0 - 4‘.ahor.

- n 2
Dus 8yop. = 10 “/sec<,

In horizontale richting hceft de kogel GEEN beginsnelheid.

~Conclusie. De beweging van de kogel in horizontale rich-
tTing is eenparig versneld zonder beginsnclheid.

Gevraagd: b) Welke beweging voert de kogel uit in VERTICALE richting?

Antwoord: In verticale richting werkt op de kogel allecen de
zwaartekracht 7 van 4 kgIT p. (= 40 NEWTON) .

Deze zwaartekracht geeft aan de kogel de valversnelling
ter plaatse, dus gm _p,» Deze is in grootte 10 B/sec?

en is naar beneden gericht.
De kogel heeft een verticaal naar boven gerichte begin
snelheid.

Conclusie: In verticale richting is de beweging cenpa=
rig vertraagd met beginsnelheid + 30 M/sec
en versnplllng - 10 M/gec=.

Gevraagd: c) Stel de plaats— en snelheidsfuncties op in de horizon-
tale en de verticalec richting.

Oplossing: We kiezen de oorgprong in O; de + X-as in
de richting van F en de —Y—as in de rich-
ting van gT P.

X-richting. Y-richting.
v% =0 3 ay = 4+ 10 M/sec?. vy =+ 30 m/sec;aY =-JO%%2
Dus: Dus:

Xt = 4 5t meter = + 30t - 5t2 meter

d—<:v—<‘. d"'—<

v = + 10t ®/sec. =+ 30 - 10t */secc.

Gevraagd: d) Welke baan beschrijft de kogel in het XOY vlak?
Schets deze baan.

Antwoord: Indien we uit de plaatsfuncties de tijd zou-
den elimineren, zouden we in wiskundige moeil-
lijkheden komen.

Om uit te maken welke baan de kogel nu be-
schrijft in het X0Y-vlak, moeten we anders
te werk gaan.




134,

Recept (D We bepalen de resultercnde
beginsnclheid v.d. kKogel
t.0.v. het XO0Y-vliak. Deczc

is vd .
(2) We bepalen de RESULTERENDZ
VERSNELLING v.d. Yogel T 400

v. het XOY-vlak. Dit is de
vectoqﬁ_ .

Gevraagd: e)
Oplossing:

Gevraagds: f)
Oplossing:

Opmerking:

Gevraagd: g)
Oplossing:

a = g + g
res hor ST.P.

, Nz, (3 WE KIEZEN NU EEN HULPCOCR
T DINATEN-STELSEL:
S SN De oorsprong in 0; - Y'as

v R in de richting van argss

A We ontbinden v in eecn com
v A ponent langs de Yias en
. cen component lYlas. ile
A kiezen de + X'as in de
richting van de laatstgce-

noemde componcnt van VO .

Langs de X'as is de beweging van de kogel EENPARIG;
langs de Y'as ecnparig vertraagd.

-y

Conclusie., De baan van de kogel in het bewegingsvlak
is is EEN PARABOOL, DIE:

1 ) in G raakt aan de beginsnelheid van de
kggel t.0.v. het beweglngsvlnk (dus aan
), en waarvan

20) de symmetrie—as evenwijdig loopt aan-
en gelijk gericht is met de versnelling
van de kogel T,0.V. HET BEWEGINGSVLAK
(dus // ares)

Opmerking. Ten opzichte van het XOY codrdinatenstelsel
is de baan van de kogel dus EEN SCHEEFLIG~
GENDE PARABOOL; t.o0.v. het X'0Y'-coord.
stelscl is deze baan BN (RECHTLIGGENDE)
BERGPARABOCL.,

De maximale hoogte van de kogel boven de grond.

Deykogel bercikt de grootste hoogtce boven de grond als
v =0
t L]

dus als 0O = + 30 - 10t —ti= 3 sec.
Dan is: YE = 4+ 90 - 45 = + 45 mn.

De hoogte boven de grond is dan + 45 + 200 = 245 meter.
De X-codrd., van het hoogste punt boven de grond.

3 = 5x 9 = + 45 meter,

+ 45 meter 7 Dus Y3 X3

i
3 + 45 meter j Dit punt moet dus liggen op de 113n
Y =X, d.i. de X'as, want /¥ = 450,

Conclusie. In M (zie fig.) bereikt de kogel de groot-
ste hoogte boven de grond

De snelheidsvector in M.

. grootte vX = + 30 %/sec. |
sEeetle -
. LA ro3

e

v5 : VB -
richting //

F
0
)
0
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Gevraagd: h) Op welk tijdstip is de snelheid v.d. kogel minimaal?

Oplossing:

In de top van de parabool, want dan is v¥?= 0.
In dat punt loopt de snelheidsvector Y+ Xlas.

Daar in deze opgave de X'as een / 459 met de + X-as maakt, moet

de snelneidsvectgr iﬁ;de top dus ook ecen / 450 maken met de

+ X-as, d.w.z. Ve o=

Vi
+10t = 30 - 10t

!
Pt o= % sec,

Gevraagd: i) De codrdinaten van de top.

Oplossing:

Gevraagd: J)

Cplossings:

Gevraagd: k)

Oplossing:

- _ 2 _ -
Kl,S = 5.4 = 11,25 meter.

| I = e

nog= 30.3 - 5.2 = 322 = 33,75 neter.

Op welk tijdstip treft de kogel de grond.

De Y- codrd. van het trefpunt is - 200

Dus: =-200 = + 30t — 5t°

Dus: 5t= - 30t — 200 = O
tT -~ 6t - 40 = 0—=(t - 10)(t + 4) =0
tl = + 10 scc.

t, = - 4 sec (heeft geen betekenis, omdat de
kogel op t = O wordt opgescho-
ten).,

De coOrd. van het trefpunt met de grond.
X = + 5.100 = + 500 meter. ]

Y = = - 200 meter. j

Gevraagd: 1) De trefsnelheid met de grond.

Oplossing: Grootte: V§O = + 100 ®/sec.
vio =+ 30 - 100 = - 70 Nsec,
@ ~ e 220y T -
Cﬁ\ T&“W&L V0. dus vy =\}lOO2 + 702 = lddl49 ™/ sec.
N
_;D“Y\—__.. Ny RiCh’tiﬂgZ - —'70 - __'Z_
) o bt ¢ =300 = 10
6 in 4° kwadrant.
Opgave 39. i
Ten kogel (gewicht 5 kng P ) wordt
vanuit een punt O op de ~°° " grond
Y o onder een elevatiehoek % = 45° opge-
- G@_Nww;vb schoten met een beginsnelheid van
K s & 80V2 M/sec.
N, 7 P Tijdens de beweging boven de grond
(] 3y e werkt op de kogel een kracht i net
NN ; CONSTANTE GROOTTZE en CONSTANTE RICH-
X g, M a o +x TING: De grootte van deze kracht is
X c 50 Newton; de richting van deze kracht
maakt met de horizontale component van
Vo cen stompe hoek waarvan de tangens
bk S & is. De verticale componenten van
“=ahghne K en Vo zijn gelijk gericht.
-y 8p p., = 10 /sec?,



136,
-
Gevraagd: a) Kies de + X-as in de richting van VX; de - Y-as in de
richting van Z.

Bepaal de¢ X- en {- componenten van v, en X.
Oplossing: |
X - richting. g Y - richting.
|
pd | . m
V, =V cos. A= + 80 m/sec.§ VZ = V051n4%= + 80 “/sec.
K* = K cos. = ~ 40 Newt. | XY = K sing = + 30 Hewt.

Gevraagd: b) Welke beweging voért de kogel uit in de X-richting?
Oplossing:

De kogel heeft in de X-richting cen

~4ON. +80'/s  beg insnelhcid van + 80 M/sec.
< - Ln de X-richting werkt echter op de
X ay ° kogel nog ecn kracht van 40 Newbon,
negaticef gericht,
KX = m.a,
De kogel weegt 5 kgfn p. 3 dus m = 5 kg*
Dus: _
- _ My a2
a, = -8 /sec=.

Conclusie: De beweging in de X-richting is een cenpa-
rig vertraagde bow %1ng %et beginsnelheid + 80 M/scc.
en versnelling - /sec

Gevraagd: c) iWelke beweging voert de kogel uit in de Y-richting?

Oplossings

In de Y-richting hecft de kogel een begin-
Y snelhcid van vy + 80 /sec.

>y In de Y—rlcntlng werken er nu TVEE KRACHTEN
AYe  op de koggl n,l.:

Ky3081©) %y positief gericht, dus KT = + 30 Newt.
2 ) 7 negatief gericht; 72 = - 5 10 = - 50N.

O 1 —-5'
De RESULTANTE van en Z is dus ecn kracht
R die NEG.TIEF gergcht is en 20 Newton
‘y groot is.
o Puss R, = - 20 Newton.
z (-50N) _
Ry = m.ay
-y b 20 = 5.ay
| Moo, |
= ~ 4 secc. |
" faee™ |

Conclusie: In de Y-richting voert de kogel ecn eenpa-—
rig vertraagde bewcglng uit met beginsnel-
heid vy‘ + 80 B/sec, en versnelllﬁg

a. = - 4 /sec?.
J
Gevraagd: d) Vul hot onderstaande vergelijkingen-schema in,
intwoord: C . .
st 4y X - richting. Y - richting.
o) " : m
w3 =+ 80 ec. Vg = "/sec. VZ = /scc.
o - m, 2 _ m 2
; a, = /scc a. = /sec
a}’“an o 'lfz\(:-baonysec X y
-X = +X Xy = ~ meter | Y, = -  mcter.
dy ==L Yeec?
- ., Y - R
.vi = /sec.|vy = /secc.
Opnerking,




Gevraagd: e)

Oplossing:
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Opmerking. De vragen a, b ¢hn ¢ dienden
allecen om dit vergelijkingen-schema voor
te bereiden.

Bij de sommen beantwoordt men dcze vra-
gen TOP KLADT en begint de oplossing

CIN HET NETY mot dit vergelijkingen-—
schema.,

Welke baan beschrijft
bSchets deze baan.

de kogel IN HET XOY-vlak.

+y We volgen wecr het recept:
(Die bepalen de resulterende
beginsnelheid v.d. kogzgel
t.0.v, het XOY vlak,
Deze is Vj.

. s
; \ N
2 N \\,5.,0

(@ie bepalen de resulbercnde
VERSNELLING v.d. kogel

ot o 39’ t.0.v., het X07 vlak.
;ﬁ%ﬁﬁﬁ _ R Deze is 5;68 :'§£ +?;Y
_x/, i Y e
o s ** (9ie bepalen HET HULPCOCRDI-
-7 Cugs ATENSTELSEL X'0Y' zo,dat
- "\ ﬁ}es langs de - Y'as valt
- \ en de beweging langs
P y de + X-as eenparig 1is.
-Y
Conclusie: De baan van de kogel in het X0Y-vlak is

Gevraagd: )
Oplossing:

Gevraagd: g)
Oplossing:

Gevraagd: h)

een PARABOOL,

die in O raakt aan de vector van de resul-

terende beginsnelheid en waarvan de symme-

tric-as evenwijdig loopt aan- en gelijk ge-
richt is met de vector van de RESULTERENDE

versnelling.

De codrdinaten van de top van deze parabool.

In de top loopt de snelheidsvector / + X'as.
tg /* = 4. Dus de tangens van de hoek diec de + X'as
maakt met de X-as is - 2.
In de top van de parabool is dus vz = - 2v¥
Dus: 80 - 4t = - 160 + lot
240 = 20t —t = 12 sec.
Hieruit volgt: Xtop = X12 =
ltop = YiZ =
De snelheidsvector in de top van de parabool.
3 s X _ X _ - m
Grootte: Vtop = V], = 16 “/sec
A —_— L7
| Vtop = Vio — = + 32 /sec
e ,g . — /‘2_'_ ~e - I 1]
Vtop < Dus Viop = [16= + 32 = 16V5 “/sec
Richting: Maakt met de + X richting een stompe
hoek waarvan de tangens - 2 1is.
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Gevraagd: h) Op welk tijdstip loopt de snelheidsvector // Y-as.

Oplossing:

Gevraagds
Oplossing:

i)

Gevraagd: j)

Oplossing:

Gevraagd:
Oplossing:

k)

Gevraagds 1)

Oplossing:

Gevraagd:

Oplossing:

m)

Op dat tijdstip is v% =0
Dus O =
£

]

10 sec.

De snelheidsvector op dat tijdstip.

f Grootte: vi,. = O |
R 10 ;VlO 40 Ys.,
V10 < v = = + 40 /s

0 3 10
| Richting: // + Y-as.

De maximale hoogtc boven de grond.

In het hoogste punt boven de grond is vz =0
Dus O =
t = 20 sec.

Dus hmax = Y2O = = + 800 neter.

De codrdinaten van dit hoogste punt.
X5q = 1600 = 4,400 = O 1 Dus punt M

Y = = + 800 meter | (Zie Tig.)
20 d

De snelheidsvector in M.

m Groottos V%O = - 80 /S
>VN - 80 /S&,C.

= J -
Vi Vo0 T O j

Richtings / - X-as.

in Welke richting had de kracht K moeten werken opdat
de baan van de xogel een halflijn gewecst zou zijn?

De baan in het X0Y-vlak is dan

en slechts dan cen halflijn als

Vo &n arcg langs dezclfde 1ijn

+y v vallcn,
e Daar Tpeg gelijk gericht is met
AL de resulterende kracht
e R=7+K,

y zal de kracht K dus z0 gericht

s moeten zijn, DAT DI RESULTERENDE

Gevraogds

n)

7o +x  KRACHIVECTOR R IANGS DE DRAGER

o VAN VECTOR Vo VALT.

ile moeten dus cen parallelogram

J = construeren waarvan O cen hoek-

"o 2 punt is, de diagonaal langs de

1lijn 00' wvalt, vector Z ecn zij-

de is en de andere zijde de
grootte K heeft.

QDWG moecten dus vqnult het punt P (zie fig.) ecn 1lijn
stuk ter grootte van K omcirkelen op de 1lijn 00, en
dan

(Bhet parallelogram aftekenen.

Daar K = Z en / « = 45° moet L P = 90°.

Conclusie. Opdat dc baan van de kogel ccin halflijn goe-
wcest zou zijn, nad de kracht K cvenwljdig
mocten lopen aan de - ~— X-as.
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-

Gevraagds n)_%ﬁel, dat noch dec grootte noch de richting van kracht
gegeven was, dan waren er blijkens bovenstaande con-
structie oneindig veel krachten'ﬁrmogelijk waarbij de

baan van de kogel een halflijn is.

Bepaal de¢ grootte cn de richting van de kleinste von
alle mogelijke krachten K.

Oplossing: Loat in voorgaande figuur vanuit P de loodlijn neer
op de 1ijn 0O0'. cnz.

Decel B van § 11.

Het samenstellen van twee krachten die op een STAR lichaam werken.

Inleiding.

Punt 1) Het begrip STAR LICHAAM in de mechanica.
Natuurkundig verstaat men onder een VAST LICHAAM, een lichaam waar-
van de moleculen een vaste plaats t.0.v., elkaar hebben. Oefent men
op zo'n lichaam een kracht vit, dan ondergaat dit lichaam altijd
een (kleine) vormverandering.

Als men IN DE MECHANICA over een vast lichaam spreekt, bedoelt men
een lichaam DAT VOLOTREKT ONVERVORMBRAR IS.

Het vaste lichaam uit de mechanica is dus een IDFALISERING van het
natuurkundig vaste lichaam. Om deze idealisering aan te duiden
noemt men een vast lichaam in de mechanica een STaR LICHAAM.

Punt 2) Men zegt, dat een kracht OP EEN LICHAAM werkt, als ze werkt op EEN
van de massapunten (de moleculen) waaruit het lichaam is opgebouwd.
Dit punt noemt men HET AANGRIJPINGSPUNT van de kracht.

Punt 3) — In nevenstaande figuyur is A het aangrijpings
A r punt van de kracht F. De LIJN door A en F

v

noemt men DE DRAGER of DE WERKLIJN van de

kracht F.
Punt 4) AXTIOMA., In nevenstaande figuur zijn P en § twee op

eenzelfde star lichaam werkende krachten
met dezelfde werklijn, dezelfde grootte,
maar met tegengestelde werkrichtingen.

De ervaring leert, dat deze krachten GEEN
VERANDERING VEROORZAKEN IN DE TOESTAND VAN
RUST OF BEWEGING VAN HET LICHAAM: .
Deze krachten houden elkaar dus in evenwicht
(heffen elkaar op).

Het doet hierbij niets ter zake of het star-

re lichaam MASSIEF of HOL is.
Dit ervaringsgegeven zullen we beschouwen als een EMPIRISCH AXTOMA:

{1 TWEE LANGS EENZELFDE LIJN OP IEEN STAR LICHAAM WERKENDE, EVEN
H GROTE EN TEGENGLSTELD GERICHTE KRACHTEN MET VERSCHILLENDE AAlN-

|| GRIJDINGSPUNTEN, FOUDEN ELKAAR IN EVENWICHT.

Punt 5) STELLING. De uitwerking van cen op een star lichaam werkende
kracht verandert niet, ALS MEN DIE KRACHT LANGS HAAR
WERKLIJN VERPIAATST,

Bewijs. In het punt A van een star lichaam
g - grijpt de kracht ¥ aan.
g 4B, P A, F In ecn willekeurig punt B VAN DE
! ’ WERKLIJN VAN KRACHT F laten we
STAR // twee gelijke en tegen esteld.ge—
LICHAAM richte krachten P en { aangrijpen,
\\\\~_~/;//// DIE BVEN GROOT ZIJN ALS KRACHT F

en dezelfde werklijn hebben als F.
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i

De ﬁrachten-ghenjz heffen elkaar op do drle kracbtcn EL

e I R

F ALLEEN
Ve kunnen, volgens het, empirisch axioma, echter ook zeg-
gen, DAT DE KRACHTEN F EN @ ELKAAR OPHEFFEN: De krachten
¥, P en Q HEBBEN SAMEN DUS DEZELFDE UITWERKING ALS DR
RRACHT - ATTEEN.

DE KRACHT P ALLEEN HEEFT DUS DEZELFDE UITWERKING ALS DB
KRACHT E.ALLﬁEN

CONCLUSIE, De uitwerking van ecn, op een star
lichaam werkende kracht verandert
niet, ALS MEN DEZE KRACHT LANGS HAAR
WERKLIJN VERPLAATST.

B I, Het samenstellen van twec op ecnzclfde star lichaam werkende
krachten NiET DEZELFDE WERKLIJN.
Gegeven: De krachten ﬁ'en'a heb-
ben dezelfde werklijn.

Gevraagd:De resulterende kracht.

Oplossing: We mogen dec krachten
LANGS HUN WERKLIJN verplaatsen:
vic verplaatsen kracht Q@ langs
haar werklijn zd dat A het aan-
grijpingspunt wordt.

Het probleem is dan Teruggebracht
tot het samenstellen van twee IN
EENZELFDE PUNT AANGRIJPENDE KRACH

. TelN,
Hun resultante R is dus:
— -3 —_
R=P+ Q.

B I1. Het samenstellen van twee op cenzelfde star lichaam werkende
krachten WAARVAN Di WERKLIJNEN ELKAAR SNIJDEN.

Punt 1) De constructic van de resulbante,

o Gegeven: E (aangrijpend in A) en
O AL Q Q (aangrijpend in B) zijn
VN twee op een star lichaam
5 ) N7 werkende krachten.
q Y De werklijnen van deze
/ \\ir' AN krachten liggen in het
/ ;ﬂka N vlak van tekening en SNIJ
o RE DEN ELKAAR IN O,

Y ‘iR Gevraagd:De resulterende kracht,
i N d.w.z. de kracht die de-
S \ p zelfde uitwerking hecft

% N > als de krachten P en Q

R ¢ SAMEN hebben.

S
v

Constructie. \

CDfHe verplaatsen de krachten ﬁbenf§:langs hun werklijnen naar O.

Volgens het verplaatsingsaxioma hebben de in O aangrijpende
krachten P en Q dezelfde uitwerking als de in A resp. B aangrij-
pende krachten P en @.

C)we construcren de resultante R van de in O aangrijpende krach-

ten P en Q.
R ALLERN heeft U dozelfdo ultwerklng als de 1n 0 aangrlgpunde

AANGRTIJPENDE KRACﬂ”EN ha) EN 3.
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CDWe verplaatsen de in O aangrijpende kracht E langs haar werklijn
z0 dat C het a2NgT1 JPLASSPUNT WOTdT.

De in C aangrijpendc kracht R ALLEEN heeft nu dezelfde uitwer-
king op het starre lichaam als de in A resp. B aangrijpendec
krachten P en Q SAMEN hebben.

CONCLUSIE. De in O aangrijppﬂdg krachtﬂﬁ'is de resul—

krachten P'op g

N
Opmerking, We zijn natuurlijk niet VERPLICHT om de kracht R in
punt C van haar werklijn tc laten aangrijpen.
Het is wel gebruikelijk om £ als het azangrijpings-
punt te beschouwcn,.

Benaming, C noemt men HET MIDDELPUNT of HET ZWAARTSPUNT van de
in A resp. B aangrijpende krachten P en §.

Punt 2) Gevraagd: Fen mectkundige bijzonderheid van het punt C.

Antwoord: De gearceerde driehoeken I en II
¢ zijn congruent cn hebben dus HET-
5 ZELFDE OPPERVIAK,
Dus: #2 x p' = 2Q x q°
Dus:s Pxp' = Qxq’
of: P:Q = q': pf
Maar: q'ep' =4q D
Dus: P :Q = q:0p
Dus: | P -
' Pxp = 9xq | ey

I Conclusie, Het punt C verdeelt het llanstuk.AB |
| in twee stukken AC en CB zo, dat
opp. 4(C4A,P) = opp. a(CB,d)

i
L

Punt 3) Om deze conclusie gemalkullakcr onder woorden te kunnen brengen
heeft men in de mechanica een nieuw begrip ingevoerd, n.l.:
HET MOM&NT VAN EEN KRACHT 7.0.V. EEN PUNT.

Geval T Geval T1
/_/ '
& / /< ;
< A T ~
o //\ 7 7 >/' b N ™
AN AN / ANN \
,'/7/ N o -/ e '
7 KON LN ” a N
// \\ “ 2% - Vs % "N 3y
/ T ©) N
a < a | ~ro ‘
[ \.;I\. g"' 7 B i
i) 20/ Ve
/ \ Y % N
A . ;aw \‘{( . “O 4
. &
" o Negep 9¢
- _ e

In bovenstaande figuren stellcn Fl en'fé krachten voor diec langsde
getekende werklijnen op cen vast lichaam werken. O is een willekeu-
rig punt in het vlak van tekening.



Benamingecn: 1)

”)

De lengte van de loodlijn
van de kracht necrgelaten
T.0.V. HET PUNT O,

Zou het punt O VAST zijn,
O kon draaien, dan zou de
het vlsk van tekening een
geven, en de kracht Fp in
TEGEN Dg KLOK IN,
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a vanuit @ op de werklijn
heet Dk aRM VAN DE KRACHT

zodat het vaste lichaam om
kracht Fp in geval T aan
draaiing MET DE KLOK MEZ
geval II een draaiing

Welnue ien draaiing MeT DE KLOX MEE zullen we POSI-
TIEF, ccn draaiing TEGEN DE KLOK IN NEGATIEF

noemen.

DEFINITIE,

ONDER H&T MCOCMENT VAN EEN KRACHT T,0,V., BEN PUNT
VERSTHAT MEN HET PRODUCT VAN DE KRACHT EN DE ARM,
ET IN-ACHT-NAME VAN HET TEKEN.

HET MOMENT Is POSITIBF, ALS DE DRAAIING VAN DE
KRACHT T.0.V., HET PUNT POSITIEF IS; HET MOMENT
I5 NEGATIZEF, ALS DE DRAATIING VAN DE KRACHT T.O.V.

nF
s

EsT PUNT NEGATIEF IS.

Notatie. Het moment van een kracht t.o.v. een punt wordt aangeduid
met de hoofdletter M.

Dimensie. De dimensie van M is Newbon x meter.

Opgave.

M=o+

FtovO

Fxm

o - »
uf‘f'{ {? ! N
. Q\/‘ / S a
‘G ¢ ¢} T N
a i N 5“ y .’/ yJ\’ = ’g/)~ % /”
F ' Ve, /R % /.
/’i,»_ . \/: /‘*;/‘ R e f\/}’ F—‘?
;/\‘/r\ § R wf o
~Ea / /S
/ ‘2 / /
/ 4 /
\.\') /
M= - Hxm| M = Nxm; M= Hxm
= .
FtovO Itov0 FtovO

Opmerkingen. a) Bij het bepalen van het moment van een kracht t.o.v.

een punt, moet
19) het teken;

men dus op DRIE dingen letten:

2% de grootte

o van de kracht;
37) de grootte

van de arm.

DE LIGGING VAN DI KRACHT OF DE WERKLIJN DOET NIETS
TR ZAKE.

De grootfe van het moment van de
kracht F t.o0.v. het punt O =

2 x Opp. A (0,F)

Uit de meetkunde weten we dat
OPE%;&(O,ﬁ) niet verandert, als
we I langs haar werklijn verplaat
sen.,

¢) Het moment van een kracht t.o.v., een punt is NUL,

Punt 4)

als:
17) de grootte

20) de grootte van de arm nul is; dus als het punt
O op de werklijn van de kracht ligt.

van de kracht nul is,
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Punt 4)
, RS In punt 2) wonden we voor de ligging
- p N van C op AB de bijzonderheid:
S 2 Pxp=Qxq D
/ \ .
/ \ ~ “ie kunnen deze vergelijking nu
—V \ - . Schrijven als:
" \ ¢ — /
- Pp +Qq =0 @
.
[
N -— = = -7 . PP S
418 Pp Mvan P t.o.v. C | Ult vergelljking @ volgt dus, dat
4+ Co = It - > het punt C zo'n ligging heeft op AB,
v van ¢ t.o.v.e C | dat
- I + M =0
P £.0.v.C Q t.0.V.C
CONCLUSIE. Het middelpunt C van de in A resp. B aangrijpen-

de krachten P en z
stuk AB dat de alﬂebraische som van de momenten

van de krachten

ceft zo'n ligging op het lijn

_,.»

en 5 t.o.v. C gelijk is aan NUL

Benaming. Deze stelling zullen we DF MOMENTENSTELLING noemen.

B 1II, Het samenstellen van twee EVAN TJDIGE GELIJKGERICHT .

krachten.

Punt 1) De constructiec van de resultante.

@ In A resp. B grijpen de
evenwl jdige krachten P
en @ aan.

Tle laten in de punten A
en B twee gelijke en te-
gengesteld gerichte
HULPKRACHTEN H aangrij-
pen waarvan de werklijnen
langs DE LIJN AB wvallen.

De andere

de andere component van ?2 is dan gelijk en / Q.

(5) Daar de in O aar

De kracht R,

9

CONCLUSIE

component van ﬁi is dan gelijk

Rl en R2

We verplaatsen Rl en Rg
langs hun werklijnen naar
het snijpunt O.

ile ontbinden de in O_aan
grijpende krachten Rl en
R» elﬁ in twee componen-—
ten zd, dat de H &an
component wordt.

en // P;

ngrijpende krachten P en Q sa menvallen, heceft de
resultante van deze krachten dezelfde richting als P en Q, en is
de grootte van deze resultante gelijk aan:

Je verplaatsen deze resultante langs haar werklijn naar het punt C.
. die in C aangrijpt,
in A resp. B aangrijpende krachten P

hekft dgzelfde uitwerking als de

P en § SAMEN hebben,
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CONCLUSIE.‘E:is_Qe resultante van de evenwijdige krachten
Poen .
- Groottes R =P +Q
R < e
é Richting: R /P /
Punt 2) STELLING, AC ¢ BC = Q ¢ P
In woordens Het aangrijpingspunt van de resultante ver-
deelt het verbindingsstuk der aangrijpings-
punten INWENDIG
in stukken DI& OMGEKEERD EViNREDIG ZLJN met
de aangrenzende krachten.
Bewijs.
AACOwA I ->AC 3 OC = H s P—~AC x P = OC x H]|
NBCOwAII—>BC : 0C = H : Q—>B0 x Q = 0C x H]J
Dus: AC x P = B xQ
Dus: | g
L AC 2 BC = Q s P |
CONCLUSIE. De resultante van twee IVENWIJDIGE GELIJKGERICH

TE krachten loopt evenwijdig aan- en is gelijk
gericht met de gegeven krachten, en is in groot
te gelijk aan de rekenkundige som van de twec
gegeven krachten.

Het aangrijpingspunt van de resultante verdeelt
het verbindingsstuk der aangrijpingspunten van
de gegeven krachten INWENDIG in stukken die Ol-
GEKEERD EVENREDIG zijn met de aangrenzende
krachten.

Punt 3) Eenvoudige constructie van het punt C.

6o AC:BO=Q :F
(e P ,/\'T/./H/ N .
a7 . R Getallenvoorbeeld,
e L N
! @ | ;] Gegevens P = 2 Newton.
7 / / Q = 4 Newton
oY S & AB = 0,12 meter.
3/ / Gevraagd:R, AC en BC
u'i ¥ ’;;5
fl”/.f’ ¥
\" ™
Oplossing: R =P + @ =2 + 4 = 6 Newbon.
AC ¢ BC =4 ¢ 2
(AC+BC):(4+2) = AC ¢ 4
0,12 : o6 = AC : 4 —= AC 0,08 meter

Deel B 1IV.

BC 0,04 meter
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Deel B IV, Het samenstellen van twee EVENWIJDIGE TEGENGESTELD
gericnte krachten van verschillende grootten.,

Punt 1) De constructic van de resultante,

In A resp. B grijpen dc even-
- wijdige en tegengesteld gerich
éQ te krachten P en § aan.
/ / We nemen aan, dat deze krach-
/ ~ o e Ten NIzET GELIJK VAN GROOITH
/ ) z1ljn.
(m) /Q-ng stel, dat de ikracit C groter
"7 is dan de kracht B. ~
NS e T e ontbinden de kracht g in
/ AT T twee BVENWIJDIGE GELIJKGERICH-
. \\\« T% RRACHTEN: Een van deze
F S krachten grijpt aan in A en is
N gelijk en tegengesteld aan de
gegeven kracht P; de andere
kracht is dan in grootte gelyk
aan @ - P, Het aangrijpingspunt C van deze kracht moet nu OP DE
HALFLIJN AB-—¢sliggen, en wel zd, dat AB ¢ BC = (Q — P) ¢ P
De gegeven krachten P QQ_O hebben nu SAMEN dezelfde uitwerking ails
de krachten P, B1 en (§ - ).
Van deze dr;gwhcffen de krachten P en Pl elkaar op, zodat alleen
de kracht (3 - P) overblijft.
De gegeven krachten P en @ hebben SAMEN dus dezelfde uitwerking
als de kracht (ﬂ = ﬁ) ALLEEN heeft,

.....

2

Punt 2) Berekening van R, AC en BC.

— De grootte: R =¢ -~ P.

i lDe richting: R loopt evenwijdig aan- en is gelijk-
[ zericht met de GROOTRSTE van Je gegeven
| krachtcn.

Het aangrijpingspunt C:
AB ¢ BC = (Q - P)
(AB + BC) : (Q =P + P)
dus: AC : Q
Dus:

BC ¢ P
BC s P

I

|AC:BC=Q :P |

/! Conclusies Het punt C ligt op HET VERLENGDE AAN DE KANT
I VAN DE GROOTSTE KRACHT van het lijnstuk AB,
! en verdeelt het 1lijnstuk AB UITWENDIG in

! stukken die OMGEKEERD EVENREDIG ZIJN met de
t aangrenzende krachten.

fenvoudige constructie van het punt C.

pe ;
Y = t
/A | AC ¢ BC =@ ¢« P
[ |
AT / |R=g-P
A B AR/
l” L\\‘ ;\\'\\,{'j 7 ‘
P RN Sy
& T T -



Getallenvoorbeeld:
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analyse. Gegeven: P = 5 Newton.
. @ =17 Newtcn.
P AR = 0,24 meter.
T Gevraagd: R; AC en BC.
Oplossing: )
Grootte: R = 17 - 5 = 12 Newton.

;
e
R 4

i

L.

Aangrijpingspunts

(AC - BO)
0,24

ZINDCONCLUSIE van de delen

Richting: evenwlijdig aan en gelijk
gericht met‘g.

AC : BC =17 ¢ 5

(17 - 5)
12

BC
AC

BC
0,10 meter
0,24 + 0,10 = 0,34 m.

)

IIT en B IV.

R//P// Qs gelijk gericht

R=P +Q
AC : BC =Q : P
Deel B V  TWEE GELIJKE,

R // en gelijk gericht met de
grootste kracht, dus Q.

R=9Q -P
AC ¢+ BC=Q ¢ P

LVINJIJDIGE EN TEGENGESTELD GERICHTE

KRACHTEN ¢ KOPPELS.

Punt 1) Het begrip KOPPEL.

=

P A

A 7(

/

E?cﬂlzf zijn twee op eenzelfde star
lichaam werkende krachten, waarvans
1°) DE GROOTTEN GELIJK ZIJN.

20) DE WERKLIJNEN EVENWIJOIG LOPEN.
3°) DE RICHTINGZN LANGS DE RSP,

WERKLIJNEN TEGENGESTELD ZIJN,
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IN DIT GEVAL KUNNEN DE TWEZ KRACHTEN
NIET
DOOR EfN ENKELE KRACHT VERVANGEN WORDEN.

- Dit tweetal krachten gecft aan het starre lichaam dan ook
GEEN VOORUITGAANDE BEVEGING (of TRANSLATIE)

zoals cen enkelvoudige kracht doet, maar

ZEN DRAATENDE BEWEGING (of ROTATIE) OM

HET ZoAARTEPUNT VAN HET LICHAAM.

Dit wordt bewezen in de hogerce mechanica.

TEGINGESTELD GERICHTE KRACHTEN noemt men

i Benaming. Zo'n samenstel van TWEE GELIJKE EVENWIJDIGE EN
‘ IEN KOPPEL.

Opmerking. Uit het feit, dat de krachten van een koppel niet door
EFN enkele kracht kunnen vervangen worden, volgt ook,

dat het niet mogelijk is om een koppel door é&én enkele
kracht in evenwicht te houden.

Punt 2) STELLING. De ALGEBRAISCHE SOM van de momenten van de krachten van
een koppel heeft t.o.v. IEDER PUNT IN HET VLAK VAN HET
KOPPEL dezelfde ALGERRAISCHE WAARDE.

Het teken van deze algebraische waarde geeft de DRAATI-
RICHTING aan van de draaiing die het koppel aan het
starre lichaam geeft.

Bewljs: zie blz. 148

Henric van Veldeke College
Maastricht.



Bewijs:
Geval I; draaiing <E>

M -
MV&nPtOMX

M =y - =
“vanQ tovX

=+ P,AX
- «BX

M? -+ M@ =+P.AX - 9.BX
= P(+AX - BX)
= P(+AB)
= +P.AB

Jeze ultkomst hangt NILET af
van de ligging van punt X.

De positieve waarde van deze
uitkomst komt overeen met de
positieve drasiing die dit
koppel aan het vlak wil geven.

1d4¢
15.

Geval II: draaiing <§>

/

F /

/ /

/j _’i

AR
/'/ o hd X
MvadgtovV = - P.AX
MvaﬂitomX =+ Q.
—+

) Ml Wil =g - - n‘ {Do?
Mg + g P.AX -+ Q.BX

= P(-aX + BX)

= P(-AB)

= -P,AB

Deze uvitkomst hangt NIET af van
de ligging van punt X.

De negatieve waarde van deze uit
komst komt overeen met de nega-
tieve draaiing die dit koppel
aan het vliek wil geven.

Conclusie: De alg gebraische som der momenten van de krachten van

een koppel heelft t.

0.Vv. ieder punt in het vlak van het

koppel deczelfde algebraische waarde.

Het teken van deze

algebrdlsohe waarde geeft de DRAATL

RICHTING van het konpel aan,

Nadere besch ouging. In beide gevallen is de absolute waarde

van de uitkomst van MPt 0.V.X

kMﬁt 0.vV.X gelijk aan het product

van de grootte van &én der krachten van het koppel en de lood-—

rechte afstand tussen de werklijnen van de krachten van n hct kop-

oel,

Deze loodrechte afstanden tussen de werklijnen noemt men de aRM

van het koppel.

Conclusie.

7
/ @ /.
i /’#/(f

/

~. /‘
Q/t,‘: N \{._/

7"

BEN
1\—>
vKOPPE

Brovx T Wtowx =t (KR**‘&“E.TL) ARIL S MB x T B o T

/
/
O
— /"
Py /3
L

EBN
KRACHT }.ARM
vKOPFLEL
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De algebraifsche som van de momenten van de krachten van een koppel
t.0.v. een (willekeurig) punt van het vlak van het koppel noemt men
kortweg HET MOMENT VAN HET KOPPEL.

Definitie: Onder HET MOMENT VAN EEN KOPPEL verstaal men het
product van BN DiR KRACHTEN van het koppel en
de ARM van het koppel, met in acht-name van het
TEKEN .,

Is de rotatie + , dus MET de klok MEE, dan is
het moment + ,
is de rotatie ~ , dus TEGEN de klok IN, dan is
het moment - .

Opmerkingen. a) De dimensie van het moment van een koppel
= Newton x meter,

b) Het moment van een koppel is NUL als:
O0f de krachten nul zijn, Of de arm nul is.

In het eerste geval zijn er dus geen_kraclhten, in
het tweede geval houden de krachten en ﬂ elkaar
in GVan1cat 1 %

ll
H et

Punt 3) We vermelden nog twec stellingen (zonder deze te bewijzen)

I) TWEE in eenzelfde plat vlak werkende koppels met GELIJKE MAAR
TEGoHNGESTELDE MOMENTEN, heffen elkaar op.

II) Werken in eenzelfde plat vlak meerdere koppels, dan kunnen deze
vervangen worden door mEN LNKEL KOPPEL waarvan het moment ge-
lijk is aan DE ALGEBRAISCHE SOM VAN DE MOMENLEN VAN DE DB GGV BN
ROPPELS.

Opmerking. Deze stellingen worden uitvoerig bewezen in groep L.

Deel B VI. DE HEFBOOMWET.

Punt 1) Definitie: Een hefboom is een star lichaam dat in een vast punt om
ecn horizontale as kan draaien.

Voorbeelden:

Fen staaf, in &én punt om een horizon
tale as draailbaar.

5 ! Ben schijf, in één punt om een hori-
' ! zontale as draaibaar, b.v. een KATROL,

.

p (,L" e

Punt 2) Definitie. Ben hefboom is in evenwicht, als ALLE op de hefboom wer-
kende krachten elkaar in evenwicht houden.

Opmerking. Wij zullen stecds stilzwijgend veronderstellen dat ALLE
op een hefboom werkende krachbten IN LENZBLEDE PLAT VIAK
1de as liggen.

Punt 3) STELLING. Fen hefboom is DAN EI SLECHTS DAN in evenwicht als alle
VAN BUITENAF op de hefboom werkende krachten een resul-
tante hebben WAARVAN DE WERKLIJN DOOR HET VASTE DRAATPUNT
VAN DE HEFBOOM GAAT.

Bewijs: DAN.

Gegeven: De VAN BUITEN AF op de hefboom werkende krachten
(vergeet de zwaartekracht niet) hebben ecn resul-
tante waarvan de werklijn door het vaste draaipunt




gaat,
Te bewijzen: De hefboom is in evenwicht,

Bewijss
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Stel, dat 5 het vaste draaipunt van de hefboom
1s en R de resultante van ALLE VAN BUITEN LF OP
OB HEFBOOL WERKENDE KRACHTEN.

Zoals gegeven 1s, gaat de werklijn van R door
het droaipunt S.

DE HEFBOOM OLF;&T oUS OP DE HORIZONTALE aAS BOOR
S DE KRACHT R UIT.

Marr de as blijft, yolgens het gegevene, in KUST.
JUS MOET DI LRACHT R OOOR EEN KRACHTWERKING VAN
D5 45 0P DE HEFBOOM IN EVENWICHT GEHOUDEN WORDZIN,
De AS moet dus nu OP DE HEFBOOM de kracht - R

s | e s ormne | m—— o—— oo——— —s———————tier S

uitoefenen.

De result wnte van ALLE (uitwendige + inwendige) OP DE
HEFBOOM WERKHEDE KRACHTEN is dus NUL.

De hefboom is dus in evenwicht.

g.c.d.

Bewijs: SLECHTS DAN.

Zou de werklijn van de resultante R van alle
VAZ BUITEN AF op de hefboom werkende krachten
NIET DOOR S GAAN (zie nevenstaande figuur), dqn
is het ONMOGELIJK, dat de as deze kracht R i
evenwicht houdt: dc hefboom gaat dan drxalen om
de as.
VOOR ZVENWICHT IS HET DUS NODIG, DAT DE WERKLIJN
XAN UE RESULTANTE R DOOR HET VAST& DRAATPUNT &
AAT,

CONCLUSIE: Een hefboom is DAN EN SLECHTS DAN in evenwicht

als alle vansbuiten af op de hefboom werkende
krachten een resultante hebben waarvan de werk-

1lijn
gaat,

door het vaste draaipunt van de hefboom

|
|
;
}
!
Punt 4) Opgave 40.

(A “ ._—L

Gegevens Ben gewichtsloze staaf
AB (lengte 4 meter) kan
in het midden S draai-
en om een horizontale

[T aS.
LT:} \\. ™o @——_r»

OJNNEER

S C N

In A werkt op de staaf
R een verticaal naar be-
® o neden gerichte kracht

SR S van 20 Newton.
A o0 B In B werkt op de staaf

|
!
>y

—
o

o

!

ameber § N 2 meter

. . een onbekende kracht F
- &) waarvan de werklijn in

\\

T T 20Newton N . het verticale vlak door

. de staaf ligt en met de
A staaf een hoek van 30°
maakt (zie fig.).

De hefboom is in horiaontale stand in evenwicht.
Gevraagd: a) COLSTRULLR de kracht F

)

Constructie, Op de hefboom werken twee krachten, n.l.

de kracht P en de te construeren kracht F.
Omdat de hefboom in evenwicht is moet de werklijn van
de resultante van P en F door het punt S gaan,

We verplaatsen de kracht P langs haar werklijn tot O
het aangrijpingspunt wordt.

GD+C§ We construeren het parallelogram waarvan:
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Q een hoekpunt is,

P een zijde,

de diagonaesl valt langs 0S, en
de andere zljde valt langs OB.

De veotorvf‘stelt dan de gevraagde kracht voor.

©®

Verplaats de vector ﬁmlangs haar werklijn z0 dat
B het aangrijpingspunt wordt,

Gevraagd: b) Bercken de grootte van de kracht F

— J—

Oplossing: S 1s dus het middelpunt van de krachten P en F.
Volgens de momentenstelling moet dus:
. M + M = 0,
P t.o.veS F t.o0.v.S
Dus:s -20.2 + 1. F = 0.

F = 40 Newton.

Gevraagds c) Construeer en bercken de grootte en richting van de
kracht die D AS op de “hefboom uitoefent.

Oplossing: De gevraagde kracht grijpt aan in S en ig gelijk en
tegengesteld aan de kracht R.
Door in AT van bovenstaande figuur dc

o cosinus-regel toe te passen op de zijde
\ R vinden we:
R® = 400 + 1600 + 2.20.40.% = 2800
N dus: R = 20V7 Newbton
} S B dus: ) _
A 0% | Grootte: S = 20V7 Wewton
2 maber —

So< .
 Richting: te. & = %V .

Punt 5) Aantekening bij de oplossing van vraag b.

e konden de kracht F berckenen door toepassing van de
momentenstelling: S moet het middelpunt zijn van de
krachten P en F, dus moet

L + I = 0.

P t.o.v.S F t.0.v.5

Vraag: Hoe mocten we de onbekende kracht berekenen als
cr VAN BUITENAF MBER DAN TWEE krachben op de
hcfboom werken en de hefboom in evenwicht is.

Antw.,: Dan moct de werklijn van de resultante van de
VAN BUITEN AF op de hefboom werkende krachtcn
DOOR S GAAN. In groep E zal exact bewezen wor-
den, dat dcze werklijn DAN EN SLECHTS DAN door
S gaat ALS DE ALGEBRAISCHI SOM VAN DE MOMENTEN VAN AT-
LE VAN BUITENAT OP OB HLPFB00Y WBRKENDE KRACHIEGN ©.0.V.
HET DRAATPUNT 5 GALIJK IS AAN NUL.

| ALGEMcNE CONCLUSIE. Een hefboom is DAN =N SLECHTS DAN in evenwicht
1 als de ALGEBRATSCHE SOM VAN DE MOMENTEN VAN

i ATLE VAN BUITENAF OP DE HEFBOOM ERKENDE KRACH
b TN t.o.v. HET VaSTE DRAATPUNT GELTJK IS AAN

it

I NUL.
Punt 6) Opgave 41, -

| A Gegevens De hefboom AB (gewicht 45 N)
: I~ = kan om een horizontale as
j & R door S draaien.

A Jz 252 Z is het zwaartepunt van de

- s | > hefboom.
' ' AS = 6 meter; ZS = 2 meter;

| %ASszw,
g BS = 10 meter.

In B werkt een kracht P vah

VEiJ 6 Newton die een hoek van 30°
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met de hefboom maakt.

Gevraagd:Welke verticale kracht F moet
in A op de hefboom werken op-
dat deze in horizontale stand
in eveawicht zal zijn.

Oplossing: Voor eveanwicht moet:

M + M + M =0

...... . ——

7, t.0.v.S T t.0.v.3 T t.0.v.5

dus + 45 x 2 - 6 x5 + i 0 ——=

M = - 60 Newt.,xmeter.
F t.0.v.S

De gevraagde kracht I moet dus t.o.v. S cen moment heb-
ben dat:

1 ) negatief is- —»F mget vep?icaal naar BEINEDEN
gericht zijn,

2%) - 60 Newton x meter groot is

dus F = 10 Newton

Welnu: AS = 6 mcter.

conclusic: EIGroottez I = 10 Newton

in A 4. .. .
. Richting: verticaal naar bencden.

Deel B VII HET ZWAARTEPUNT van c¢cn lichasm.

Punt 1) Een lichaam bestaat uit moleculen, Flk molecuul ondervindt ecn
zwaartekracht. De resultonte von al deze zwanrtekrachten is DB
ZARRTERKRACHT VAN HET LICHaslM., Het middglpunt van 21 deze molecu-—
laire zwaartekrachten is HoT ZUAARTLPUNT VAN HuT LICHAAL,

Punt 2) BSoorten van evenwicht.

Ieder lichaam is dus onderhevig oan de werking van de zwaartekracit
die aangrijpt in het zwgurtopunt van het lichaam,.

Deze zwaartekracht kan door &én cenkele kracht in evenwicht gehouden
worden. Aldys is het mogelijk ccn lichaam op enige afstand boven de
grond door BEN enkele kracht in evenwicht te houden b.v. door cen
lichaaom in ecn punt verticaal onder het zwaartepunt te ondersteunen
of in een punt verticcal boven het zwazrtepunt vast te houden.

In de evenwichtstoestanden dic kunnen ontstaan als men de zwaarte-—
kracht DOOR LN BNKELE KRACHT IN EVEN.ITCHT HOUDT onderscheidt men

DRls HOGBLIJRHBORN:  10) gy pTaL VAN ICHT.
2°) LuBIEL EVENWICHT.
3°) INDIFFERENT EVAEVICHT.

ad 1°) Ten licheam, I TEN PUNT ONDERSTEUND, verkeert in STABIEL
EVENWICHT, als bij een kleinc draaciing van het lichaam het
ZWA<rLepunt STIJGT.

flen lichaom, IN Ef PUNT ONDERSTE 5UND, verkeert in LABIEL
EVENWICHT, als bij ecn kleinc drnaiing van het lichoam het
zwaartepunt DAALT.

ad 30) Ben lichasm, IN EEN PUNT ONDERSTLUND, verkeert in INDIFFE-
RENT BVENWICHT, als bij cen kleine drmallng van het lichaam
het zwoartepunt OP DEZLOLFD: HOOGTE BLIJET.

[]
o
D
o
p——e

Voorbcelds
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Voorbeeld: We beschouwen een homogene schijf die in een punt S
drasibaar is om een horizontale as.

(23}
- / ’

I ,:‘ k\
/ i ; : { = !
! z | 1 2 ! 3 S L7 ;
4 = ; =z i
Y ; y ; \ ¥ /

'\ . ¢ Y 7

\ . ; A Y /

S ‘ // AN g v ’ "‘/
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ L N -~
i i

S verticaal BOVEN Z | S verticaal ONDER Z S IN het zwaartep. Z
STaABIEL EVENWICHT IABI L GVaENWICHT INDIFFERENT ZVENWICHT.

§ 12. De DERDE WET VAN NEWTON: DE WET VAN ACTIE ZN REACTIE.
Punt 1) Het probleen.

Nevenstaande figuur geeft een schematisch
beeld van de situatie dat een lichaam A
- (b.v. een locomotief) sen ander lichaam B
— Mok (b.v. een wagon) voor zich uit duwt.

Het lichaam B ondervindt dan een naar
rechts gerichte kracht van het lichaam A.
Deze kracht noemt men de ACTIE KR«CHT VAN A OF B: Fvan A

Vraag: Merkt A er iets van, dat A een actiekracht o _9 5 uitoefent?

Antw.: A voelt zich IN ZIJH JQJEGING TEGENGEJERKT DOOR B: van A uit

bekeken, is het ALSOF QP A EEN KRACHT WERKT DIE AFKOMSTIG IS
VAN B en NAAR LINKS gericht is: FV%HAB

Deze naar links gerichte kracht FvanAB noemt men de

RE-ACTIE KRACHT VAN B OP 4.
Conclusie: B voelt de  ACTIE KRACHT VAN A oo 2cUle—kracht

A voelt de RE-ACTIE KRACHT VAN B

reactle
kracht

Het probleem is nu: Bestaat er een verband tussen de actiekracht
van A op B en de reactiekracht van B op A?

Punt 2) De hypothese van Newton.

Newton heeft de volgende hypothese uitgesproken:
DE ACTIE-~ EN RBEACTIE KRaCHT HEBBEN ALTLJD
1°) DEZELFDE WERKLIJN,
2°) DEZELFDE GROOTTZE, maar
2°) ZIJN ALTIJD TEGENGESTELD GERICHT.
Dus:

Forie” T -- ~-dezelfde werklijn.

Notatie: § i L = -




Punt 3)
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Deze HYPOTHESE staat bekend als DE WZT VAN ACTIE EN REACTIE.

CONCLUSIE: Oefent een lichaam A een kracht uit op lichaam
B, dan oefent het lichaam B een REACTIEKRACHT
uit op het lichaam A die, langs dezelfde lijn
werkend, gelijk en tegengesteld is aan de oCTIL
KRACHT VAN A OP B, zodat

e i

actie = T Treactie®
Reflexie:s a) hactle = - Foogetic:
Heffen deze actie- en reactiekrachten elkaar dan niet
op?

Antwoord. Twee langs eenzelfde 1lijn werkende, gelijke
en tegengesteld gerichte krachten heffen elkaar DAN
EN SLICHTS DAN op indien deze krachten OP IDENZELFDL

LICHAAM werken.

Welnu: aan deze voorwaarde 1is h¢er NIET voldaan, want

Factle werkt OP LICHAAM B, en’| De actie en de reactie

ﬁ‘

reactie a i A idus NIET op.

b) Op B werkt de actiekracht van A.

Bij de bepaling van de resultante van ALLE op B wer-
kende krachten MOET MEN DEZE ACTIEKRACHT DUS MEEREKE-
N@N,

Op A werkt de reactiekracht van B.

Bij de bepaling van de resultante van ALLE op A wer-
kende krachten MOLT MEN DEZE REACTIEKRACHT DUS MEERE~
KHENEN.

NB c) ZOLANG 4 EN B MEL ELKsAR IN CONTACT ZIJN, HEBBEN 4 EN B
DEZZLFDE PLAATSFUNCTIE,
DUS DEZLLFDE SNELHEID
i DAL DE VERSNELLING,

Is RA dan de resultante van ALLE op A werkende kr., en

L%B it 5 W i i i W1 o mc:h-ten
? dan iss
| Ry = my.ay
% Ry = my.aq 8y T 8B = %ggmenstel”

§ 13. Massapunten door een koord verbonden.

Punt 1)

Punt 2)

ITen ideaal koord.

Bij de sommen waarin twee massanunten door een koord verbonden
zijn, wordt van het koord altijd verondersteld, dat het:

lo) ONREKBAAR is. Een gespannen koord heeft dus altijd een
constante lengte. De afstand tussen de door een gespan-
nen koord wverbonden massapunten blijtt dus constant.

2°) VOLKOMZN BUIGBAAR IS
2°) GEJICHATSLO0S IS.

Zo'n koord bestaat in werkelijkheid natuurlijk niet; daarom noemen
we dit een ideaal koord.

De spanning in een koord.
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Punt 2) De spanning in een koord.

Punt 3)

Punt 4)

Punt 5)

e

A g In nevenstaande figuur is het massapunt

. Eoord : A aan een uliteinde van een koord beves-—
tigd.

Is het koord"gespannen', dan oefent het koord EEN KRACHT UIT OP HET

NASSAFPUNT. DEZE KRiCHT, aangeduid door 5, noemb men DE OPANKRACHT

OF KORTWEG DE SPANNING IN HET KOORD.

Onder DE SPANNING IN EEN KOORD verstaat men de
kracht die het koord uitoefent op een aan dit
koord bevestigd massapunt (lichaam).

Definitie:

1

Axioma.

.
A A S
A TA B

>, We beschouwen nu het

L oof e sapunten A en B door een GESPANNEN koord
met elkaar verbonden zijn. Daar het koord

GESPANNEN is, oefent het een spankracht Sy uit op het massapunt A

en een spankracht Sz op het massapunt B.

BIJ WIJZE VAN AXTOMA NEMEN WE 4alN DAT ALTIJD EN ONDER ALLE OMSTAN-—
DIGHEDEN DE SPANKRACHTEN Sp LN Sy DEZELFDS GROOTTE HEBBEN.

Dus:

geval dat twee mas-—

In eenzelfde koord zijn de spanningen aan beide uilteinden altijd
geliljk.

Stelling. Twee massapunten door een koord verbonden, hebben (MITS
het koord gespannen is en de massapunten in de lengte-
richting van het koord bewegen) dezelfde snelheid en de-
zelfde VERSNELLING.

Bewijss Omdat het koord ONREKBLAR is, is het verschil van de baan-
cooOrdinaten van de¢ uiteinden van het koord op ieder ogen-
blik constant gelijk aan de lengte van het koord.

De uiteinden van het koord hebben dus, op deze constantc ma,
DEZELFDE PLaASHFUNCTIE, dus dezelfde snelheidsfunctie en
dezelfde versnellingsfunctie.

Bijzendere gevallen.

I Katrol vraagstulkken.

A5

5
T w
>

o»
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i
i
/i
&
=
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W

(%

o

My = m
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l’e \V

p <M
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ZP = Dped Newton | De massapunten zullen nu bewe-
’ - 7 gen: P' en Qy

O 7 =
%Q = mg.g Newtonj ZP . ZP/(S<iZQ

Dan is: Daar het koord onrekbaar is,
S = ZP = %% HEBBEN P EN Q BIJ DEZE BEVWVEGING
DEZELFPUE VERSNELLING: a felsel’
K=2S stelse

Rekenen we de richting waarin
het koord beweegt zowel voor P
als veoor @ als de positieve
(zie Ty ) dan volgt:

+ .
VOOR Q: + %Q -9S = m&'astolselg

VOOR P: + § = Zp = mp'ast61561;

In deze vergelijkingen zijn S
¢ nbekenden: Ve
en astelsel de on !

kunnen deze dus berekenen.

De plaatsfuncties.
- 1

VAN P VAT Q)
boP1, 2 A g
Be=28g01, 00 B P47 G015, T

IT SLEEPVRAAGSTUKKEN (alleen HORI ZONTALE TRaNSLATIE)

e T T A ¥ In nevenstaande figuur zijn 4 cn B
5;w@wm~"%mggwmm““> twee door ecn koord verbonden massapun
& YA —+ ten., Op & werkt de kracht F (zie fig.)

Bij de beweging langs het horizontale vlak ondervindt A wvan het
vliak de WRIJVINGSKRALCHT W, NZWTON, en B de WRIJVINGSKRACHT W3
NEWTON,

A en B hebben bij dezc beweging weer DEZELFDE VERSNELLING: a

stels.
VOOR & geldt: + F -8 - W, =m.a 1.1

VOOR B + 5 =~ Wy = mpe@gr 1501

Uit deze vergelijkingen kunnen S en a berckend worden.

stelsel

14, LIFT-VRALGSTUKKEN.

We beschouwen nu de situatics waarin een massapunt op een horizon-
taal vlak ligt en het vlak bewccgbaar is.

Geval I. Het vlak is in rust.

A 1s dus in rust: De resultantc van

Iy ALLE OP A WERKENDE KRACHTEN MOZT TJUS
M NUL _Z1JN.
+ o Is N de NORMALE DRUK van het vlak op
X LA het massapunt A, dan moet dus:
v | B ‘ * U -m.g= 0
v duss L
oA . g Newt. ! T
5 N = m, -8 Dewton.

Geval IT. Het vlak bewecgt BINPuRIG nsar boven.

A & beweegt dus BENPARIG naar boven: de
/ resultante van ALLE op a werkende
“r i pes krachten moct dus NUL zijn.
A v
2 A Dus + N - m g = 0
4

Dus | N = M 8 Newton.

o |

v Z«’X SN i
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Geval III, Het vlak beweegt EENPARIG naar beneden.

A beweegt dus ook EENPARIG: + N - M8 = 0~

N = m .8 Newton.

Geval 1TV, Het vlak beweegt EENPARIG VERSNELD NAAR BOVENj;
versnelling a %/sece.
M A beweegt nu dus ook EENPARIG VER-
SNELD naar boven met versnelling
a B/sec?2,
LA ! +a™sce De resultante van ALLE op A werkende
A krachten moet nu dus ecn naar boven

? A gerichte kracht zijn die zo'n groot-
te heeft dat A een versnelling heeft
van a 0/sec?.

Dus:
Zp=wp-q + N - My «g =+ M .2,
Uit deze vergelijking volgt de grootte van de normale
druk N.

N=m.g+m.as= m, (g + a) Newton.

Geval V. Het vlak beweegt EENP.RIG VERSNELD NaiR BENEDEN:

e versnelling = a 1/secd.

AN
; & ! De resultante van ALLE op A werkende
N1 Y krachten moet 4 eecn naar beneden gew

- U et -a"pct Tichte versnelling geven van a T/sec?
Dus:
/ - . - - - A oa
LAY + N My -8 Y

Dus:

N = mo.g - mo.azm (g - a) Newton.

£

i
i
i
i
i

% 15, De ALGEMENE GRAVITATIE-WET V.N NEWTON.

- 3 . .
__-ﬁ_#ﬁ: ______ Qm#“f_mm_w In nevenstaande figuur stellen & en B
my kg% makg® twee massapunten voor, resp. met massa

e m, kg* en mp kg*,

R meter +

be afstand tussen A en B bedraagt R m.
Newton stelde de volgende HYPOTHESE op:
NB. lo) De massapunten A en B TREKKEN ELKAAR WEDERKERIG AAN,

20) Deze krachten zijn gericht volgens de verbindingslijn
der massapunten EN HEBBEN DEZELFDE GROOTTE.

NB. 30) De grootte van deze wederkerige, gelijke aantrekkings-
krachten wordt gegeven door de formule:

mAXmB

R2

Newton,

!
i
NB. ;F:C

In deze formule is C een UNIVERSELE CONSTANTE; de z.g.
GRAVITATIE CONSTANTE.

Deze gravitatie constante is pas in 1798 (Newton stelde
deze hypothese op in 1686) voor het cerst bepaald door de
Engelse natuurkundige CAVENDISH
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¢ = 6,664.10711

i
|

~11 My * Iy

dus:s F = 6,664.10 = Newton.
RC.

é 16. De ZWiARTH KRACHT van een lichaam op verschillende plaatscn ter
aarde.

De zwaartekracht is de kracht die de valversnelling veroorzaakt.
De ervaring lecrt, dat de valversnelling op de polen groter is
dan op de evenaar.

Stelling. Dat de zwaartekracht van een lichaam op de polen groter
is dan op de evenaar, heeft TWEL OORZAKEN:

10

o .
2~ oorzaak: De aarde is =an de polen afgeplat.

oorzaak: De aarde draait om een as,

Bewijs ad 1. We nemen aan dat de aarde ecn bol is.

A) Berekening van de zwaarbtekracht van m kg*’gp de

polen.
I Is de massa van de aarde M kg*é, dan is de
kgt gravitatickracht die op een aardpool werkt
) 2 op m kg™
/ /T M M
/ / @ 2., =C=2 = (CZ5).m Hewton
x /fM@* | @ pool RZ ( i~
/ . M . . -
"/ S De factor (C.i%) is dus gelijk aan Spo0TL,*
o — ‘_/,,/ R
// Hieruit wvolgt tevens, dat de valversnelling

op de pool voor alle lichamen dezelfde waar
de heeft.

B) Berekening van de zwaartekracht van m kg* op de

evenaar.,
Tl
/,w_mmjﬁpooz )ﬂﬂlTﬁﬂ
e AN 7 YFeanbn,

m kr{%/ / \\ // 2 \',
ja / N / i ) \
S i ; ‘ %
‘ [ \ N.peol
\ : \ /

Vs
Y ~ h T //
2 /:Q S e
(<] ¢

De gravitatiekracht van Newton is op de evenaar
eveneens: M.
- = C.—5 Newton.
Newton C .R2 W

F
Dit is ook de enige kracht die op dit massapunt werkt.
Daar de =arde cenparig om haar as draait, voert ie-
der massapunt op de evenaar een eenparige cirkelvor-
mige beweging uit met lineaire snelheid:

v o= E%E m/sec. T = 86400 sec,
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Om het massapunt op deze cirkelbaan te houden is een
centripetale kracht nodig van:

¥ _m.ve

centr.= TO Newton.,

Deze kracht moet geleverd worden door FNewtonz

Was Py (F_ ., dan vlioog het massapunt van de
Newton centr aardc af;

Was F het massapunt

B

‘centr’ dan zou FN

cwton
de cirkel eenparig docn door-
lopen, maar er zou geen kracht

mecr overschieten om het massapunt ecn valversnel-

ling te geven.

Het massapunt zou dan op de evenaar GEEN GEJICHT

Newton ~

HEBBEN,
In werkelijkheid ii FNewton Z Fcentr.;'De gravitatie-
kracht FNewton dwingt het massapunt dus om de dage-

1ijkse cirkelbaan te doorlopen EN ER SCHIET NOG EEN
KRACHT QVER OM DE VALVERSNELLING TE VEROORZAKZN.

Deze overschictende kracht is de zwaartekracht Z

OIEE Zevenaar
Levenaar - "Newton ~ Teentr.
: 2
= ¢ NRZ? - B Hewton
Duss |
§ 1M v2 @3
‘ Zevenaar = (CR-? - T{—)xm Newton
i
o2
De factor (CJL - L) is gelijk aan g .
R2 R evehaar

Hieruit volgt, dat alle lichamen op de evenaar de-
zelfde valversnclling MOETEN hebben.

Conclusie uit A en B.

7 o=l
Zoool = (CR2) m Newbon gfz N
5 éi pool / “evenaar
_ M v 3

. - 0
Bewijs ad: 2~ oorzaak.

<R

Rpool evenaar

De lichamen op de polen liggen dichter
bij het zwaartepunt van de aarde dan
de lichamen op de evenaar.

Dus:

Fﬂewton > FNewton

pool evenaar.

Henric van Veldeke College
Maastricht.
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Hoofdstuk V. ARBEID EN sRBEIDSVERMOGEN.

§1.

Punt 1)

Punt 2)

Ui ARBETD DOOR EEN KRACHT DIET CONSTANT BLIJFT IN GROOTTE LN
RICHTING.

Opmerking vooraf.

Als men in de natuurkunde zegt DAT HEEN KRaCHT ARBEID VERRICHT be-
doelt men daar iets heel anders mee dan wanneer men zegt DAT EEN
KRACHT WERKT. Ecn kracht is de oorzaak van een versnelllng. EFN
KRACHT WERKT als deze bezig is te doen wat er gedaan moet worden
om een massapunt een versnelling te geven: EEN KRACHT WIRKT ALS
DEZE "DOENDE IS EEN MASSAPUNT Eil JVRDJEILING TE GLVEN.,

Het is daarbij echter zeer wel momelijk, dat deze kracht door een
andere kracht Ii EVENWICHT GEHOUDEN WORDT. In dat geval WERKEN er
twee krachten, echter 20, dat de RESULTERENDE versnelling NUL is.

In het komende zullen we zien dat het best mogelijk is dat een

kracht WERKT ZONDER DAT DIE KR.CTI”n ARBETD VERRICHT, en dat het

eveneens mogelijk is dat een kracht, terwijl ze door een andere
kracht in evenwicht gehouden wordt, toch arbeid verricht.

CONCILUSIE: In de natuurkunde heeft de term "ARBEIL VERRICHTEN' een
andere betekenis dan de fTerm "WERKEN',

Wanneer zegt men DAT EEN KRACHT ARBEID VERRICHT?
Herst enkele voorbeclden.

Voorbeeld TI. Fen massapunt wordt op enige hoogte boven de grond
Tosgelaten.

Vordt ecn massapunt in O (zie fig,) losgela-

ten, dan valt het vrij volgens de plaatsfunc-
Tg tiez Y. = — 4]
| -b -
Na enige tijd bereikt het massapunt de grond.
e vragen: VaT DOET DE KRACHT 7 BIJ DEZE VAL

/\ —- T.0.V. HAAR WERKRICHIING?
e 4”?/””/ Antwoord: Tijdens deze val VERPLAATST DB
d KRACHT 7 HAAR AANGRIJPINGOPUNT
OVER OET LLJUSTUK Oh IN HAAR WERK-
RICHTING.

Het gaat ons nu om het feit, DAT DE KRACHT 7 HAAR AAN—

GRIJPINGSPUNT VERPLAATST IN HAAR WEBRKRICHTING: ALS KRN

KRACHT HAAR AANGRIJPINGSPUNT VERPLAATST IN HAAR VWERK-

RICHTING ZEGT MEN, DAT DE KRACHT ARBEID VERRICHT,

HeT ARBEID VERRICHTEN begtaat dus IN HET VERPLAATSEN

%%ﬁ HET AANGRIJPINGSPUNT IN DE LERKRICHTING VAN DE
ACHT.

Voorbeeld II1. Een kogel wordt verticaal omhoog geschoten.
Stel, dat eecn kogel vanuit het punt O (zie

o fig.,) verticaal omhoog geschoten wordt. De
_— plaatsfunctic is dan:

b Y, =+ v |t - %8 +° meter

?. t = 1Vl 218p,p) v T :

De kogel gaat dus ecnparig vertraagd omhoog,
bereikt het hoogste punt H, gaat dan eenparig
i versneld naar beneden en bereikt na enige
T tijd de grond.

We vragen: VERRICHT DE KRACHT 7 ARBEID BIJ DLZE BEWE-
GING?

Antwoord.
—=Bij de beweging van O--—>H VERPLAATST DE KRACHT Z HAAR

AANGRTIJPINGSPUNT IN TEN RICHTING DIE THGENGESTELD IS
AAN HEAR WERKRICHTING.
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(Men moet de zegswijze, dat de kracht 7 haar aangrij-
pingspunt tezen hasr werkrichting in VGTPl&PbQU,
goed verstaan. Hiermee wil n.l. NIET gezegd zijn,
dat de zwaarteckracht ZELF deze verplaatsing bewerkt:
De kogel hecft in O een naar boven gerichte begin-
snelheid cn gast dientengevolge omhoog. De zwaarte-
kracht blijft daarbij op de kogel werken en “volgt
de kogel™. Bij dit volgen “verplaatst zij haar azn-
grijpingspunt dus” tegen haar werkrichting in.)

Men zegt nu DAT DE KRACHT 7 BIJ DEZE VERPIAATSING VAX
HAAR AANGRIJPINGSPUNT TEGEN HAAR WIRKRICHOING 1IN
NEGATIEVE ARBLLD VERRICHT. Het praedicaat "NEGATILVE®
geeft dus aan, dat de kracht 7 haar aangrijpingspunt
TEGEN HAAR 7 TELxRT 1TING IN verplaatst. \

Bij de bcweging van H-—>A verplaatst de kracht Z
haar azngrijpingspunt IN HAAR WERKRICHTING. De kracht
7 VERRICHT bij deze beweging dus ARBEID: Om aan te
geven dat de richting van deze verplaatsing SAMENVALT
mct JE RICHTING Vall DE KRACHIVECTOR Z, noemt men

DEZE ARBEID POSITIRE.

ATIGEMEIN : Verplaatst cen kracht haar aangrijpingspunt

IN HaaR WERKRICHTING, dan verricht de kracht
POSTITIEVE ARBEID.

Verplaatst cen kracht haar aangrijpingspunt
TEGEN HAAR WERKRTICHTING IN, dan verricht de v
kracht NEG:aTIEVE ARBEID. ;

Voorbeeld 1T,

Fen kogel wordt onder cen clevatiehoek #( # 90°)

opgeschoten.

De baan van de kogel is dus een

parabool die in O raakt aan vector

Vo en waarvan de symmetrie-as even

wijdig loopt aan-_en gelijk gericht

is met de kracht Z.

X De baan die door de kogel cn dus
ook door hect aangrijpingspunt van
de kracht 7 bgschrpvpn wordt valt

-------

de kracht L -
Het is duidelijk dat de kracht z

,,,,,,,,,,,,,,,,

A  hsar aangrijpingspunt verplaatst
A bij deze beweging.

We vragen: HOEVEEL EN IN WELKSE ZIN

T VIRPLAATST DF KRACHT 7 HAAR AAN-
GRIJPINGOPUNT BIJ DBZn BEWBGING 1IN
HAAR WERKRICHTING?

B
Antwoord: De werlkrichting van de kracht 7 blijft
tijdens de gchele beweging verticaal naar beneden:
De werklijn van de zwaartekracht Blijft dus verti-
caal, maar beweccgt eenparig met snelheid V¢ in de
+ X—rlchtlﬂT
On uit te maken HOEVEEL en IN WELKE ZIN de kracht 7
haar zangrijpingspunt bij deze beweging verplaatst
in haar werkrichting, doen we de volgende proef: We
leggen een latje langs de Y-as en plaatsen op het
latje merktekens bij O en A', Met de llnknrhwnd ver-
schuiven we het latje in de + X-richting z0, dat het
latje cvenwijdig bliift aon de Y-as en het merkteken
0 op de X-as blijft.Cndertusscn bewegen we met de
rechterhand ecn potloodpunt langs hct latje 20, dat
de punt op de parabool blijft.
e zien dans
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19 Bij de beweging van O-—T verplaatst de kracht 7 hoar
aangrijpingspunt over een stuk dat gelijk is aan OT'
TEGEN HAAR TERKRICHTING IN: Bij deze beweging Vver-
richt de kracht 7 dus ZEN NEGATI®VE ARBIRLD die ge-
11ijkwaardig is met de arbelid die de kracht Z'ZOU VER~
RICHT HEBB&V als de kogel verticaal van O naar I' ge-

gaan was.

2%) Bij de beweging van T-—A verplaatst de kracht 7
haar 2angrijpingspunt over een stuk dat gcligk is
aan T'a' IN HAAR JERKRICHTING: Bij deze beweging ver-—
richt de krocht A dus ZEN POSITIEVE ARBEID die gelljx
waordig is met de arbeld die de kracht Z ZOU VERRICHT
HEBBEN ols de kogel verticaal van TP naar A' gegaon
WIS

ALGHMEEN: Bij de vrang of cen kracht arbeid verricht gaat
het NIET om de baan die het aangrijpingspunt
van de kracht beschrijft in het bewegingsvlak,
MAAR OM DE VERPIAATSING DIE HET AANGRIJPINGS-—
PUNT ONDERGAAT T W D = R ICHTTI NG DI
DOOR DE WHRKLLJN VAN DE KRACHT WORDT AANGEL/EZAN,

Voorbeeld IV, Fen massapunt rust op een tafel.

In dit geval WHERKT de kracht 72 wel, MAAR HET
ALNGRIJPINGSPUNT BLIJFT IN RUST: De¢ kracht :Z/?
Yo VERRICHT JUS GEEN ARBEID.
' Het is dus mogelijk dat een kracht WERKT ZON
- DER ARBEID TH VERRICHIEN,

Voorbeeld V. Len vliegtulg bewccgt op constante hoogte boven de
grond.

In dit geval WERKT de kracht 7 wel, maor

'”“n:::::;f -~ - VERPLAATST HAAR AANGRIJPINGSPUNT NIET IN DB
< RICHTING 5IZ DOOR HAAR WERKLIJN WORDT AANGE

WEZEN,

Bij dcze beweging VIEIRRICHT de kracht Z dus

GEEN ARBEID,

TS Sy
P R R

. ALGEMEREN: Om arbéid te verrichten is het nodig, dat de §

] kracht haar °Angrljpingspunt VERPLAATST IN DE |

{ RICHTING DIE DOOR HAAR WERKLIJN WORDT AANGIWE
ZEN .

Voorbeeld VI. Een massapunt voert ecn eenparige cirkelvormige be-
weglng ult.
In dit geval werkt er op het mnssapunt cen

centrlnet@lu krocht FCbﬂt die voortdurond
naar het middelpunt M van de cirkel gericht

e N is cn in grootte gelijk is aans
/ 2

j = nve .
; Feantr F = 5 Newton.
| M

(De kracht Ecent is dus wel cornstont van
grootte, maar nlet constant van richting
t.o0.v. viak).

513 deze eenpa rlge cirkelbeweging verplaatst
de kracht ﬁce tp, hoar anngrijpingspunt WIET IN OB
RICHTING DIE DOOR HaaR MUMEALEL& WERKLIJN WORDT AANGE
WEZEN: Bij dezce beweging verricht de centripetale
kracht dus GEIN arbeild.

b centr,
=
& |
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ALGEMEEN: EEN TLOODRECHT OF DE BaAN VAN EEN MASSAPUNT
STAANDE KRACHT VERRICHT NOOIT ARBEID.

Voorbeeld VII. Fen massapunt ligt op een viak (lift) dat cenparig
omhoog gaat.

Het massapunt beweegt EENPARIG omhqog.
Bij deze beweging wordt de kracht 2

LN dus inmgvenwioht gehouden door de
- ' _ kracht
v & 4 BIJ EZu BEWEGING VERPLAATST DE
b | 1&3 \CHT 7 HAAR AANGRIJPINGSPUNT TOGEN

HAAR WERKRICHTING IN:

BIJ DEZB BEFGING VERRICHT DE KRACHT
z ZDUS NEGATIEVE ARBEID,
(DE IxRACHT T POSITIEVE ARBEID).

A\
o~ W

AILGEMZEN: Bij de vraag of een kracht arbeid verricht
gaat het er ALLEEN maar om OF de kracht
HAAR AANGRIJPINGSPUNT VERPLAATST IN DX
RICHTING DIE DOOR DE WERKLIJN WORDT AANGE-
WEZEN.

CONCLUSIE UIT DE VOORBESLDEN.
MEN ZEGT DAT EEN XRACHT ARBEID VARRICHT ALS DE KRACHT
HAAR AANGRIJPINGSPUNT
VERPLAATST
IN DE RICHTING DIE DOOR HAAR WERKLIJN WORDT AANGEWEZIN,
DE ARBEID IS 4 , als de richting van deze verplaatsing
SAMENVALT MET de richting van de kracht-
vector.
DE ARBEID IS — , als de richting van deze verplaatsing
TEGENGESTELD is aan de richting van de
krachtvector.

- Punt 3) DE HOE-VEEL-HEID ARBZID die verricht wordt door een kracht die
constant blijft in grootte en richting.

In punt 2) hebben we vastgesteld wanneer we zullen zeggen DAT een
kracht ARBEID VERRICHT, n.l. als de kracht haar aangrlgplnﬁspunt
verplaatst in een QICJTING die samenvalt met- of Tegengesteld 1s
aan de RICHTING waarin de kracht werkt.

7le gaan nu spreken over dc HOE-VELL-HDLID ARBEID die bij een ar-
beidsverrichting door een kracht wordt verricht.

Het begrip HOE-VIEEL-HEID ARBEID is voor ons GEHEEL NIEUW. Er is
ons zelfs geen enkel natuurkLndlg feit bekend waarult we zouden
kunnen afleiden wat men onder “HOEVEELHSID ARBEID' zou MOETEN VER-
STaaN, We zullen het begrip HOEVEELHEID ARBEID gaan ontwikkelen
aan de hand van de verschillende gevallen waarin een kracht arbeid
verricht.

Geval I. Een kracht F verplaatst haar aangrijpingspunt LANGS HAAR
WERKLIJN in een rlcntlng dic samenvalt met haar werkrich-

ting. - Hevenstaande figuur stelt de si-
I rlewr. tuatie voor waarin cen kracht F
p haar aangrijpingspunt langs haar
s - werklijn van A naar B verplaatot,
A3 mater, BIj dezc verplaatsing verricht 7
de_kracht F dus POSITIEVI ARBEID.
Men zegt nu, dat de kracht ¥ bij deze verplaatsing van

haar aangrijpingspunt ook EEN POSITIEVE HOEVEELHIID

A
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ARBERID verricht.
PER DEFINITIE stelt men deze POSITIEVE HOEVEELHEID ARBELD
gelijk aan de waarde van het PRODUCT:

+ F x AS NEWTON x METER.

Notatie. Een HOEVEELH&ID ARBZIID wordt aangeduld door de
hoofdletter W.

DEFINITIE, DE HOEVEELHEZID ARBEID die DOOR een
kracht van F Newton verricht wordt
als deze haar aangrijpingspunt over
een stux AS meter LANGS HAAR WIERK-
L1JN ¢en IN HAAR WERKRICHTING ver-
plaatst, is gelijk aans

W = + I, AS Newton x Meter

—-

| door F
|

Opmerkingen.

a) Met nadruk stellen we vast, dat in deze definitie slechts drie

b)

c)

d)

dingen ecn rol spelen:
U lo) het teken,
H 2 %) het aantal Newton van de krachb,
3 ) het aantal meter van de verplaatsing.

Al het andere wat men zich c¢r nog bij kan denken (of er nog
meerdcere krachbten werkzaam zijns; of de kracht er kort of lang
over doet om haar aangrijpingspunt deze verplaatsing te geveny
volgens welke plaatsfunctie het aangrijpingspunt beweegt; enz.,
e¢nz.) DORET MET BETREZKKING TOT DE HOB-VEEL-HEID ARBEID die bij
deze verplaatsing door F wordt verricht NIols TER Z.KE,

In het onderhavige geval dat de kracht haar aangrijpingspunt
verplaatst LANGS HAAR THERKLIJN is AS tevens gelijk aan het stuk
waarover de kracht haar asngrijpingspunt verplaatst IN HLAR
WERKRICHTING. Deze formule zegt dus eigenlijk, dat

| het lijgnstuk wasrover ;
! de kracht haar aangrij-

'W ping sount verplaatst IN
P HAARR | RhRICdTING

I.-

De DIMENSIE van cen HOEVELLHEID 4RBEID is dus:

W .=+ F
door F

5 Newton X meter

| NEJTON x MZTER.

i
1

i
i
i

i

Op dit ogenblik is deze definitie voor ons SLECHTS een defini-
tie: Het zal ons pas later blijken dat HET ZIN HEEFT om boven-
staand product te definidren als DE HOEVBELHTID ARBEID die de
kracht %’bij deze verpleatsing verricht.

Historisch is het natuurlijk omgckeerd gegaan: de ervaring lecr-
de dat encrgieproblemen opgelost konden worden als de hoeveel-
heid arbeid aldus gedefiniecrd werd.

Geval IT. Een kracht vernloatst haar a“ngrljplngspunt LANGS H&AR

WERKLIJN ir ccun richting die TEGSNGBESTELD is aan hac

Werkrlchtlng
— Nevenstasnde figuur geeft de situatic
= A B waarin ecen massapunt door een of an-
‘ i . derc oorzack van i naar B gaat. .
A% metar D¢ op dit massapunt werkende kracht T

VOIPIL atst dasrbij haar aangrijpings-
punt langs haar werklijn in ecn rich-
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ting dic tegcngesteld 1s aan haar werkrichting.

Gevransgds De hocveclheid arbeid die bij deze beweging
DOOR de kracht I wordt verricht.

Oplossing: Bij deze beweging verricht de kracht P dus
NEGATTEVE AQBHID
PUR DEFINITIE stelt men de HOEVEELHEID ARBEIZ
die door de kracht ¥ bij deze verplaatsing wordt
verricht gellijk anns

W __ =~ F. A8 Newton x Meter.
door ¥ %

Geval ITI. D¢ kracht sthat op ieder ogenblik loodrecht op de bzan

Geval TIV.

von het mossapunt.

Het massapunt beweegt van A naar B.
rd De kracht ¥ staat op ieder ogenblik
A loodrecht op de baan: Bij deze bewe-
- ging verricht de kracht F dus GZEN
A & ARBEID.

f‘\~€ meker Dus: V\]’ .= O R
door F

De baan van het massapunt is recht; de kracht—F maakt
een SCHERPE HOEK met de verplaauglngsvector AS.

Het massapunt beweegt over
7 het rechte lijnstuk AB van
A ¢ A naar B.
A G Tijdens deze beweging

— T werkt op het magsapunt
P o.a. de kracht F die con-

Aoy stant blijft in grootte
o L en richting en met AS een
R e SCHERPE HOEK & maakt.

A
S

- Al Bij deze beweging ver-
R richt de kracht F POSITIE
\{” VE ARBEID.

Gevraagd: De HOLVIELHELD
ARBEID die_door
de kracht F ver-

richt wordt bij deze beweging.

Oplossing: Of een kracht arbeid verricht hangt alleen af
van de vraag of de kracht haar aangrijpings-
punt verplaatst in de richting die door de werklijn van
de kracht wordt aangewezen.

Dan kan de HOEVEELIFID ARBEID, behalve van de grootte van
de kracht, ook allecn maar afhangen van de GROOITE ValN
D& VERPLAATSING DL HiT AANGRIJPINGSPUNT VAN oOBF KRACHT
ONDERGAAT 1IN DB ?TGHTIN DJIE J00R DE WERKLLIJN VAN DE
KRACHT WORDT AANGD.mZ#N, dus van de grootte van het 1ijn-
stukk AB', .

De HOEVEELHELI D ARBBEID die de kracht E verricht bij de
verplas t81ng van 4 nacr B is dus PER DEFINITIR gelle
aan de HOLVEE TolD ARBOID 210 OB EKRACHT F ZOU VERRICHTER
LTS DEZE HAAR /o lNGRIJPINGSPUNT TLANGS HAAR WERKLIJN ViN &
:N.AA.’D. :J?__ VW.LLL:;\.D)JT?.

Let men op de verplaatsinv van het aangriljpingspunt
LANGS DE MELEBEVEGEND: WERKLIJN VaN DE KRACHT, don ziet
nen, dat de Kruch* T IN FEITE haar agngrljplnwspunt over
het stuk ABR' LANGS HAAR WERKLIJN IN HAAR VERKRICHTING
verplaatst.

Dus:

! == =g = A 1 j < METER
Yaoor 7 = Y300r T = + F.AB' NEWTON x METER.

bij bew.van bij bew.van
A8 A—>B!
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Dus:

W - = POABRY NEYTON x METER. i
”door i + T ABY NEWTON x METER

. Dbij bew.van !
. A-=B |

Fd

Geval V. De baan van het massapunt is recht; de krachb F mackt

een stompe hoeck met de verplaatolngsvector AS.

Het massanunt beweegt over het
- rechte lijnstuk AB van A naar B
o Tijdens deze beweging werkt op
~ het massapunt o.a. de kracht F
e die constant blijft in grootte
R N en richting en met de verplaat-
- A singsvector AS een STOMPE HOEK
R T s maakt.
. .

AT N~ Vraag: Verplaatst de kracht F
e bij deze beweging haar
A aangrijpingspunt t.o.v. de rich
T ting die door haar werklijn
e wordt aangewezen?

Antwoord: Terwijl het massapunt langs het rechte 1lijnstuk
AB van A naar B gaat verplaatst de kracht F
haar aangrlgblngspunt inderdaad 1.0.V. DB RICHTING die
door haar werklijn wordt aangewezen, n.l. over het stuk
AB" in de richting tegengesteld aan de werkrichting van
de kracht.
Bij de peweging van A naer B verricht de kracht F dus
NEGATIEVE ARBELD,

Gevraagd: D& HOEVEELAGI D ARBEID door de kracht ﬁAverrlcht
bij deze verplaatsing.

Antwoord: D HOBVLELIELD ARBFID die de kracht F verricht
als met massapunt over het rechte lijnstuk AB
van A naar B gaat, IS PER DEFINITIE gelijk aan

DE HOEVEELHEID ARBEID die door de kracht F ZOU VERRLCHT

WORDEN ALS DEZE HAAR AANGRIJPINGSPUNT LANGS HAAR WERKLIJN

TIGHN HAAR WERKRTICHTING N VERPLAATSTE VAN A NAAR B'.

(Let men op&do MEE BEWEGENDE werklijn, dan ziet men, dat

de kracht F dit ook IN FEITH DOET).

Dus:

Wdoor'ﬁ% = wdoor‘ﬁh = - F,AB" Newt. x meter.

bij bew.van bij bew.van

A-—>B A-—B!
Dus:
o |
; : : :
z W = = - I.aB' NEJION ImTER
| door T B o x M&TER |
| bij bew.van |
| A—=3B

Nadere beschouwing van de gevallen IV en V.

Geval 1IV. Geval V.




Nadere beschouwing van de gevallen IV e
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Geval IV,
Ve
y
s
g
Fo
#
v Z = + H,AB° Newt.x lleter.
ldoor T F.AB wt.x Me

Meetkundig stelt AB' de projec-
Tie van het.lijnstuk AB_op de
werklijn van de kracht F voor.

Goniometrisch kunnen we zeggen,
dat )
2 + ABY

= AB.cos &

Het 4+ teken wordit dan verrekend
in de goniometrische waarde van
COS. s de cosinus van ecn
scherpe hoek is immers POSITIEF.
Dus:

Wioor F
bij bew.van

A—B

= FP.AB cosei N. x M.

In beide gevallen vinden we dusg DEZELFDE FORMULE VOOR W

: T -
“door

Geval V.

> = — F,ABY Newbt.x lMeter.

Meetkundig stelt AB' de projec-—
tie van het lijnstuk AB op de
werklijn van de kracht ¥ wvoor.

Goniometrisch kunhen we zeggen,
dat — AR

Het - tecken wordt dan verrekend
in de goniometrische waarde van
co0s. ci 3 de cosinus van cen
stompe hoek is immers NEGATIEF.
Dus:

w .

door T

bij bew.van

A—>B

= AB cos o

F.AB cosat N. x U,

“door T°

Daar AB = AS kunnen we deze formule schrijven als:s

| Yaoor F
} bij de
verpl., AS

|
= F. AS cos & NEWION x METER | @

Benaming. 45 cos. o noemen we DE _GONIOMETRISCHE PROJECTIE VAN DE
VERPLAATSINGSVECTOR AS OP DE WERKRICHTING VAN DE

RACHT,

Het pracdicaat ‘GONIOMETRISCHE' geeft aan dat men aan
deze projectie het teken moet toekennen dat cos. ¢ gonio

metrisch heeft.

Formule

@ 1luidt dus IN WOORDEN:

KRACHT DIE

TING VAN DE KRACHT.

DE HOBEVEELHEID ARBEID DIE VERRICHT WORDT DOOR EzN
CONSTANT BLLJFT IN GROOTTE EN RICHTING
IS GELIJK AAN HET PRODUCT VAN

DE GONIOMETRISCHE PROJECTITIE VAN DE VERPLAATSINGS
VECTOR VAN HzT AANGRIJPINGSPUNT OP DE WERKRICH -

DE KRACHT IN

Reflexie op formule Q)
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Reflexie op formule (@

= =1, AS cos. o NEWVION x METER,

door I
Deze formule overkoepelt de gevallen
o 1T I, I1, I1T, IV en V.
5§%f/fﬁ\\f;@ii Imncrs:
2 U N - .
! ., ! \ — I |”r,.,7 i = e ( iz (5 €
/ \\%{\ \ a=0 = Waoor 7 Fo S—Geval 1
- 17 \l\\ = = t N o [T e = g aVvVEa
G ° b:‘ B A= 1800 ~Wioor B F., S-—=Geval II
AS K= 907 =y T =0 —Geval TT1
0 << 90° . > Geval IV
900 LA £ 180° o —>Geval V
}
CONCLUSTE. — ‘
Blijft een kracht F constant wan grootte en
richting, dan verricht deze kracht bij de ver-—
plaatsing AS van haar aangrijpingspunt de hoe-
veelheid arbeids:
door F = F, A3 cos. o« NEWT. x METER.
Opmerking. wdoor“F is een SCALALRE grootheid; F en A5 zijn VECTO-
In de hogere natuurikunde noemt men RN
F. 28 cos. —

het SCATATRE PRODUCT van de vectoren F en AG.

In de hogere natuuriiunde wordt de arbeid door een kracht
“dic constant bLijft in grootte en richbing GBOGELNILERD
als het SCATATRE PRODUCT van de vectoren E en Ad.

Geval VI. Hen kracht (constant in grootte en richting) verplaatst
haar aangrijpingspunt langs ecn GEBROKEN LIJN.

g . »
\ De kracht F die constant blijft
- Ao in grootte c¢n richting verplaatst
Fooon o s haar aangrlgplngspuat van A—>1B
Voo L E = =D -1,
\ @‘ SN Gevraagd: De hoeveclheid arbeid
PN T dic de kracht F bij
R A R deze Verplaat51nﬁ van
N S 7 haar aangrijpingspunt
P E e S TN TOTAAL verrichs.
X ¥ \ N i \;' A .’Jl \ \ . I
v ToAGEA Oplossing:
’\: b : A \\) N
\ v Qk(((’ . \ \
Ot ’ \ y

Bij dec 'bew. van A ~>B is W

door F = ~ FP.A B NHewt. x meter
it i i o B oime i i e - [ ¥aN] o ok
B C Udoor 7 F,.B'C i
1% o it 5 i it . — 1 [aXi i i
C-=D Jdoor = + F.C'D )
i ot W it e i A1 T = e [ 1
D= I {dcor F F.DYE
+
Moo PaAL T T F(4B' + B'CP ~ C'D' 4+ D'E') NEWT. x MELER
door ™
Maar AB? + BICY - CTDY + D'AY = AR

Dus:
TOW’%; - F.AEY = F(-ARY) = F.Ak.oos@_NEmT.XNLTER
door
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Conclusie:
i

In woordens

300r B = F.Ak cos.@ NEAT. x METER.

De hoeveelheid arbeid door de kracht F ver-
richt is gelijk aan het product van de
kracht en DE GONIOMETRISCHE PROJECTIE van
DE RESULTERENDE VERPLAATSINGSVECTOR op de
werkrichting van de kracht F.

Geval VII. Een kracht (constant van grootte en richting) verplaatst
haar aangrijpingspunt LANGS ZEN KROMME BAAN,

Gegeven: De kracht ifgcongtant van
grootte en richting) ver-

plaatst haar aangrijpingspunt

langs de kromme lijn van A naar B.

Gevraagd: Wdoor'f’
totaal.

Oplossing: We verdelen de kromme
baan in infinitesimaal
kleine stukjes, die zo klein zijn,
dat ieder stukje ALS RICHT kan be-
schouwd worden, en passen de rede-
nering van geval VI toe,

Conclusies

i
!

; “qo0r B
| totaal

F. 2k cos § Newt. x Meber

EINDCONCLUSIE van punt 3).

NB De hoeveelheid arbeid die verricht wordt als een kracht die

constant blijft in grootte cn richting haar aangrijpingspunt
verplaatst, is gelijk aan HET PRODUCT VAN DE XKRACHT EN DE
GONIOMETRISCHE PROJECTIE VAN DE RESULTZRENDE VERPLAATSINGS-

NB VECTOR OP DE WERKRICHTING VAN DE KRaCHT.

In formule:
Wdoor ﬁ

sk

bij verplaatsing

= F, Ak cos { NEWION x METER.

Punt 4) De EENHEID VAN HOEVEELHEID ARBEID.

Definitie. De cenheid van hoeveelheld arbeid is de arbeid
die verricht wordt als cen kracht van EEN NEW-
TON haar aangrijpingspunt EBEN METER in haar
werkrichting verplaatst.

Benaming. Deze eenheid heet EEN JOULE (spreek ult DZJOEL)

(James Prescott JOULE; 1818-1889; zie warmte-lecr)

Dus:

| 1 NEGTON x METZR = 1 JOULE |

i
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De algemene formule voor de¢ hocveelheid arbeid, verricht door cen
kracht die constant blijft in grootte en richting, luidt dus:

Punt 5) Voorbeelden.
1)

Gevraagd: a)

Wigop T = ¥+ 2k cos. ¢ JOULE
N ;ﬁt Gegeven: Fen massapunt van 5 kg*
e g1ijdt langs cen hellend
///gg vlak (hellingshoek 300) naar bene-
N i den over cen stuk AB dat 200 meter
- YZ lang is.

Bij deze beweging ondervindt het
massapunt van het vlak cen wriJvings
wecrstand F}T van 1 kng P

= 10 M/sce2.

S7.p.

De hoceveelheid arbeid die de zwaartekracht Z bij dcze
beweging verricht.,

Oplossing: Z =n &r.p. = 5.10 = 50 NEWTON.
Bij de beweging van het massapunt blijft de kracht 7
constant in grootte en richting.
Duszw - 7y jdc goniometrische proa..
door Z 1v.d. Vcrpl atsingsvect. }Joule
4B op de richting vanZ. |
De goniometrische projectic vap de verplaatsingsvec-—
tor 4B op de werkrichting van Z =
200 cos. 60° = + 100 meter,
Dus:
Wdoorm§~= + 50 x 100 = + 5000 Joule.
Gevraagd: b) Dec hoeveclheid arbeid die de wrijvingskracht F bij
deze beweging verrichb. ’
Oplossing: er 1 kgfp o = 10 NEJTON.
De wrijvingskracht verplaatst haar aangrijpingspunt
200 meter tegen haar werkrichting in.
Dus:
Wdoor ?%T. = - 10 x 200 = - 2000 Joule.
11) Gegeven: Ben massapunt van 5 kg™
By B bewecgt over ecn 1ljnstuK
R AB (200 meter) langs cen hellend
; o vlak (hellingshoek 30°) naar boven.
! o Bij deze beweging ondervindt het
: 2 massapunt ecn wr13v1ngswborstandm 5
= oa Fop, van 1 kefp o . 8p,p, = 10 /s
S j
Gevraagd: a) Waoor 7
Oplossings Z = 5.10 = 50 Hewton.

De goniometrische projectic van de verplaatsingsvec-
tor 4B op de werkrichting van Z is nus

—1ABl = 200 x cos. 1200 - 100
1 o
Dus: -~ 50 x 100 = - 5000 Joule.

meter.

ey e
"door 7
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Gevraagd: Db) Wdoor-ﬁ%r

Oplossing: er. = 10 NEWTON,

De wrijvingskracht verplaatst haar aangrijpingspunt
200 meter tegen haar werkrichting in.

Dus:
Wdoor ﬁ%r. = - 10 . 200 = - 2000 Joule.
1) Gegeven: Een kogel, gewicht ~ kgl
— wordt vanuit ecn punt O
Yo op enige hoogte boven dc
, B“wjﬂ-~»§' erond onder ecn elevatic-
c :A“M—}Ahhﬁmwa' hocko&opgeschoten met ecn
D= oA i beginsnelheid VO nN/sec.,
i ! Y Ge : 3¢ : -~
Y ‘ cvraagd: De hocveelheid arbeid doox
i de kracht 7 verricht bij
7 E de bewegingen van: (zie
[l R flg')
) ' O->A; O~—>B; O-—=>C; O-—D
: en O-—EH,

]
- i s ) ¥ pTay =
/o //47{/;,/ / o //( b L

Oplossing: Z = 8.gT P Newton. Immers 1 kng p. = B7.p. NEWTON .
° . o L] * L ] »——-)
Bij dc beweging van O —=A verplaatst de kracht Z haar
aangrijpingspunt tegen haar werkrichting in over het

stuk Os'

Dus: Vaoor 7 = — 8.gT_P..|OA‘l Joule.
bij O-A

Bij de beweging van O0—>B is:
'( —n — — 7
Idoor 7= 8.bT P. . 10B"l Joule
bij O0-B

Bij de beweging van O-—C is 0C de verplaatsingsvectior.
De goniometrische projectie van de verplaat-

singsvector op de werkrichting van Z = -10C'In
Dus: W

Yaoor 7 = 8-8T_P.o‘00 | Joule.

bij 0-C

Bij de beweging van 0—=>D is de verplaatsingsvector 0D,
De goniometrigche projectie van OD op de wexl:-

richting van = 0.
Dus:

Wdoor 7= O/Joule.

bij O-D

Bij de beweging van O —F is OE de verplaat81ngsvectv,.
De goniometrische projectie van OF op de werk-
richting van Z = + |0B! meter.
Dus: _
Wioop 7= + 8+8p.p, - [OE'| Joule.

bij O-E
Opmerking. Met nadruk wijzen we er op, dat in bovenstaande voorbosi-
den werd verondersteld, dat de arbeid-verrichtende kracht
constant is in grootte en richting.

Punt 6) Andere lezing van de arbeidsformule: W = F. AS8. cos. & Joule.

e beschouwen nogmaals het geval, dat
F een kracht T (constant in grootte en
richting) haar aangrijpingspunt ver-
* plaatst over een RECHT lijnstuk AB, tor-
A B wijl de werkrichting van de kracht ecn
AS L. & (scherp, recht of stomp) maakt mot
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de verplaatsingsvectoriﬁi'(=.£§). >
Zoals we hebben afgeleid, verricht de kracht F bij deze verplaat-

sing de hoeveelheid arbeid:

Hierin is AS

“door i

os. thde goniometrische projectie van de verplaat-

= F.AS cos. «Joule D

singsvector AS op de werkrichting van de kracht F.
De waarde van het rechter 1id van vergelijking (E) blijft onveran-
derd als we dit schrijven als:

W

— Wat stelt F cos.a voor?

Antwoord:s

& scherp.

door 7 = (F cos. &). AS Joule @

@ stomp.

KA

e
A

ol

In beide gevallen stelt F cos.e de goniometrische projectie voor |

van de krachtvector F op de richting van de verglaat51n@svector,ss

m,a.W, de ggnlometrlscﬁg waarde van de TANGENTIELE COMPONENT VAN

DE KRACHT

F.

— Wat zegt formule @D dus eigenlijk?

Antwoord: Deze formule zegt, DAT DE HOEVEELHEID ARBEID DOOR DE

KRACHT ¥ VERRICHT BIJ D VERPIAATSING AS GELIJK IS AAN
JE HOEVEELHEID ARBEID DIE HAAR

TANGENTIELE COMPOINENT

BIJ DEZE VERPLAATSING VERRICHT.

Dus:
i W > —
% door F door Ftang.
—> Hoe kunnen we direct ingien, dat ﬂdo ~W»g§lijk MOET zijn aan
Ydoor Frapg.
Antwoord: Op blz., 126 zijn we tot de conclusie
- = gekomen DAT MEN EEN KRACHT MAG ONTBIN
ngg@**:g DEN IN COMPONENTEN: DE WERKING VAN DE
L/ KRACHT F ALLEEN IS IN ALLE OPZICHTEN
§4éb GELIJK AAN DE W DE WERKING VAN DE KRACHTEN
X‘ L:iﬁnc i& Fnorm. en Ptang. S AMEN,.
. De hoeveelheid arbeid door de kracht®
AS F ALLLEN verricht, moet dus ook gelijk
__________ - zijnh aan de hoeveelheid arbeid die de
componenten P en F SAMEN ichten.
Nelgu norm. ©4 tang, °A verrichten N
De normale component F ori verricht bi]j deze verplaatsing AL

GEEN ARBEID.
Dus moet de hoeveelheld arbeld door de kracht F ALLBEN Verrlcht

COMPON&NT F,

Duss

CONCLUSIE:

tan

e

ne ATIBEN verricht wordt.

tang.
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CONCLUSTIE:

Men kan de arbeidsfornule Wdoor7§'= F.A8 cos.adoule,

welke geldig is voor een kracht die constant blijft in groot-

te en richting, 0P TWEE NAJLEREN LEZEN

1° LEZIIG.

=
door B
In woorden:

De hoeveelhgid arbeid door
een kracht ¥ (constant in
grootte en richting) ver-
richt, is gelijk aan het
product van de kracht en de

dg verplaat51ngsvoctor AT op
de werkrichting van de kracht.

2° LEZING.

= (F.cosa). A3 J.

aoor F

I In woorden:

De hoeveelhgid arbeid door
een kracht F (constant in
grootte en richting) ver-
richt bij de verplaatsing
langs een RECHT lijnstuk AS

is gelijk aan de hoeveelheid
arbeid die haar tangentigle
component bij deze verplaat-

i

sing verricht.

Punt 7) De berekening van de hoeveeclheid arbeid volgens de 2° lezing als
de kracht ¥ (constant van grootte en richting) haar aangrijpings-
g t verplaatst over ecn baanstuk DAT NIBT RECHT 1o.

Geval I. Het baanstuk is ecen GEBROKEN LIJN.

Nevenstaande figuur stelt de situa-
tie voor waarin een kracht F, die
constant blijft in grootte en rich-

P
o
! A\\ B

— ‘,: % /,é( ! ‘/ / s
F ; 7 ! E

/5,\, / £ ting, haar aangrijpingspunt ver-

/

P
k£§/<és \RI§; 7 plaatst over de gebroken 1lijn ABCD.
",-"’» Ne~y MNF /
EFRNP o R
A \5543 Gevrasgd: T300r T volgens de

;oS , . 20 lezin
A o bij bew. van &
, A—>B->C-=D

Oplossing:
Wdoorﬂf’: F cos.<xl.AB Joule
A—=B
W — = . 5
Y00r T T cos.c<2.BC Joule
B-—=C
Waoor_f'z F cos.¢x3.CD Joule
C—=D
+ -
wr — = (T A D + » bz °
V4oor T = (¥ cos,ml)ng + (F cos.mz)BC + (F cos aJ)CU J
A-—=>B-=C~->D
Dus: E tang tanb tang
r e 3 ! Ll 3 ./ o'y
% Wdoor F - Fl AS S, + E AS2 . BB ASB Joule
|  totaal
{

We vinden de totale hocveelheid door'§>vcrrlchte arbelid dus door
Voor icder recht onderdeecl van dc baan de hoeveelheid verrichte
arbeid afzonderlijk te bfruKeuon cn deze hoeveclheden daarna al-

gebra¥sch op te tellen,

Geval 1T.
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Geval IT. Het baanstuk is GEKROMD.

Theoretische bepaling van wdoor F.

Py 1 ) Verdecl de baan in infinitesi-
o maal kleine stukjes die zo
klein zijn, dat iecer stukje
als recht beschouwd kan worden.

, 20) Bepaal voor ieder stulje E
L AS .

50) Bepaal de algebraische som van
al deze arbeidsporties.

tang *

Opmerking. a) Als de kracht F'cons bant is in grootte en richting

b)

is 4¢ bepaling van . VSTgens“do 20 lezing’

veel ingewikkcelder dgﬁ ae bepaling volgenside 10 le-
zing™, Jolgens beide werkmethoden komt men natuurlijk
tot dezelfde uitkomst.

Blijft de kracht F echter NIET constant in grootte
en/of richting, dan kan o = mecstal allcen vol—
gens ‘‘de 2Y lezing” berbkqﬁa wgrden. In §3 zullen

we aan de hand van voorbeelden zien, dat ‘deze arbeids
bepaling niet zo ingewikkeld is als ze zich nu laat
aanzien,

Tot nu toe hebben we stecds gesproken van DE HOEVEEL
HEID ARBZID dic door een kracht verricht wordt. In
de prakbijk spreckt men kortweg van DE ARBEID door
een krachnt verricht. We zullen dit in n het komende

ook doen.

§ 2. De berekening van de arbeid die verricht wordt door een kracht die

NTET CONSTaNT BILJFT in grootte en/of richting.

Nevenstaande figuur stelt het geval voor
waarin ecn kracht DIE NIET CONSTANT IS IN
GROOTTE ZEN RICHTING haar aangrijpingspunt
langs een kromme baan verplaatst.

Gevraagd: De (hoeveelheid) arbeid die bij
deze verplaatsing van het aan-
grijpingspunt door de kracht
wordt verricht.

, . . 0 . . . c s .
Theoretische oplossing: 17) Verdecl de baan in infinitesimaal

Duss W o=

door F
bij bew.
Van A —=B

Dus: wdoox'if
bij bew,
van A -8

klcine delen die zo klcin zijn dat _
icder decel als reciht- en de kracht F
voor ieder deel als constant in groot-
te en richting kan beschouwd worden

en nummer deze baanstukjes: 5,53 AQS,

_-/:-\—3.‘(3040.- AnS'

20) Bepaal voor elk ¥an deze baanstukjes de
arvbeidsportie: F op,AkS . 05 Joule.

30) De alggbralsche som van al deze arobcids
porties is dan de totale arbeid diec
door de niet constante kracht F ver
richt wordt bij deze verplaatsing van
haar aangrijpingspunt.

= (FUBRE . o ang . tang . ay T
( O_p 4\18 _ol - Top_psnﬁ2b = o000 00 + FOPANJ 1__n_,> J e
k=n tang

o A * ) J o
- opcgkb zﬁks oule

Hierin zijn de baanstukjes 4,8 cventuecl infinitesimaal klein. Om
dit aan te geven gebruikt de wiskunde een speciazzl symbool. De wis-
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kundige situatie van deze som is:

y
i n

! D
Wdooruﬁw =' F%i?g . ds Joule
bij de bew., A
van A-— B,
Lees: 7 —~ is DE TNTEGRAAL VAN 4 TOT B van Fo288 | 4g
“"door F T * (s) °* :
bij de bew.

van A-—>B,

Opmerkingen: 1) In zijn algemecnheid is dit probleem voor ons (op
deze klas) onoplosbaar. In de volgende paragraafl
zullen we echter zien hoe we dit probleem voor een
voudige gevallen op deze klas oplossen.

2) N%t nadruk wijzen we er op, dat we, om de termen

o PN . D5 Te kunnen bepalen MOETEN WiTEN HOE
P Ay TE TANGENTIELE COMPONENT VAN DE KRACHT

VERANDERT ALS FUNCTIE VAN
DE BALANCOORDINAAT
—IINGS KROWIE AB.

In de integraalB

\/F tang.ds Joule
A (s)

moet dus voor Pgi?g de functie ingevuld worden DIE
DE TANGENTIELE COMPONENT VAN DE KRACHT IS Va

DE BAANCOCRDINAAT S, dus de tangentigle component
van de kracht F ALS FUNCIIE VAN DE BAANCOURDINAAT S.

3 3. Grafische beschouwing: De bepallng van ¥ uit de grafiek van
de Tangentitle CBQQSEeEt van de kracht als
functie van de baanooordlnant

Punt 1) Inleiding.
In deze paragraaf willen we laten zien hoe men de integraal

- e tang
Vioor T = /‘ (s) .ds Joule

bij bew, A
van A-B grafisch kan bepalen.

Zoals we in par. 2 heboogyop”cmerkt stelt F%a§g B TANGENTIELE
COMPONENT van de kracht F voor als functie van dc baancoor-
dinaat langs de beschreven baan. De VORM van de baan zelf doet
hierbij niets ter =zake.

In het nu volgende punt 2) gaan we graficken

tang ” - .
Feo) tekenen met de baancodrdinsat tot abscls en de
' tangentidle component van de kracht tot ordi-
naat.
e g We houden dus twee dingen in het oog:
f O+ - , . . v o
O{ 17) De abscis zegt allecn iets over de baancoOrdi-

naat van ccn baanpunt en NIBLS OVER DE VORM
VAN Db BaAN,
20) De ordineat zegt alleen iets over DI TANGEN-

TIELD bOZTbmjki VAN Dt KRACHT en NIBTS over de
WARE GROOTT®™ van de kracht.

Punt 2) Verschillende gevallen.

Geval I. ?a§% is CONSTANT.
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Geval I. fg?g is CONSTANT.
Gemevens Hen kracht F Vcrplaatst haar
aangrijpingspunt langs een

baan (recht of krom) van het baanpunt
£ (baancodrd. A) nasr het baanpunt B
(baancodrd. s4)

BULJ oWwZE VERP LATSTING BLLJFT DE TaN-
GENTIZLE COLPONENT VAN DE KRACHT CON-

- e STANT,
4 4R G d: S
X ZEVERABAE Yqo0r F
bij bew.
van A—B.

Oplossing: Daar de normale component van een kracht nooit
arbeid verricht is de arbeid door de (eventu-

ecl niet constente) kracht F gelijk aan de arbeid DIE
DOOR HoAR TANGENTIELE COMPONENT VERRICHT WORDT.

Dus: o =
Wdoor F T “door Ftang
A—>B.,  A—B.

= FF8 | Ag  Joule

Gevrzagds Waardoor wordt deze arbeid IN BOVENSTAANDE
GRAFITEK voorgesteld?

Antwoord: MEETKUNDIG is FUPP8, Ag = Oppervliak O.

? Conclusie: Wdoor-ﬁ' wordt in de grafiek voorge-
b X steld door
ij bew.
van A--B.

HET OPPERVLAK
dat begrensda wordt door AS Efang,
A-B :
Ft&nO en de grafieklijn.

B

Viaar het ons nu, om gaat is, dat de arbeid door een kracht
in de grafiek F%a%g wordt voorgesteld door een OPPERVLAK.

Voorbeelden: o)

V‘Ndoor —F-‘r = <+ 4.15 = <+ 52 JOU].G.

_Fr8ewt. bij bew.
& van A—B.

0 L% Grafick,

b) Een massapunt van 6 ke ¥ doorloopt de omtrek van een
cirkel EENPARIG VERSNELD met een tangentigle ver-
snelling van 2 /scc- De strazl van de cirkel is

2

£ meter.

Gevraagd: Hoeveel arbeid wordt er GEDURENDL BEN
OLLOOP verricht door de tangentikle
kracht.




Geval 1T,

Oplossing.

177,

tang = 6.2 = 12 NEYTON.

De omtrek van de cirkel is 27f.2.= 10 meter.

i

Dus: ¥ = = 12 x 10 = 120 Joule.
door Ftang
Grafiek. ‘S%&ng
12 .uq / ~
*/g// P 120 J4
/’ i - ,»‘ . .:_l 5
r.,._;l;.) - lO m.
Opmerking. omtr.v.d.cirkel
Als over een gekromd baacnstuk F tang con—
stant 1s, behoeven we om de 1£ %1d

berekenen het boanstuk dus niet meer 1n
infinitesimaal kleine stukjes te verdelen
die zo klein zijn, dat elk stukje als
recht kan beschouwd worden.

t
F(o verandert ‘met sprongen'.
2

Gegeven: Fen kracht bl verplaatst
haar %ﬁngrlgplngspunt
langs cen (rechte of kromme)tsan
van het baanpunt A naar het baan
punt H.
Nevenstaande grafick gecft de
TANGDATEELA COMPONENT van de
kracht F als functie van de baan
coordinaat s.

df 4& : /C{C /d/ P {iL /5 . ,
0 ?_V_\ (R \,._J?,.H\ ] gﬂf_:?__& gds Jdoor F
Npd Apd Amd Ags bij bew,
3 < e VCArl A’a"Ds
OUlOSSlng Omdat dec normale component van T geen arbeid
verricht, is:
Y3000 7 Ya00r Frone
bij bew. bij bew.
van AT, van A—=H.
Welnus
r _ t ang _ tang -
Wioop prang = + Fi (SB—SA> =+ Fy .AIS = + Opp. Op
bij bew.
van AR,
W - tang - ~tang - .
Taoor 708 = + Fip “e(sg=sp) = + Frp =. 4P = + 0pp. Or7
bij bew,
van B-C,
iy ~ - —1t ong - — tang D= i
Haoor FUOR8 = + Frppo(sy=8p) =+ Fyppoe 4 = + Oppe Oppp
bij bew.
van C—=D.
o = . mbang _ tang - % O
\Neoor Ftalig -_— g FIV o(QE SD) = - FI-V- ‘4—}‘[& — 0 O_p}_.). OI‘\]’
bij bew.
van D-H,
+

Dus:

;\'_V"door thlg = >- F-“’_ai\)'!,l_s = Oppo (U—f '+ OII + OIII + OIV>

Dij bew.
van A5,
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bij bew.
van A

7t OII + OIII + OIV) Joule

i
i
|
i
t

i

De arbeid door de kracht.ﬁmverricht, als deze haar aan-
grijpingspunt langs de gegeven baan verplaatst van het
b%*np%nt A naar het bocapunt B, wordt dus in de grofick

val. h ng
wordt
grafieklijn.

Geval IIi.ﬁtang

voorgesteld door het o%pcrvlak dat bcoreﬂsd
door A S, de ordinaten f

2Ng an FB“HG cn de

(s) is een willekcurige functic.

Ltane
F(a)

o Aa

Oplossing:

AN

We verdelen het baanstuk

In nevenstaande figuur stelt
de kromme 1lijn de grofick
van de TANGENTIELE COMPONENT
van de kracht F voor als
functie van de baaneoérdi—
naat van een gegeven baan.
Gevraagds W

v‘\dOO F L_,ls d(/

kracht F haar ann-
grijpingspunt langs dcze baan
verplaatst van het baanpunt
A noaar het baanpunt B.

Omdat de normale component van F geen arbeid
verricht is W

= =W tang.

door F ~ Ndoor F
AS in infinitesimaal kleine

stukges die zo klein zijn, dat over elk stukje F ang
constant is.
Daarna bepalen we voor elk stukje de arbeidsporties

tang
Fﬁ\;ﬁ.S
~K

. xS Joule

en tellen deze arbeidsporties algebraisch op.

Maar elk van deze arbeidsporties wordt in de grafiek voor-
gesteld door het oppervlak van een infinitesimaal smalle

rechthoek,.
De algebraische som van al deze arbeidsporties wordt in
de grafiek dus voorgesteld door HET OPPERVIAK van de ge-
%ceerde f%guur

die begrensd wordt door AS, de ordinaten
en de grafieklijn.

(U1t geval kan dus beschouwd worden als een limiet van

05 en F 5
geval I1)
Dus:
il =
door P

bij bew.langs
de baan v.,A-=B

voorgesteld door

Opmerking.

De arbeid door de kracht F Verricht, als deze haar aan-
grijpingspunt langs de gegeven baan vernlaatst van het
baanpunt A naar het baanpunt B, wqrdt dus in de grafiek
van de TANGENTIELE COMPONENT VAN F ALS FUNCTIE VAN 8,

HET OPPERVLAK VAN DE FIG
die begrensd wordt door A S, de ordinaten F
en de grafieklijn.

%gng en Ftang
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Opmerking.
cam Is, zoals 1in nevenstaa%de fi-
' Fea) guur, de grafiek van F ang
: een lijn die de S-as
Yo SNIJDT, dan moet het opper-
: vlak-onder-de~as NIGATIHF ge-
o S rekend worden.,

0 A In nevenstaand geval is dus:
Vaoor 7 = * Opp.I - Opp.II + Opp.Ill
bij bew.
van A—B.

BINDCONCLUSIE,

DE BEREKENING VAN DE ARBEID DIE VERRICHT WORDT ALS EEN
NIET CONSTANTE KRACHT HAAR AANGRIJPINGSPUNT LANGS EIN
RECHTE OF KROMME BAAN VERPLAATST KOMT NEER OP EIN
CPPERVIAKTE BEPALING
in DE GRAFIEK WAARIN

i AS DE ABSCIS IS, en

i .
|| T P345 DE ORDINAAT.

Voorbeeld. De arbeid door de veerkracht in een schroefveer bij 1n-
trekking van de veer.

In de eerste ronde hebben we gezlen,

vual Pichaam dat er bij uitrekking van de schroef-

] veer IN de veer een veerkracht op-
treedt die de veer haar oorspronke-
1lijke vorm wil teruggeven.
In de situatie van nevenstaande fi-
guur is deze veerkracht dan verticaal
naar boven gericht, dus tegengesteld
aan de Verplaat51nosvector AL van het
punt P,
Als A% niet al te groot 1s, geldt:

= - |Cl. A2 Newton.

e

AN 4R 91354nd
€S0 DN M.i

F.
in veer
Hierin is |Cl de z.g. krachtsconstan-

A 5 te van de veer.
/ S|
// ‘ ~Y Gevraagd: De arbeid die de veerkracht
/ . , verricht bij de ultrekking
/ 3 OA.
% Oplossing:
>
N W = = - Opp. AOAAT Joule
& door Freer
p&a uitrekk,
Ok = - Z.0A.IAAT  Joule
Nu iss [AAFT| = |Cl. AEZ = |C|.0A meter.
Dus: q 1 5
W = = ~% , 0OA.iCl. OA = - %{Cl. OA™ Joule
door Fvee“

bij uitr.Oi

Algemeens

v | 72
W = = - %—!Cg . (AL)% Joule.
: .
door Iveel

i

bij uitr.st

Deze formule zullen we later nodig hebben.
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Punt 1)

Punt 2)

§ 5.
Punt 1)
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De eenheid van arbeid in het C.G.S.-stelsel en in het dagelijkse
leven., - T

De eenheid van arbeid in het C.G.3. stelsel.

eenheid van kracht is 1 dyne.| De ecenheid van arbeid in het C.G.5
| stelsel is de arbeid die verricht
., > wordt als een kracht van 1 dyne
A - . haar aangrijpingspunt 1 cm. in

> ' haar werkrichting verplaatst.

=
[JEeR: 38 i
=

D
De eenheid van lengte is 1 cm.

®

Deze eenheid van arbeid heet EEN ERG.

Omrekenen.
1 dyne = 1077 Newton i 1l erg = 1 dyne.cm. = 10*7 Joule
-2 .
1 cm. = 10 ° meter : Dus: -

1l Joule = 107 ersg.

De eenheid van arbeid in het dagelijkse leven.

De eenheid van kracht is 1 kng T De ecnheid van arbeid op ecn be-

. s . *** . Talde plaats ter aarde is de

De eenheid van lengte is 1 neter | tTbeid gle VeTTicht wordt als
Kefre s een kracht ter groot@g van

IO AL \ -1 ket haar aangrijpingspunt

- = | &én W@tgf in haar werkrichting
\meter . verplaatst.

In het dagelijkse leven is de plaatselijke eenheid van arbeid dus:
1 kgf P .meter.

Men noemt deze cenheid Lortweg cen kilogrammeter (T.P.), en noteert
deze als 1 kgm(T P.)

Omrekenen
1 kng p. = 8p.p NEJTON
Dus: 1 kng P .gaeter = Bp p NEWTON, METER = &n.p Joulec.

Conclusie:

H
i

1 kilogrammeter T.P. = 8p p Joule.

i
i
i
i

Getallenvoorbeeld. Ben kracht van 5 kgf verplaatst haar aan-
grijpingspunt 3 meteg‘gﬁ haar werkrichting.
Bp p. = 10 0/soc2
oL
Gevraagd: De arbeid in Joule.

Oplossing: I' = 5 kng p. = 50 NEJTON

buse Woiop =7 50 x 3 = + 150 Joule.

Het begrip ARBEIDS EFFECT of VIRMOGEN van cen enerplebron.

In de praktijk gaat het er nict alleen om HOEVEEL ARBEID EEN MACHINE
LEVERT, maar ook O Di SNELHILD WAARMEE DEZE ARBEID GLLJVJKD WORDT.
Deze arbeidssnelheid noent men BT ARBBLDSEFFECT of HET VERLIOGEN
van de energicbron. (De term “encrgic’ betekent hier “hoeveelheild
arbeid™)

Definitic., Onder HED .RBEIDSIFFECT OF VERMOGEN van een
energiebron verstaat men de PER SECONDE ge-
leverde arbeid,

Notatiec. Het ARBEIDSEFFHCT OF VIRMOGEN wordt aangeduld door de
hoofdletter P.
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De formule voor het arbeidseffect of vermogen luidt dus:

in sec.

| |
| _w

% P =g @
|

Punt 2) Dc eenheden van effect of vermogen.
I) In het stelsel van Giorgi: 1 Watt.

- _ 7 dJoule %
1 Watt = 1 === | @

Deze eenheid is genoemd naar de Engelse natuurkundi-
ge JAMES VATT (1736 - 1819), realisecrde de idec van
de stoommachine)

II) In de technick: 1 Kilo-Watt = 1 K.Watt

sec

|
! 1 K.¥att = 1000 Joule
i

kgmy p

III) In de verouderde techniek: 1 P.K. =75 See
Deze ecnheid stamt uit de tijd toen de machines door
paarden in beweging gebracht werden. Men veronder-
stelde dat ecn paard in staat was om een gewicht van
75 kgf P in een seconde 1 meter op te tillen. Dit
vermoggh hoemde men “een paarde-kracht'', afgekort
1 P.K.
Een machine van 100 P.K, levert dus per seconde even
veel arbeid als 100 paarden samen per seconde kun-
nen verrichten.
Merk op, dat in de eenheid 1 P.K. de term KRACHT ge-—
bruikt wordt waar eigenlijk VERMOGEN bedoeld wordt:
In de tijd van James Watt had men nog geen duidelijk
‘arbeidsbegrip'. :

Omrekenen.
l P.I{O = ’75

kgfp p,-m- Joule _
sec. - .P. sec. ~

75 x &r.p, Watt.

Punt 3) Nadere beschouwing.
Uit formule (1) volgt:

W= P x t
' 1 1
geleverde per sec aantal
arbeid gelev. sec.
arbeid

Dus: !
| Arbeid = vermogen X tijdsduur.
|
;

Uit formule (:) volgt:

g
§ 1 Joule = 1 Watt x l.sec. }‘ (:)

Deze vergelijking vormt in het stelsel van Giorgi de schakel tus-
sen de eenheid van mechanische energie (1 Joule) en de eenheid van
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hoeveelheid energie van een electrische stroom. Men wil deze verge
lijking ‘'de vergelijking van Giorgi® noemen.

Ilen schrijft vergelijking @D Zortweg als:
1 Joule = 1 watt.seconde.
1l Watt seconde is dus eigenlijlk alleen maar een ANDERE NAAM voor

o TR T IS S T

de HOEVEELHEID aRBXID van 1 Joule,
Van 1 Watt seconde is de eenheid 1 K,W.h. afgeleid,
1 K..h = 1000 Watt x 3600 sec. = 1000 L2828 y 3600 sec. =
= 36.105 Joule.

Dus:

! f
| 1 Kb = 36.107 Joule. |

i
i

NB. 1 K.W.h, is LEN EENHEID Vall HOEVERTHEID ARBEID: het is de arbeid
die 1in de “tijd van BEN UUR geleverd wordt door een energiebron met
een arbeidseffect of vermogen van 1 K, ¥att.

Deze eenheid wordt practisch alleen in de electrotechniek gebruikt.

NB, 6. ARBEIDSVERMOGEN.

Opmerking vooraf. In het woord “arbeidsVERMOGIEN' heeft de term
“VERMOGEN' een ANDERE BETEKENIS dan deze had
toen in de vorize paragraaf gesproken werd van
het vermogen van een energiebron. Toen betekende
"vermogen'' de arbeid die de energiebron PER SE-
CONDE LEVIERT,
Daarom hebben we in de vorige paragraaf aan de
term “vermogen” steeds de, helaas verouderde,
term “'arbeidseffect vooraf laten gaan.
In het woord “ARBEIDSVERMOGEN" slaat de term
“VERMOGIEN' op de TOTALE HOEVEELHEID ARBEID DIE
ER VERRICHT KAN WORDEN,
Als we dus straks zeggen, dat een massapunt een
arbeidsvermogen heeit van b.v. 20 Joule, dan zul-
len we daarmee bedoelen DAT HAT MASSAPUNT 1IN
STAAT IS EEN ARBEID TE VERRLCHTEN VAN 20 JOULE.
Het is ons op dit ogenblik echter nog niet duide-
1ijk dat een massapunt "iiberhaupt’ in staat KAN
zijnh om arbeid te verrichten.

Deel I van {2 6: HET ARBEIDSVERMOGEN VAN BEWEGING.
Punt 1) Het begrip.

In de eerste ronde hebben we de kreet geslaakt "ALS MASSA VAART
KRTJGT, DAN KAN ER WAT GEBZUREN',

Met deze uitroer werden TWEE ERVARINGSFEITEN aangeduid, nh.l.:

1 ) dat EEN MASSAPUNT IN RUST UIT ZICHZELEF NIET IN STAAT IS om
een OP dit massapunt werlkende kracht TF DWINGEN haar aan-
orijpingspunt THEGRN HAAR WERKRICHTING 1 IN te verplaatsen.

20) dat EEN BEWEGEND MaSSAPUNT DAAR WEL TOE IN STAAT IS,

Voorbeelden: a) #en kogel in de rusttoestand is NIET IN STAAT om
de zwaartekracht te dwingen haar aangrijpingspunt
tegen haar werkrichting in te verplaatsen; wordt
de kogel verticaal omhoog geschoten dan DWINGT hij
de zwaartekracht om haar aangrijpingspunt TEGEN
HAAR TERKRICHTING IN te verplaatsen, althans over
een bepaald stuk,.

b) Een langs een ruw vliak bewegend massapunt DWINGT
de WRIJVINGSKRACHT om haar aangrijpingspunt THEGEN
HAAR WERKRICHTING IN te verplaatsen. _

Conclusie.
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Conclusie: Ien bewegend massapunt is TEN GEVOLGE VAN ZIJN
BEVHEGING in staat om een kracht, die deze bewe
ging tegenwerkt, TZ DWINGEN haar aangrijpings-
punt TEGEN HAAR WERKRICHTING IN te verplaatsen.

Het gaat ons nu om het feit, dat een BEWEGEND massapunt TEN GEVCILE
VAN DEZE BEWEGING IN STAAT IS om een kracht, DIE DEZE BEWEGING TI'-
GENWERKT, TE DWINGEN HAAR AGNGRIJPINGSPUNT TEGEN HAAR WERKRICHTING
IN TE VERPLAATSEN.

Benaming. Als een massapunt ten gevolge van zijn beweging een
kracht dwingt om haar aangrijpingspunt THEGEN HAAR VERK-
RICHTING IN te verplaatsen, ZEGT MEN, DAT HET MASSAPUNT
ARBEID VERRICHT OP DEZ& KRACHT.

De verticaal omhoog geschoten kogel verricht tijdens het stijgen
dus arbeid OP de zwaartekracht; het Tangs het ruwe vlak bewegend.
massapunt verricht dus bij deze beweging arbeid OP de wrijvings-
kracht.
Als een massapunt ARBEID VERRICHT OP EEN KRACHT, verricht DIE
KRACHT ZELF dus NEGATIEVE ARBEID. Daarom noemt men de arbeid die
dan DOOR HET MASSAPUNT VERRICHT WORDT POSITIEF.

Definitie: Onder DE HOBVIELHEID POSITIEVE ARBEID die een
massapunt verricht als het arbeid verricht op
een kracht (en dus de kracht dwingt om haar
aangrijpingspunt tegen haar werkrichting in
te verplaatsen) verstaat men de hoeveelheid
arbeid JIE GELIJK EN TEGENGESTELD IS AAN DE
HOGVEELTIRID NEGATIEVE ARBELD die de kracht bij
deze verplaabsing van haar aangrijpingspunt
verricht.

Getallenvoorbeelden: I) Gegeven: De verticaal omhoog geschoten
kogel weegt 2 kng p, en stijgs
550 meter, >
% 5 Bp p, = 10 ®/sec

o Gevr.a) W

—bij dit stijgen.,

door %7
Oplossing: Z = 20 NEWTION.
v > Duss W

door Z »
- 20 x 350 = -~ 7OOQ:QL

T Gevr.b) Hoeveel arbeid verricht de kogel
. . s bij dit stijgen OP Db ZWAARTE-
KRACHT?

Antwoord:
W

door kogel ~ = 7000 Joule.

op
I1) Gegeven: Len massapunt beweegt 8 meter
[ langs een ruw vliak en ondervindt
! daarbij een wrijvingskracht van
&n. o o = 7 Hewton.

Gevr, a) W

door de wrijvingskracht.

Oplossing: Wdoor de wr, kracht =

=-7x8==56 Joule.

Gevr, b)
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Gevr, b) Hoeveel arbeid verricht het massa
punt bij deze beweging 0P DI WRIJ-
VINGSKRACHT.

Antwoord: W

door massap.op Wr o Kr.
= + 56 Joule.

CONCLUSIE. I Een BEJVEGEND massapunt is TEN GEVOLGE VAN DE:
BEWE: . .
BENEGING IIT STALT O
POSITIEVE ARBEID QP EEN KRACHT TE VERRICHTEN.

IT DE HOEVEELHEID POSITIEVE ARBZID die het massa

punt dan verricht is GELIJK EN TEGENGESTELD
aan de hoeveelheid NEGATIEVZ ARBEID die de
kracht dan verricht bij de gedwongen verplaat
sing van haar aangrijpingspunt tegen haar
werkrichting in.

Welnu: Het feit dat een bewegend massapunt TEN GEVOLGE VAN ZIJN
BEWEGING IN STAAT IS OM POSITIEVE ARBEID TE VERRICHTEN OP
ESN TEGEN-WERKENDE KRACHT duidt men aan door te zeggen DAT
HET MASSAPUNT ARBEIDSVERMOGEN VAN BEVEGING HEEFT.

De HOEVEELHETD POSITIEVE ARBEID die een massapunt met een
massa van m kg ¥ en een snelheid v M/sec. IN TOTAAL op een
tegenwerkende kracht KAN verrichten, noemt men HET ARBEIDS-
VERMOGEN VAN BEWVEGING van dit massapunt met deze snelheid.

DEFINITIE: ONDER HET ARBELDSVERMOGEN VAN BEJEGING (afge-
kort ALV.B.) van cen massapunt met massa m k¥
en snelheid v U/sec. verstaat men DE TOTALE
HOEVEELHEID POSITIEVE ARBEID die dit massa-—
punt tengevolge van deze snelheid IN STAAT IS
op een tegenwerkende kracht te verrichten.

Punt 2) Het A.v.B. van een massapunt uitgedrukt in Joule.
Gegeven: Fen massapunt van m kg* voert een

R of andere beweging ult en heeft
' op een gegeven ogenblik een snel-
mkfj/fﬁﬁf;~ heid van v %/gsec.
/// Gevraagd:Hoeveel Joule bedraagt het A.v.B.

van het massapunt op dit ogenblik?

Oplossing: We moeten dus berekenen hoéveel Joule positieve arbeid
dit massapunt met deze snelheid MAXIMAAL 270U KUNNEN VER
RICHTEN op een kracht die zijn beweging tegenwerkte.

. Daartoe doen we de volgende ‘‘ge-
I3 m kg* W %, Fzo dachten-proef': We nemen het mas-
A B sapunt uit de gegeven bewegings—
situatie, plaatsen het, met be-
houd van de snelheid v B/sec., op een rechte baan en
laten er een kracht van F Newton op werken waarvan de
werkrichting tegengesteld is aan de langs deze rechte
baan gerichte snelheidsvector .
Het massapunt krijgt dan dus een eenparig vertraagde
rechtlijnige beweging waarvan de beginsnelheid v B/sec.
is en de vertraging volgens de 2 wet van Newton (Fz=mn.d)
gelijk is aan

F
a == /sec?,

De plaatsfunctie wordt dus:

t2 meter,

Hi=

Sp =Vt - % =
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en de snelheidsfunctie:

_ F . m
Ve = V- o t ~/sec.

We berekenen nu de lengte van het baanstuk waarover het
massapunt de kracht © zal “voortslepen' en de hoeveel=

heid negatieve arbeid die de kracht F verricht bij deze
verplaatsing van haar aangrijpingspunt tegen haar werk-
richting in.

Berekening.
Het massapunt zal de kracht F zo lang ‘'voortslepen’ tot
vt = O, 0=v - &t

m

t = % . V secC.

Is AB (216 fig.) het baanstuk waarover het massapunt de
kracht F * 'voortsleept'’, dan is:

>
AB = V(F.V> - % % (%.V)L meter
2
= F'V2 - 5 %.EE.VZ meter
F
= %.vg - % %.Va meter
= %,%,v2 meter.

Het massapunt van m kg* met snelheid v ®/sec. is dus IN
STAAT om de tegenwerkende kracht T te dwingen haar aan-
grijpingspunt over een stuk

AB = % % ve meter

THEGEN HAAR WERKRICHTING IN te verplaatsen,

De hoeveelheid negaticve arbeid die de kracht F verricht
Dij deze verplaatsing van haar aangrijpingspunt tegen
haar werkrichting in, is:

W -~ F.ARB = - F.%

o]
v2 = - 4 mve Joule.

e

door F =
Dus:

C Vioop T = - 4 nve Joule
|

i

(Deze arbeid is dus onafhankelijk van de grootte van T)

DE HOEVEELHEID POSITIEVE ARBEID DIE HET MASSAPUNT BIJ »
DEZE VERPLAATSING VERRICHT OP DE TEGENWERKENDE KRACHT F
IS DUS:s

+ + mve Joule.

CONCLUSIE I Een massapunt met massa m kg* en snelheid'vzys,

CONCLUSIE IT

IS IN STAAT
om OP een tegenwerkende kracht een hoeveelheid
POSTITTEVE ARBEID TE VERRICHTEN VAN
+ + mve Joule.

In woorden: DE HMLFL van het product van ZIJN M A S S A (in

HET ARBE TDSVERUOGH VAN B ErpsING
Y VAN BEN MASSAPUNT

s MET MASSA r kg*

N SNELHEID v M/sec

mkg™ IS GELIJK AAN
/ FMye Joule.

kg™ ) en HET KWADRAAT VAN ZIJN MOMENTELE SNEL - |
HEID (in M/sec,) |




Punt 3) Opgave 42.

4 kg*‘ 3V
4 %/sec; a.v.B.
4 Joule; m

m
8 “/sec. Gevr: a.v.

Gegeven: m
Gegeven: v
Gegeven: A.Vv.B.

8 Joule. Gevr: m.
8 Kg%L Gevr: v.

Opgave 43,

Gegeven. Fen massapunt van 5 kg*; rust op een
Sko¥® Fezon volkomen glas horizontaal vlak. Ten

‘9 tijde © = O sec. begint op het massapunt een
constante, langs het vlak gerichte kracht F
van 20 Newton te werken.

Gevraagd:Het A.v.B. van het massapunt op het tijdstip

t = 10 sec.,
Oplossing: N
__L_...__.& F:ln . a } a =
20 = g

Het massapunt géat een eenparig versnelde
rechtlijnige beweging zonder beginsnelheid

uitvoeren.
Sy = meter
m
Ve = /sec.
Dus Wo = B/sec.
Dus (A.V.B.)tzlo = I, . = 4000 Joule.

Opgave 44,

Gegeven: Egp kogel (gewicht 20 kng.P.) wordt
vanuit een punt O van de grond on-
der een elevatiehoek van 60° met cen

e beginsnelheid van 100 “/sec. opzescho-
o0 /s, ten. g = 10 B/gec?.

Gevraagd: a) (A.V.B.)in 0

QP;_Q&S_;D._& (AoVoBo)in O = ';_ ' . 4 lOOOOO J'

(o)
\
o

[e]

[ ——
N

Gevraagd: b) Het A.v.B. in de top van de parabool.
gp;ossing;'vtop = vy

Dus: (A.V.B.)in top = 5 . . 25000 J,

Henric van Veldeke College.
Aylvalaan 9

Maastricht.



Deel II van 3§ 63

Punt 1) Herst een

187.

DE WET VAN LEVENDE KRACHT EN ARBELD.

voorbeeld om duidelijk te maken waar het nu om gaatb.

Gegeven: Een massapunt van 5 kg* rust op een ruw horizontaal vlak.
Op het tijdstip t = O begint er op dit massapunt een con-
stante, langs het vlak gerichte kracht F van 20 Newton te
werken,

Bij de beweging langs het ruwe vlak ondervindt het massa-
punt een constante wrijvingsweerstand P van 5 Newton.

Gevraagd: a) Je plaatsfunctie en de snelheidsfunctie.

— = —

Oplossing: De krachten F en P hebben dezelfde werklijn
N maar zijn tegengesteld gericht.
bm F= ;oN«wv Hun resultante is een kracht R van 15 New-
T L ton waarvan de riciating samenvalt met de
P25 Newt: 7 richting van de kracht F.

Het massapunt &rijgt ecn eenparig versnelde rechtlij-
nlge beweblqg zonder beginsnelheid, met versnelling
/sec?,
Dus: Sy = % t2 meter
ve =31t /sec.

Gevraagd: b) De Vprplaatblng in het tijdsinterval van t = 4 tot

Gevraagd:

t = 10 sec.
QPlOSSlng s = é . 100 = + 150 meter.
10 2
) = :
SLI— b 2 ) 16 + 24 metera _
AS = = + 126 meter,
4-+10
c) De snelheden op de tijdstippen t = 4 sec. en t = 10 s.
Oplossings v, = 3.4 = 4 12 m/sec,
s m
Vi = 3,10 = + 30 “/sec.

—> Gevraagds d) De RESULTERENDE VERANDERING VaN HET A.v.B. VAN HET

FABSAPURT 1N

=)

LTIJOSINTERVAL VAN © = 4 tot © = 10 s,

dus . _

Oplossing:

(4.v.B.) = 4.5.30° = £.5.900 = 2250 Joule
opt= 10 s.

(A.v.B.) = 1.5.12° = 1.5.144 = 360 Joule
opt= 4 s, _ _
(L£.v.B.) - (1.V.B.) =+41890 Joule

opt= 10 s. opt=4 s

—= Gevraagd: e) DE ALGEBRAISCHLI SO VAN DH HOZVEERLHEDAN ARBZID die in

het Tijdsinterval van © = 4 tot © = 10 sec. DOOR DE
OP HET MASSAPUNT WERLENDE KRACHTEN worden verricht.

Oplossing: Stel, dat het massapunt zich op T = 4 sec.
in het punt A en op t = 10 sec. in het punt

0B A e B bevindt. (zie fig.)
A R & Bij de bewcging langs het horigzontale vlak
G verrichten alleen de krachten I' cn P arbeid:
LAy F mﬁém.mq: door‘f = + F.AB = + 20.126 = + 2520 Joule
i T — —_ NE e -
, T door =z = P.AB = 5.126 = 630 Joule
> W = = + 1890 Joule




Punt 2)

NU KOMT DE KWESTIE WAAR HET IN HET ONDERHAVIGE DEEL II van

|| Conclusie:

!

PE RESULTERENDE HOEVEELHEID ARBEID

f TIJDENS de beschouwde beweging van

i! massapunt UOOR DE OP HET MASSAPUNT

‘ KENDE KRACHTEN wordt verricht is:
+ 1890 Joule.

die
het
ER-

$6 01

GAAT:
TAT VALT ER TE ZEGGEN VAN DE UITKOMSTEN VAN DE VRAGIN d) N e) ?
Antwoord: Deze uitkomgten ZIJN AAN ELKAAR GELIJK. Hieruit moeten

we dus besluiten dat:

W msurTeRERs = (4-V-B.)

TTIJDENS

opt= 10 sec,

bt (A.VoBo)
,opt:q-y

de beweging
van A-—>B

EINDE

d

BEGIN

iiat zegt deze vergelijking?

Antwoord:

i
; |
H
!
|
H
]
|

1
i
t

In het linker 1lid

van deze vergelijking staat
de RESULTERENDE hoeveelheid
A RBETID, die
TIJDENS

de beweging van het massa-
punt van het baanpunt A naar
het baanpunt B (wijs dit aan
in de fig. op voorg. blz.)

DOOR ALLE
OP HET MASSAPUNT WERKENDE
krachten wordt verricht.

|

In het rechter 1lid

van deze vergelijking staat
de RESULTERENDE VERANDERING
VAN HET A.v.B,

van het massapunt in het
tijdsinterval van t = 4 tot
t 10 sec., dus de algebra
fsche waarde van het VER-
SCHIL:

‘ Iy o
(A.V.B,)irl B (wijs Baanl)
MIN

, e .
(A.V.B.)irl A (wijs Aaanl)

i

N

Deze vergelijking zegt dus:

De RESULTERINDE ARBEID die TIJDENS het beschouwde tijds-
interval DOOR ALLE OP HET MASSAPUNT WERKENDE KRACHTEN GE-
ZAMENLIJK wordt verricht, IS GELIJK AAN de RESULTERINDE
VERANDERING VAN HET A.v,.B, VAN HET MASSAPUNT in dit

tijdsinterval.

Het is natuurlijk zeer de vraag of deze vergelijking geen TOLVAL-

LIGH BID is voor deze opgave:

zouden we bij een ander getallenvoor-

beeld tot dezelfde conclusie zijn gekomen?

delnu: in het komende zullen we bewijzen dat deze vergelijking GEEN
TOEVALLIGHETID is, maar de wiskundige formulering is van een
ATGEMENE NATUURWET:

Opmerking:

i

i

; DE WET VAN LEVENDD KRACHT EN ARBEID. |

De term "LEVENDE KRACHT!

is een antiek woord voor A.v.B.

Vroeger dacht men, dat ‘'leven'’ bestond in het hebben
van arbeidsvermogen van beweging.

In de moderne natuurkunde wordt aA.v.B.

BNERGIE genoemd.
Bovengenoemde wet heet dan:

KINETTISCHE

1

i

EDE WET VAN KINETISCHE ENERGIE EN ARBEID.




Punt 2) slgemene behandeling,

We gaan nu voor algemene gevallen onderzoeken of Di RESULTERENDED
ARBETD die TIJDENS Dif BEWLGING van een massapunt DOOR vk OP DIT
MASSAPUNT WERKEN DS KRACHTEN GRZAMANLIJK WORDT VERRICHT indercaad
GELIJK IS aan DB RESULTERINDE VERANDERING VAN HET A,v,B, VAN HET
MaSSAPUNT in het beschouwde tijdsinterval,

We zullen dit onderzoek beginnen met het meest eenvoudige geval en
dan staps-gewijs opklimmen tot het meest gecompliceerde geval,

G_:.?El 1. mkgﬁé EHG\J‘:.

A, B A,

Gegeven: FEen massapunt van m kg® bevindt zich op een ze-
ker tijdstip in een punt A van de ruimte en

heeft dan de snelheid V}. .

Op dit massapunt werkt éen en slechts éeén kracht Tt Newton

die constant is in grootte en richting, en waarvan de

werkrichting SAMENVALT met de richting van vector ¥, (zie

fig.)
Het massanunt voert dus een EENPARIG . VERSNELDE RECHTLIJNI-
GZ BEWEGING uit met versnelling a = = ®/sec. Na enige tijd

passeert het massapunt het baanpunt B en heeft dan de
snelheid vpg.

- 3y o TR —n —_’l_ 2 a 2
Te bewijzen: Wicor ¥ =z wVg - z mv, Joule.
bij bew,
van =B

Bewijs: Nemen we het baanpunt 4 tot oosprong van het ccdr-

dinatenstelsel langs de baan en het tijdstio waar-
op het massapunt het baanpunt A passeert als t = O, dan
worden de plaats- en snclheidsfunctie respectievell jk ge-
geven door de vergelijkingen:

_ L F 2
Sg =Vt + 3 = t7 meter
F m
Vv, =v, <+ =77 2Co.
£ vy = t /sec

We gaan nu eerst AB berekecnen als functie van Vpge Daarna
berekenen we W, e
aoor I
Berekening van AB. Is t] sec. het tijdstip waarop het mas-
sapunt het baanpunt B passeert, dan

geldt:
AB = V;'ltl + % ;—E‘l- ‘b12 meter @
v = Vv, 4 % t /sec. 2)

Uit deze vergelijkingen elimineren we de tijds dit doen
we door ty uit_vergelijking (2) op te lossen en deze in
vergelijking (1) te substitueTen.
Uit vergelijking (2) volgt:

Il

ty =7 (Vg = v)

Na substitutie van t1 in vergelijking (i) vinden we:

m.v, (vy - v, ) ne(vy - v,)°
AB = A B AT, = L) B A meter
B m 2
m.v,Vy - mv2 rnra— gmv v, + mv2 meter
up = - VaB L, WUz oo emvpyy A
= i) to2 7
2m. v, vy - Bmvj;2 + mVBZ2 - 2nvgv, + mvg; meter

AB = ST



190.

| :
i mvé? - mvf l
| AB = T meter. ;
i |
Berekening van wdoor.ii

Bij de beweging van het massapunt van A naar B verplaatst
de kracht F haar aangrijpingspunt AB meter in haar werk-—

Geval IT.

a)

richting,
Dus: 5 5
nw5 - mv,
A —e — A T — B A _ _’]_ 2 _:l_ 2
Ndoor 7 =+ FAB=+F — F— = Vg - IV, Joule.
bij bew.
van A—B
Conclusie:
W = imvg —-lmvg Joule
door P T ¢%'R 25 °
bij bew.
van AR
g.c.d.
_E} fr kqb’k Phcen
< cisssasaanizoon, b
A A Brerue

Gegeven: In het punt A van de ruimte heeft het massa-
punt de snelheid V.

Op het massapunt werkt de kracht F Newton waarvan de

werkrichting TUGENGESTELD is aan de richting van vector

Vi e

Hgt massapunt voert dus een BEENPARIG VERTRAAGDE R=ZCHTLIJ-

NIGE beweging uits het beweegt eenparig vertraagd van A

naar het omkeerpunt C en gaat dan eenparig versneld van

C naar A naar - oo,

_ . heen
wWe beschouwen eerst de beweging van A naar B .

~

Te bewijzen: . ~ 2 2
e bewijzen: — = dmv - Zmv,” Joule.,
door F By A
Tnoy een
bij bew.
v“._?
vanh Bheen

Bewijs: De plaatsfunctie van het massapunt wordt nu gege-
ven door de vergeliljkings

\

sp = vt - %'%Qtz meter.
|
‘Eit m/sec.

De snelh.functie:vt =V, - -
1 m

Deze vergelijkingen kunnen uit de plaats- resp. snel-

heidsfunctie van Geval I verkregen worden door F te ver-

vangen door - |Fl,

Voor AB als functie van Vg vinden we dus:

NJ

mvy - mvi‘
AB = —5 T neter.

o)

Bij de beweging van A naar Bheen verplaatst de kracht
I haar aangrijpingspunt AB meter TEGEN HAAR WERKRICHTING
IN.

2 2
Dus: mVB - va ) > . > Toul
W = = = |Fl, , = MV - 3 mv oule.
dqor T ~ 215 Bheen A



b)
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Conclusie:
Wynop ¥ = —'F1.AB = %mv2 - %mvi Joule.
A—D heen
heen
De beweging van A naar C.
Te bewijzen: . — = A 2
Mdoor 7T 0 v, Joule.
bij bew.
van A—>C
Bewijs: Vo = 0 0 — ana
Dus AC = ”"”7?"*— meter
- 2181
Dus: 0 - mvi LD
Wdoor 7= -7 —STET T O - zmv, Joule.
bPij bew.
van A—=C
| C lusi 2
| onclusie: . > = 4
Jdoor ﬁ‘ O TV, Joule.
bij bew.
i van A->C
Opmerking: . U T 1 — Al
A ——=C 1
Wyoor T = -171 .AC | Uit deze vergelijking
A e C t kunnen we AC oplossen.
e ! bl rfoeuiindhint et ot

|

i
!
!
|
4

De wet van levende kracht en arbeid doetl ons
dus een eenvoudig middel aan de hand om de
baancodrdinaat van het omkeerpunt te bereke-

|| nenl
23 beweging van A~”’C""’Bterug.
Te bewijzen: . - a2 A
& DEWljzen: ”doorF = zmvBteru - v, Joule,
bij bew.van &
A--C—B_ _
terug
Bewijs: 5
Vioor 7 = —IFl1.AC =0 - v, Joule (zie boven)
A—>C
)
Wioor T = +IF1,RC = %mv% - 0 Joule (zie geval I)
0 —s B terug
terug
Wyop 7 = - IF| (AC-BC) = - IFLAB = fuvj - tmve  Joule.
Ao( >R terug
i terug
|
i Conclusie: |
; T { A ! 2 1 2 :
| Wdoor4§>= - IF| .AB = ?mVBt— smv,y Joule
erug
A—-C->B

terug

Opmerking: Vergelijken we_de conolgsies van a) en c¢) dan

zien we, dat v = Vv
> Bhneen Bterug



Geval ITI. P mky  F
Gegeven: In het punt A van de ruimte heeft het massa-
punt_de sgglneld Vi. Op het massapunt werken
TWEE krachten F en P. de werkrichting van kracht F valt
samen met de richting van vector v,; de werkrichting van
kr?ch* T is tegengesteld aan de richting van vector VA,
IFl > 1P|
Het massapunt krijgt dus een EENPARIG VERSNLLOE RICHT-
LIJVIGE beweging met versnelling = _ F - |Pl m, 2
a = s / Sec
De plaats en snelheidsfunctie van het massapunt worden
dus resp. gegeven door de vergelijkingen:
= + F = 1Pl 2
8y = VAt + 3 - t™ meter
Ve = Vo4 E—%TLEL t  ®/sec.
Bij de bewgging van het massapunt van A naar B verricht
de kracht F POSITIEVE ARBEID, de kracht P NEGATIZVE AR-
BEID.
De RESULTERENDE ARBEID die TIJDENS deze beweging door de
OF het massapunt werkende krachten GEZAMENLIJK wordt ver
3 . Ao . : o : : .
richt is gelijk aan de algebraische som Mdoor'ﬁ + wdoorP
Te bewijzen:
i = S 2 4 2
]door T Jdoor BTz Vg - 7 mv, Joule.
A>3 A —B
Bewijs: Analoog aan geval I vinden we nu voor AB:
2
2= 0B T A eter
B2 = D) .
Dus: - 5
mvé‘ - mv
Wdoor'f = 4+ F,AB + F S(F =100 Joule
A7
2 2
mVg - MV,
In e e D A - 1D
\ll]door _P = il lo AB “T‘ 2(F — ‘PI ) JOU.le
AR
+
mng— mjf > ., 2
i . ket [ —|P = — U
Taoor T+ Tagor B = (T =1P1). —(po7pyy = Havg - dav, Joule

192.

A—=B  4-—B

1
H

Conclusies

W ol = = lmV e - ‘LIIIV 2
! door F ‘door P T MR T 274A
; A-—=B  A-—=B

Joule

Opmerkingen: a) Uit deze bewijsvoering blijkt wel heel duide-

lijk, dat de resulterende verandering van het
A.v.B., van het massapunt in het begchouwde

tijdsinterval, (dus Emvelnde - —mvbebln) ge-
lijk is aan de

RESULTERENDE ARBEID

die ALLE op het massapunt werkende krachten in
het beschouwde tijdsinterval GEZAMENLIJK heb-
ben verricht: Bij de toepassing van deze na-
tuurwet mag dus geen arbeid verrichtende kracht
"vergeten worden',



Geval IV.

Geval V.

193.

b) Met enkele bijkomstige teken-veranderingen is
dit bewijs ook geldig voor de variagten op
geval TIIT waarbij (Pl > \Fi of P en F LIZILFDE
werkrichtin hebbeq die Pellak erlcht is met—

.....

-
In al deze gevallen vinden we, dat

........ - io 2 a2
\/\dOOI‘ _ﬁ Tt JQQOP P ZmVB ZmVA Joule,

A——=B  A—>3B

¢) Dit geval 11T kan uitgebreid worden tot het
geval dat er n krachten op het massapunt wer-

ken waarvan de werkllgnen samenvallen met de
drager van de vector VA
Ve vinden dan:

- 2 2

W = %mvB - %va Joule,
n krachten

A~>B

P

A% B C D
Gegeven: De beginsiggaﬁ;g is dezelfde al; in geval I.

be kracht ¥ blijft bij de beweging van het massa
punt wel langs dezelfde 1ijn werken maar heeft op het
baznstuk AB een andere grootte en richting als on het

baanstuk BC en op BC weer een andere grootte en/of rich-
ting als op CD.

Te be\rlgzen°

Woor T = %mVDZ2 - %ﬂwxé Joule
4B —>C D
Bewijs: Uit de gevallen I en II volgt:
== dnve - dmv e
Jdoor F = 2vg - Ehvy Joule
__MB
Yioor 7 = %mvcz2 -~ %mvg Joule
B—>C
Yioor F = %mvéz -~ %mmg Joule
C D
+ 5 )
Tioop T = 20VY - %mv? Joule
A—B->C =D

q.e.d,

Gegeven: De beginsituatie is dezelfde als in geval III.
Bij de beweging van het_massapunt blijven de
werklijnen van de krachten P en F samenvallen met de dra-
%gr van vector vi, maar op het baanstuk AB hebben P en/of
andere grootten en eventueel ook andere richtingen dan
op BC.
Idem voor BC en CD.

Te bewijzen: >

. - T o apgl T %mVA Joule
door F “door P 22D
AB-»C-—=>D A—->B=C~—=D

Bewljss



Geval VI.

194,

Bewijs: Uit de gevallen I, II en III volgt voor de bewe-

gingen
— < i - i - = A 2 l 2
A —=B: Wdoor 7+ wdoorvﬁ'" ZMVy — 2V, Joule
—_= (e i e o 9— A 2
B—Cs Jdoor‘ﬁ'+ Jdoor z = Ve - vy Joule
.o R . g2 R
C—D: Ndoor T+ Wdoor B = ZWVy - Zmv, Joule
+
- W P = 2 L 2
‘door 7 ¥ Ndoor Z = vy - 2V, Joule
4—=>B=(C—=D a—=B->C—-=D
g.e.d.
mkq‘*” ';(4)
A dA B

Gegeven: In A heeft het massapunt de snelheid v L Q%Vhet
massapunt werkt een NIET CONSTANTE kracht (3)
waarvan de werkllgn steeds samenvalt met de drager van Vi .
De arbeid die de kracht F(b) verricht bij de beweging van
het massapunt van A naar B moeten we dus berekenen door

integrerens 5
W30or T /‘ F(s) ds Joule (zie blz.178)
A B A

Te bewijzen: W -3 = 1mV2 a2 Joule

- __'J__—“_ door F = 7 B szA owu .
A B

Bewi js: We verdelen het baanstuk AB in infinitesimaal
kleine stukjes A S die zo klein zijn dat over elk

van deze stukjes de kracht F(S) als constant in grootte

en richting kan beschouwd worden en passen voor deze stuk-

Jjes de redenering van geval IV toe.

Dk
Alhb? B
N 4 ) i —s = 2 _ A 2
.A~7>Dl wdoor 7= vaDl 21V, Joule
_ 2 a2
Dl%>D2 Wdoor 7 vabg = 20y Joule
Dy=D., W —z = %-mv2 1\ 2 Joule
K-17F door F Dy Dr_1
D=8 W == 4mvi2 - imV'2 Joule
K “"door I 2B CYir¢
2 -+
, - 4.2 2
Xf F(s)ds Wigor T = 20Vp - zmv, Joule
A—s7
n.e.d.
Geval VIT. P o
A Wy B

Gegevens: In A heeft het massapunt de snelheid VA. Op

- het massapunt werken twee veranderlijke krach-
ten F(s) en P(s), waarvan de werklijnen op ieder ogen-
blik samenvallen met de drager van de vector Vj.
In dit geval is dus:
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In dit geval is dus-wdoo gl »/ F(s)ds Joule

A->Z3
- /‘B
en Wdoor‘§*= K P(s)ds Joule
A—B

Te bewijzen:
= 4 Y

T - — - L
Taoor ¥ door P - 2V
A—>B A—=8
Bewijs: He verdelen het baanstuk AB in infinitesimaal
kleine stukjes die zo klein zijn, dat over elk
van deze baanelementen F(s) BN P(s) als constant van

grootte en richting kunnen beschouwd worden en passen
voor deze stukjes de redenering van geval V toe,

2

= 1

- va A Joule
B A ¢

D, By Dk
P E] )
] i — W — -
A—=Dy Vdoor 7 F W00 T = 2va1 STV Joule
. > = A A
DD, Wdoor 7t Ya00or D vaDg - 2val Joule.
D20, W =+ W = 'mv22 ~-%wv2 Joule
K-17K door F door P 25T DR 25"Dr_1
e . . 2 42
DK B Wdoor Fr Yoor T 2Vy = ZlVy Joule.,
3 B *
Xf F(s)ds + A/ P(s)ds =
I — U 2 e 2
”door §>+ Wdoor T = 2hvy - 2hv, Joule.
A>3 A —=8
g.€.d.

In de tot nu toe behandelde gevallen I t/m VII was de situatie zo,
dat het massapunt een RECHTE BAAN beschreef (eventueel een halve
rechte); ER WAREN DUS GEEN HORMALL KRACHTEN en de gegeven krachten
HADDEN GEEN NORMALE COMPONENTEN,

e gaan nu het meest algemene geval beschouwen waarin er op het
massapunt OOK NORMALE KRACHTEN werken (die dus loodrecht staan op
de momentele snelheidsvector) en waarin er ook krachten op het mas-
sapunt werken die op ieder ogenblik zowel een normale als een tan-
gentiBle component hebben.

In de bewegingsleer hebben we gezien dat de normale krachten en de
normale componenten van de gegeven krachten ALLEEN INVLOZD HEBBEN
OP DE VORM VAN DF BAAN, MAAR GEEREN INVLOED HEBRBEN OP DE GROOTTE
VAN DE SNELHEIDSVECTOR VAN HET MASSAPUNT. In de theorie van de ar.
beid door een kracht verricht, hebben we gezien, dat DE NORMALL
KRACHTEN EN DE NORMALE COMPONSNTEN VAN GEGHVEN KRACHTEN BIJ DE BE-
WAGING VAN HET MASSAPUNT LANGS DE BAaN GEEN ARBETD VERRICHTEN,

Samenvattend: Bij een kromlijnige beweging WORDT DE PLAATSFUNCTIE
LANGS DE RAAN (eﬂ dus ook de GROOTTE VAN DE SNELHEID
op ieder ogenblik) ALLEEN BEPAALD DOOR DE TANGINTIELE
KRACHTEN EN DIl WOMENTELE TANGENTIELE COMDONENTEN VAN
DE GEGEVEN KRaCHTEN, DE MASSA VAN HET MASSAPUNT, ZIJHN
BEGINSNELHELID B DE BAANCOORDINAAT OP t = O.

Bij een kromlijnige beweging VERRICHTEN ALLELN DB
TANGTNTIELL ERACHTTIN BN Do TaNGENTIBLE COMPONENTEN
Val DF GEGEVIN KRACHTEN ARBEID,

De bewijsvoeringen van de gevallen I t/m VII zijn dus onverkort

geldig voor de kromlijnige beweging MITS we F(s) vervangen door
% en P(s) door ng% , en dit doen voor alle verder op het




massapunt werkende

Geval VIII.

196,
krachten,

Gegevens In het punt A van de rulmte heeft het
massapunt de snelheid V,

Op het massapunt werken n kracht%n die eventu-=
eel veranderlijk zijn van grootte en/of rich -
ting, en waarvan de werklijnen N}LT samenval-
len met de drager van de vector V.

Cnder invloed van deze krachten doorloopt het
massapunt ecen bepaalde (mogelijk zeer grillige)

kromlijnige baan volgens een bepaalde (moge-

1ijk 1lijk zeer ingewilkitelde) plaatsfunctie. De snelheidsvec-
tor zal echter op leder ogenblik in het momentele baan-
punt raken aan de baan.
In het baanpunt B heeft het massapunt de snelheid VB.
Te bewijzen:
_— i 2 o2
> W = Vg - PV, Joule.
van alle krachten
bij de bew. langs
de kromme baan
van A-—=B,
Bewijs: e verdelen de kromme baan in infinitesimaal
kleine stukjes, die zo klein zijn dat deze
stukjes als recht kunnen beschouwd worden en alle tan-
gentidle componenten van de krachten die op zo‘n baan-
stukje op het massapunt werken constant zijn van groot-
te en richting langs het betrokken baanstukje.
Passen we nu voor de opvolgende baanstukjes te beginnen
bij A en eindigend bij B, de redeneringen van geval V
en VII toe, dan volgts
L —=>D W . = + + W = 2 2 e
K 1 Goor Fq door F, door F_ = ;val - zmv,  Joule
. - - ' S PO~ Ly &
Dé;->Dl Wdoo T + vdoor s + + Wdoor T vaD1 - vy Joule
DKjiDK Wdoor 7ot ‘door~§’ M * Wd '5? %mvsz - %mvﬁz Joule
1 2 oor K K-1
D—==R W = 4+ W - + W = = Iy 2 - mv 2 Joule
K door F, " “door Fy ' " "door F_ T B “7 D
B B B -
otang - Aotang votang. a2 42 S
A/ 7, 8% as +/ 557 0ds + +/ B s = quvg - gmv,” Joule
1 / i
S = %msz2 - %mv/f2 Joule
van alle krachten ' )
die bij de bew.,
langs de kromme g.c.d.

baan van A —=B

SINDCONCLUSIE uit de gevallen I t/m VIII:

DE ALGEBRAISCHE SOM VAN ALLE HOLVEELHEDEN ARBEID die

van een massapunt in een bepaald tijdsinterval DOOR
OF OP HET MASSAPUNT WiRKENDE KRACHTEN WORDEN VERRICHT

o RESULTERiNDE VERANDERING VAN HET A.v.B, VAN HET
MASSAPUNT

In formule:

TLJDENS DE BEJEGING

IS GILIJE AAN

in het beschouwde tijdsinterval.
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In formule:

- 2 12
W = SV — 2HVRn Joule.
door alle op het m.pt EINDE BEGIN
werkende krachten
tijdens de beweging

van het massapunt.

Deze conclusie staat bekend als DE WET VAN LEVENDE KRACHT EN aR--
BETD (of de wet van kinetische energie en arbeid.)

Opgave 45. Gegeven: Fen massapunt van 8 kz® wordt met
een bemlnsnelheld van 15 &/secc.
/(// %en een TUw hellend vlak (hellinzshoek
/»%§ﬂ5 0¥) opgeworpen. Bij de beweglng langs
15" ’ het vlak ondervindt_het massapunt een
4 QEAB wr13v1nfsweeﬁstand P van 5 Newton.
skafgte o1 g = 10 %/sec
Eaalle Gevraagd. a) Hoeveel meter legt het massa

é punt in stijgende richting
¢-> langs het hellende vlak af?

Oplossing: Stel, dat de snelheid v.,h. mas-
sapunt in B nul is.

. 1.2 a2
2 ™Veinde T #™Vbegin
Bij de beweging van A—=B ver-
richten slechts TWER krachten
arbeid, n.l.: ffen.P
- i - oy - ; . 2 —_ —
wdoor 7= - 80.z4B = - 40AB J. smvy = = 0
A—>B
Uioop D=~ D5« AB = - 5AB J. %mvi = %.80152 = 900 J.
A > _ (AFD
T = - 4SAB J. | dmvS. o - buve - 900 J.
< - ° 2 Veinde 2 begln

Volgens de wet van Levende Kracht en Arbeid is dus:

Dus AB = 20 meter.

Gevraagds b) Zal het massapunt in B stil blijven liggen of zal het
vanuit B langs het “hellende vlak naar beneden glijden?

antwoords

. De tangentidéle component van 7 is langs
IS P het vlak naar beneden gericht en 40 Newt.
7+ groot,
e tas het vlak glad, dan zou het massapunt®
/ggf \§‘5 dus zonder meer naar beneden glijden.
T Z=80N

e Nu het vlak ruw is, zal de erJVlﬂgS—
A kracht P het naar beneden glijden ouo
tegenwerkens ZODRA HET MASSAPUNT IN

1OT STILSTAND GEKOMEN IS ZAL DI WRIJVINGS
KRACHT P DUS OMKEREN BN TANGS HET VIAK WAAR BOVEN GERICHT ZIJN.

De gggotte van P is echter slechts 5 Newbon: De wrijvingskracht P
kan dus NIET IN EVENWICHT HOUDEN.

Conclusie: Het massapunt zal vanuit B langs het hellende vlak naar
beneden glijden.
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Gevraagd: c) Met welke snelheid komt het massapunt in A terug?
OUplossing:

. P
W vaelnde - zmvbegin

Bij de beweging van B ngar A

verrichten alleen 7 en P ar-

beid.

W — = 4 40,20 = + 800 J dnve = 1.8.v° Joule
door Z = " YT o WVeinge T 2000V, 90
B——>4

-y 1 2 _

wdoor T = 5,20 = - 100 J, mvbegln = 0O Joule
B—a

-« 1 - ;l_.,2 il 2 — 2
> W = + 700 J, 2V s nde T 2mvbeglrl = 4y Joule

Duse + 700 = 4v§
|V, = 57 %/sec.

Uit de situatie in de opgave volgt, dat deze snelheid langs het
vlak naar beneden gericht is.

Vraag. Moet hier niet staan v, - 5\7 I/sec. De snelheid is toch
langs het vlak naar befeden gericht?

Antw.: De wet van Levende Kracht en arbeid leert ons alleen hoe
groot het A.v.B. in het baanpunt A is; ze zegt echter niets
OVER DE RICHTING VAN DE SWIELHEID.
Conclusie: Met behulp van de wet van Levende Kracht en Ar-
beid kan men alleen DE GROOTTE VAN DE SHSLHEIDS-
VECTOR in een bhepaald baanpunt bepalen.

Opmerking: We hadden de antwoorden op de vragen a) en c¢) ook kun-
nen vinden door de plaatsfuncties langs de baan on te
stellen.

De oplogsing zou dan echter veel omslachtiger gewces?t
zijns we zouden dan de (niet gevraagde) tijdsduren moe-
ten uitrekenen die het massapunt nodig heeft om van A
naar B en van B naar A te gaan.

Het verdient aenbeveling em bij de sommen altijd even

na te gaan of deze nict met de wet van Levende Kracht
en hrbeld kunnen opgelost worden.

Opgave 46, Gegeven: Een kogel (m kg*) wordt vanuit een punt O
op een hoogue van h meter boven de grond
met een beg 1nsmelheld van 200 /Oec. onder

een elevatiehock Van 60° opgeschoten. g = 10 N/seca

}ODA Gevraagd: a) De maximale hoogte boven O.
/ﬁ Oplossing: In de top van de parabool is v =
o L50% u 100 M/sec.
Dus: i . L 5 N 5

; -1, 10Y = +,m(100)< - Zm.(200)

. - max

ek fr. Beide leden door m delen.
; - 1OI' = 5000 - 10000 = - 5000
& lmax = 500 meter.

Yl Opumerking: De massa van de kogel doet dus niets

ter zake!

Gevraagd: b) Op welke hoogte bevindt O zich boven
de zrond als de kogel de grond treft
met een snelheid van 210 M/sec.

1.m(210)2 - +.m(200)°
1 (210 + 200) (210 - 200)
1,410,10 h = 205 meter.

Oplossing: + m,10.h
10 h
10 h
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Deel III van 8 6: ARBEIDSVERMOGIEN VAN PLAATS (1.v.P,) I HEDT ZWAARTI-

KRACHTVELD.

Punt 1) Het begrip Z.isARTELRACHTVELD,

fTeder lichaam op of boven de aarde
ondervindt een verticaal naar het

; | e s ¥ ! .
| §Agmk§ g | aardoppervlak toe gerichte zwaarte-
| Lo ; g kracht ZT , die in grootte gelijk
| ; i YQ" ' i i ° -2
P Y Z¢; ) 1s aan:
VY VY Y Y VYY ;
i | f : | N
f : | | j = m . Newton.
Lo e b op b \ Zr.p. T U8y, p, “
7-”/ /'//‘),' 7 A . 5 E
' aarde ’

Men drukt dit uit door te zeggen DAT DE AARDE OMGEVEN IS DOCR EEN
) WaA RTELKRACHTVELD.

De term VELD is een verbastering van het Engelse woord FIELD, dat
in dit verband RUIMTE betekent, n.l. de ruimte om de aarde waarin
de zwaartekracht werkzaam is.

Definitie: Onder het ZWAARTEKRACHTVELD verstaat men DI
RUIMTE om de aarde waarbinnen de zwaarte -

krzcht Z&.P. = M3y p, Newton op een massa —

punt werkt.

De zwaartekracht‘§} D noemt men in dit verband ook wel DB VBELD-
KRACHT TER PLAATSE™*~ *OP HET MASSAPUNT.

Opmerkingen: a) Voor een klein gevied in het zwaartekrachtveld mag
men aannemen dat de veldlijnen (dit zijn de
lijnen die de richting aangeven waarin de
zwaartekracht werkt) ONDERLING EVENYIJDIG LO-
PEN (zie bovenstaande figuur.)

In nevensbtaande figuur zijn de veldls jnen van
het hele zwaartekrachtveld getekend in de ver-
onderstelling dat de aarde een bol is die zich
eenzaan in de ruimte bevindt: De veldlijnen
zijn dan rechte lijnen die vanuit het oneindi-
A ' ge straalsgewijs (radizal) naar het aardopper-
% vlak toelopen en het aardoppervliak dus lood-
recht treffen: het zwaartekrachtveld is dan
cen z.g. RADIAAL veld.

In de komende theorie zullen wij steeds aanne-
men dat de veldlijnen van het zwaartekracht-—
veld onderling evenwijdige rechte lijnen zijn
loodrecht op het aardoppervlak.

Bovendien zullen we aannemen dat g, niet
athangt van de hoogte boven het aa%d%ppegylak.
In onze beschouwing heeft de veldkracht 2, =
méi P Newton voor een gegeven massapunt ~°7°
dus*” *in ieder punt van het zwaartekrachtveld
dezelfde grootte en richting.

Ten krachtveld waarin de veldkracht op eecn-
zelfde lichaam in ieder punt dezelide grootte
en richting heeft, noemt men een HOMOGEEN
krachtveld.

In de komende theorie zullen we dus steeds
veronderstellen dat het zwaartekrachtveld een
HOMOGIUEN veld 1s,

Deze theorie kan echter gemakkelijk uitgebouwd
worden voor een radiaal krachtveld.
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Punt 2) Frobleen.

. .
{

: A mhﬁ
1 -+ *

i {

.

j J vz

i - 4

| g, ~T.P
\;/ \ (1 '/ 3
L

T T B L
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Jde zullen in de natuurkunde nog andere krachtvel-
den leren kennen b,v., het magnetisch veld van een
staafmagneet, het electrisch veld van een geladen
condensator, het krachtveld om een moleccuul (ga,

blijf,
In het

kom!) enz,
algemeen behoeven de veldlijnen van een

krachtveld niet recht te zijn!

Gegeven: Ien massapunt (m kg¥) bevindt zich in

A op een hoogte van h, meter boven de
grond en wordt in A vastgehouden.

Gevr, a) Hoeveel arbeid hebben wij OP OB ZWaAR

ToKRACHT moeten verrichten om hel mas-—

sapunt vanaf ae grond naar het punt A A
te brengen?

Oplossing: . - = = mZp p by Joule
door 7 T
grond=A

// ////"/_}// S // s

7ij hebben dus bij dit transport OF de
zwaartekracht de POSITIEVE ARBEID moe-

ten verrichten van + mn&m p, .h.A Joule.

Gevraagd: b) Dbet het hierbij iets ter zake langs welke weg we het

massapunt vanaf de grond naar A toe gebracht hebben?

Antwoord:

Conclusies

Bij het transport van het massapunt vanaf de
aarde naar het punt A is de goniometrische
projectie van de resulterende verplaatsings-
vector op de werkrichting van de zwaarte-
kracht ongeacht de gevolgde baan gelijk aan
- hy meter.

Bij dit transport verricht de constant ge-
dachte zwaartekracht 1 dus steeds de
negatieve arbeid —mgTWP““*hA Joule en moeten
wij steeds 0P de -~ et zwaartekracht
de positieve arbeid van + N8n p, h Joule
verrichten,

liet oetrOAkLng tot de hoeveelheid arbeid

die wij OP DE ZWAARTEKRACHT moeten verrich-
ten onm heu massapunt vanaf de aarde naar
het punt A Te brengen DORT DL GVOLGDE WEG
DUS NI.7S TER 7ZAKE.
Opmerizing., Het volgende leerjaar, als net
integreren in de wiskunde be-
handeld is, zullen we inzien dat deze stel-
ling ook geldig is in het radiale zwaarte-
krachtveld,

Gevraagd: c) Wat zal er gebeuren als het massapunt in A wordt los-

zgelaten?
Antwoord: Dan zal het massapunt vrij vallen en dus o.i.v, de
zwaartekracht 7, een eenparig versnelde rechtlijni-

ge beweging zonaég'oeblnonelheld gaan ultvoeren langs
de veldlijn door A.

Gevraagd: d) Bereken het a.v.B. waarmee het massapunt op de grond
aankomt.
Oplossing: Volgens de Vet van Levende hracht en Arbeid is:
Al % = v - Ayl :
p M ”door 7 2V 2V Joule
L A—>G
i Vz—m bus:
Lo ZEmgo us: ‘ -
i? | R + mgT.P..hA vagrond O Joule
Eag]

.
~,
\

7 o@z Py

2
—I N -_— "
21 grond mgT.P.‘hA Joule.
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Gevraagd: e) In nevenstaande figuur is AB een cirkelvormige volko-
men gladde goot. Men laat het massapunt (m kg®) in A
los, zocat het van A tot B de goot volgt,

A in B de goot verlaat en dan via een kogel-~
5 baan de grond in G bereikt.
= Bl Met welk s.v.B., komt het massapunt nu in
< S G aan?
R i \’\ . s . -
L T - Oplossing: B z& bew het massa-
A plo g ij deze beweging van i

punt verricht alleen de zwaarte-—
kracht arbeid.

Volgens de wet van Levende Kracht en arbeid is:

: = dov® o Apye
Waoor 7 = 20Vg IV Joule
A-—>B->G
2
. = -
Dus: + m'gT;P.'hA = Ve 0 Joule
Dus: %mvgrond = mgp p -by Joule }

Conclusie: MITS DE ZWAARTEKRACHT DE ENIGE KRACHT IS
DIE BIJ YDE VAL VAN HET MASSAPUNT ARBEID
VERRICHT, doet de VORM van de gevolgde weg
van A naar de aarde niets ter zake: Het
massapunt treft de grond dan altijd met het

A.v.B, van eBn p .hA Joule.

N3. Gevraagd: f) HAD HET MASSAPUNT, TOEN HET NOG IN HET PUNT A VAN HET

ZWAARTEKRACHTVETD VASTGEAOUDEN WERD, ARBLL DSVERMOGEN?

Dit is de kwestie waar het ons in het onderhavige
deel IIT van § 6 eigenlijk om gaat!

Antwoord: Hen massapunt in rust is niet in staat om

Ay mkg® een op dit massapunt werkende kracht te dwin
i gen haar aangrijpingspunt tegen haar werkrichting in

£ te verplaatsen. Men zou dus geneigd zijn om Te denken
<! dat het massapunt dat in A vastgehouden wordt, geen

£ arbeidsvermogen heeft.

L i Die mening zou de situatie waarin het massapunt in A

23?7?577 verkeert echter niet julist weergeven:
gren DAAR A n.l. EEN PUNT ValN HET ZJAARTEKRACHTVELD IS ZAL

HeT MASSAPUNT, 7ODRA HET IN A WORDT LOSGELATEN, onder
invloed van de veldkracht gaan bewegen en als gevolg
van de arbeidsverrichting door de veldkracht A.v.B.
GAAN KRIJGEN,

Het gaat ons nu om dit GAAN KRIJGEN van A.v.B.: Het
zwaartekrachtveld heeft a.h.w. een heel bepaalde hoe-
veelheid A.v.B. voor het zich in A bevindend massapunt
SIN PETTOY.

ALS HET MASSAPUNT OP Dx GROND AANKOMT HEEFT HET IN
TOTAAL VAN HET ZUAARTEKRACHIVELD EEN ARBEIDSVERMOGIN

VAN BEJEGING GEEKRBGEN VAN n&n ’hA Joule.

IN HET PUNT A VAN HET ZWAARTEKRACHTVELD HELFT HET MAS+
SAPUNT DUS DE POTENTIE (= vermogen of aanleg) OM VAN
DIT ZWAARTEKRACHTVELD EEN A.v.B, TE KRIJGEN VAN
mgT.P.hA Joule,

CONCLUSIE: TOEN HET MASSAFPUNT #OG IN HET PUNT A VAN HET
ZUAARTEKRACHTVELD WERD VASTGEHOUDEN HAD HET
GEEN WERKZAAM ARBETDSVERMOGEN, MAAR WEL EEN
ARBET DSVERMOGIEN -IN-A i NLEG VaN mgm o 'hA Joule.




202.

Het begrip ARBEIDSVERMOGEN-IN-AANLEG is voor ons geheel nieuw, Men
noemt dit arbeidsvermegen POTENTIELE ENERGIE of ARBEI DSVERMOGEN van
PLAATS.
Deze termen betekenen hetzelide, maar ze brengen ieder ilets anders

nadrulkkelijk onder de aandacht:

De term POTENTILLE INERGLI legt de nadruk op het feit, dat
YHET I STAAT ZIJN OM JBRKELIJK ARBEID TE VERRICHTEN' NOG
SLECHTS IN POTENTIE (= IN AANLEG) AANVEZIG IS, EN DAT IR
NOG EERST IETS ANDERS MOET GEBEUREN aLVORENS DIT ARBEIDS—
VERMOGEN Z7ZICH KAN MANIFESTIEREN. Het massapunt op de hoogte
van L meter boven de grond, heeft de POTENTIELE ENERGIE van
ngm h Joule, maar het moet nog eerst op de aarde vallen
&1$6réns het in de toestand komt waarin het werkelijk
mgT.P.h Joule arbeid kan verrichten.

—> De term ARBEIDSVERMOGEN VAN PILAATS legt de nadruk op het
feit, dat het massapunt dit arbeidsvermogen-in-aanleg te
danken heeft aAN DI PLaidTS die het IN EEN KRACHTVALD in-—

neemt.
Het massapunt op de hoogte van h meter boven de grond heeft
een A.v.P. van ng h Joule doordat het zich IN HET ZuAAR

TEKRACHTVELD op a4&‘hoogte van h meter boven de grond be-
vindt en dus van het zwaartekrachtveld een A.v.B. kan krij-
gen van mgn p h Joule.

!
CONCLUSIE: DAWK ZIJ HET BESTAAN Vall HET (homogene) ZWAARTE

KRACHTVELD HEEPT LEN MASSAPUNT VAN m kg OP Lol

HOOGTE VAN h meter BOVEN DE GROND

BEEN POTENTIELE ENERGIE OF ARBuIDS-
VERMOGEN VAN PLAATS
VAN
Me8p 4 h Joule

Punt %) De definitie van het A.v.P. of de PotentiBle energie van een massa-
punt in het zwaartekrachtveld.

Definitie: Onder het A.v.P. of de POTENTIELE ENIERGIE van
een massapunt in het zwaartekrachtveld ver-
staat men de hoeveelheid arbeid die door de
zwaartekracht verricht wordt als het massapunt
vanaf zijn plaats in het veld naar het aard-
oppervlak bewecgt, !
De grootte van dit A.v.P. 1is mgT.P.h Joule. |

Daar deze hoeveelheid arbeid altijd gelijix is aan de hoeveelheid
arbeid die WIJ OP de zwaartekracht moeten verrichten om het massa-
punt vanaf het aardoppervlak naar die plaats in het zwaartekracht-
veld te brengen, kunnen we het A.v.P. ool aldus definieren:

Definitie: Onder het aA.v.P, of de POTENTIELE ENERGIL van
een massapuat in het zwaartekrachtveld ver -
staat men de hoeveelheld arbeid die WIJ O de
rwaartekracht moeten verrichten om het massa-
punt vanaf het aardoppervliak naar deze plaats
in het zwaartekrachtveld te brengen.

Opmerking.

Zie blz. 203.
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Opmerking:

Beweegt ecn massapunt in het zwaartekracht-
veld van A —=B dan is

Vioop 7= m'g°T.P.<hA - hB) Joule.

A—-=>3
= ngn p hA - I3n p hB Joule
= <:‘3.-V.P.>irl l’_\' - (A.VcPe)in BJ.
J e S m Ry !
Mdoor z hangt dus NIET af van de VORM van de

A —m] WEZ die het massapunt gevolgd heeft
"7 om van A in B te komen,

Benaming: Een krachtveld waarin de arbeid, die dc veld-
kracht verricht als deze haar aangrijpingspunt
van een veldpunt A naar een veldpunt B ver-
plaatst, NIET afhangt van de vorm van de baan
A—>=B, noemt men ERN CONSERVATIEF KRACHTVELD.

Het (homogene) zwaartekrachtveld 1s dus een CONSIRVATLLEF

krachtveld. Dit geldt ook voor een radiaal zwaartekracht
veld,

Deel IV van §6. DE Wil VAN 3EHOUD VAN LECHANISCHE ENERGIE IN HET ZW/AAR~
TEKRACHTVELD,

Punt 1) De kogelbaan 0.i.v. de zwaartekracht ALLEEN.

Gegeven: Ben kogel (m kz®) wordt van
uit een punt O op een hoog-
te van h_ meter boven de grond met
een begiflsnelheid V. ®/sec. opgescho-
ten onder een elevatiehoek & . Op de
kogel werkt geen andere kracht dan de
X-a4 zwaartekracht.
A en B (zie fig.) zijn twee willekeu-
rige punten van de kogelbaan.

' Gevraagd: a) Pas de wet van Levende
= KRACHT en Arbeid toe op

\e de beweging vonr het tijdsinterval

' dat de kogel van A —B gaat,

Oplossing: Bij de beweging van de kogel van A —=B verplaatst de
zwaarte kracht haar aangrijpingspunt (hy - hp) meter
in haar werkrichting en verricht daarbij dus de arbeid

Wdoor 7=+ m'gT.P.’<hA - hB) Joule.

A—>3
Daar 7 de enige kracht is die bij deze beweging arbeld verricht,
volgt: 5 5
+mgy p (- hy) = %mvB - %va Joule @

Gevraagd: b) Wat volgt uit deze vergelijking?

Antwoord: Uit deze vergelijking volgt:

r S TS JO -
+ mgT‘P.hA - rﬂ{jT.P.hB = ZmVB ZmVA Joule.
Dus
2 2
+mgp p by + dnvy = 4 mgp o hp + guvg J. ®
Dus
(A'V'P‘>lﬂ A + (AOV.BC>in B =

(A.V.P.}in B+ (4.v.B.)s5, (]
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Benaming: De som (A.v.P.) + (A.v.B,) van een massa-
punt op een bepaald ogenblik noemt men DE
MECHANISCHE ENZRGIU van dit massapunt op
dit ogenblik,

Vergelijking (ED zegt dus:

| |
i De mechanische ener-
gie van de kogel in |

‘ het willekeurige ;
! i
|

De mechanische ener-
gie van de kogel in
het willekeurige
baanpunt B.

baanpunt A.

Conclusie:

Bij een kogelbaan o.i.v, DE ZWALRTE-
KRACHT ALLEEN blijft DE MECHANISCHE
ENERGIE van de kogel

CONSTANT,

Punt 2) Bewegingen van een massapunt in het zwaartekrachtveld WAARBIJ DO
ZdAnRTEKRACHT Di BENIGE KRACHT T IS DIE ARBEID VERRICHT,

Nevenstaande figuur wil het
geval voorstellen waarin een
massapunt een willekeurige
baan beschrijft in het zwaarte
krachtveld WAARBIJ DE ZJ/AARTE
KRACHT Ju FNIGE kRACH” 1S DI
ARBEID VERRTICHT.

Van A—=B glijdt het massapunt
langs een VOLKOMEN GLAD hel-
lend vlak; in B komt het te-
recht in een volkomen gladde
cirkelvormige goot BC; in C
verlaat het massapunt deze
goot en bereikt via een kogel-
bazn in G de grond.

X en Y zijn twee willekeurige punten van de baan ABCG.

Bewering: (A.v.P.) + A.V.B. ) v = (4.v.P, + A.V.B.).

in ¥

Bewijs: We passen de wet van Levende Kracht en Arbeid toe voor de
beweging van X -»C-—=>1Y,
Bij deze beweging verplaatst de zwaartekracht haar aangrij-

pingspunt over het stuk <hY - hY) meter in haar werkrich-
ting, en verricht daarbij “dus “de arbeid:
0 > =z o4 -
mdoor 4 ' mgT.P.'<hX hY> Joule
X-=C—=Y

Daar de zwaartekracht de enige kracht is die bij deze bewe-
ging arbeid verricht, volgl:

+ M p (h ~ hy) = vaY - %mv% Joule

dus o - 2 . 2
+ mbT.P.hX - mgT.P.hY'“ ZIVy -~ ZMVy Joule
Dus: R _ LI
mdg.T.P.hX + vy = m&g’T.P.hY + MV
Dus —
(A.v.P, +-4A,V.B. >1n ¥ = (A.v.P. + A.V.B, )ln T
g.e.d

Met nadruk wijzen we er op, dat dit bewijs (en dus ook de
bewering) allecn geldig is in de uitdrukkelijke veronder-
stelling DAT DE ZWAARTEIRACHT DE E N I G B KRaCHT IS Ols
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BIJ DE BESCHOUWDE BE.EGING ARBEID VERRICHT; de concrete
vorm van de baan speelt in het bewijs geen rol,

In het geval dat hY<<hv.verricht de zwaartekracht bij de
beweging van X—Y ° * de negatieve arbeid:

- mgT.P.(hY - hX) Joule

We komen dan tot hetzelfde eindresultaat.

ETNDCONCLUSIE: MITS DE ZWAARTEKRACHT DE ENIGE ACHT IS DIE
ARBEID VERRICHT, BIIJFT BIJ IEDERE BEVEGING
VAN EEN NMASSAPUNT IN HET ZWAARTEKRACHTVELD DB
MECHANISCHE ENERGIE
VAN HET MASSAPUNT

CONSTANT.

Deze conclusie staat bekend als DE WET VAN BEHOUD VAN MECHANISCHE
ENERGIE IN HoT ZWasRTEKRACHTVELD.

Punt %) Getallenvoorbeeld,

Gegeven: In de fig. ﬁp blg. 204 1is hA‘z 1,4 meter; hy = 0,6 meter.
Bp.p. = 10 B/secz,
Gevr.: De grootte van v,

Oplossing: .. » i A
(A.v.P. + A.V.B.)irl A (A.v.P. + “.V.B.)in o

Dus: m.10.1,4 + O = m.10.0,6 + fmvs
Duss 14 m = 6 m + %mvg
2
8 m = 2V
Beide leden door m delen: de grootte van m doet niets
ter zake. 5
Vo = 16
Vel = 5 %/sec.

[

YC raakt in het punt C aan de goot.

Uit dit voorbeeld zien we, dat deze wet ons wel eens
‘goede diensten'’ kan bewijzen.

Punt 4) Opmerkingen:

a) Met behulp van de hogere wiskunde is het gemakkelijk
te bewijzen dat de wet van behoud van mechanische ener
gie ook geldig is in het radiale zwaartekrachtveld.

b) Met nadruk wijzen we er nogmaals op dat de wet van be-
houd van mechanische energie alleen geldig is als de
zwaartekracht de BENIGE kracht is die bij de beweging
van het massapunt arbeid verricht.

We zullen dit toelichten aan de hand van het in punt
2) getekende geval waarbij we dan aannemen dat het
hellende vlak AB ruw is, zodat de wrijvingsweerstand
ook arbeid verricht.

Gegeven: In fig. punt 2) is h, = 1,4 meter; h. = 0,6 m.
AB = 1,0 meter;
m = 20 kg¥; het massapunt ondervindt bij de
beweging langs AB een wrijvingsweerstand P
van 120 Newton. gp p = 10 m/sec?.

Gevr, : Vel

Oplossing:




Bij de bgweging van A — C ver-
richten 72 en ¥ arbeid.

206.

Oplossing: We passen de wet van Levende Kracht en arbeid
toe op de beweging van het massapunt van A-—=C.

. - L2
=W MWVeinge T 7™Vpegin

. > >
T300p T +20.10.(1,4-0,6)=+160 J. fmvs, . = £.20.vg = 10 v§ Joule
A—=C
i = - =—120 . K- = =+ 2=
Ndoor 5 120.1 120 J. |znv egin 2.2O.vA 0] Joule
A — B
T = =+ 40 J. |imv® v = 10 v5 Joule
ARG o “|2™Veinde” TVpegin” C
Dug: + 40 = lng
Vo= 2 B/sec.
Welnu:
(A.v.P. + A.v.B.) in A = + 20.10.1,4 = 280 Joule |
(h,v.P. + A4,v.B,) in C = + 20.10.0,6 + +.20.4 = >

= 120 + 40 = 160 Joule.

Het massapunt verliest dus bij de beweging van A—C 120 J.
aan mechanische energie. Deze energie heeft het massapunt
nodig gehad om arbeid op de wrijvingskracht te verrichten.
Deze verloren mechanische energie vinden we terug in de
vorm van wrijvingswWARMTE.

t
i
|
i

Samenvatting van § 6.

Deel I. A.Vv.B, = %mv2 Joule.

Deel 1II. De wet van Levende Kracht en Arbeid,

W = (%mv2) - (%mv2) Joule.
door alle op BINDE BEGIN
het massapunt
werkende krach-
ten tijdens de
besch. beweging

Deel ITI. A.v.P, in het zwaartekrachtveld = mgm p .h Joule.

Deel IV, Mits de zwaarbekracht de enige kracht is die arbeid

verricht, geldt in het zwaartekrachtveld de wet van
behoud van mechanische energie.

Henric van Veldeke College,
Maastricht.
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Punt 1)
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IMPULS EN HOEVEELHEID BEWEGING,

Deel I van § 7: De begrippen IMPULS VAN EZN KRACHT IN EEN TIJDS—
DUUR en DE HOLVEELHEID BEJIGING VAN
SEN MassaPUNT,

Een massapunt onder invloed van EiN ENKELE CONSTLITE KRACHT.
Gegeven: Iien massapunt met massa m kg' beweegt ergens

nkg* e in de ruimte ONDER INVLOED VAN EEN ENKELE
g KRACHT ¥ DIE CONSLANT IS IN GROOTLE EN RiCH

TING.
Ten tijde t = O bevindt het massapuﬁt zich in het punt O van die
ruimte en heeft dan de snelheid VQ /sec.
Met betrekking tot de kracht F ziJn er DRIE GEVALLEN mogelijk:
Geval 1) De richting van F VALT SAMEN met de richting van'ﬁzc

Geval II) De richting ven F IS TEGENGESTELD AAN de richting vanvVe.

Gevraagds Bepasl in elk van dege gevallen de grootte en richting
van de vector v, - v, , waarin t, en t, twee willekeu-
rige tijdstipren’@. ... lzijn die volgen 6p t = O tr > Ty

Oplossing voor Geval I.

. -
Omdat de richting van F samenvalt met
de richting van Vy, voert het massa-

hX o eec punt een eenparig versnelde rechtlijni
G S — ge beweging uit met versnelling
0 E Newt. — T n o)
a == “/sec”.

Nemen we O tot oorsprong van het codrdinatenstelsel en de richting

van'?% als de positieve richting van het codrdinatenstelsel langs

de baan, dan wordt de snclheidsfunctie van het massapunt gegeven

door de vergelijking: w i
i 1]

+ -t /sec.

Vi = Vg
fir werd gevraagd naar de verschil—vector'§é ~_7% , dus naar de
T, e, 2 vector van de

T8 ' o snhelheidsver-
andering T.0.V, HET BEWEGINGSVLAK in het tijdsinterval van t,-—>1,
sec. , Qgs naar de vector die we bi] vty moeten optellen om
vector v, te krijgen. .-
Welnu: OMDAT DE BaAll RECHT IS, kan dit vectorverschil ALGEBRAISCH

bepaald worden. Ve vinden:

lo) DE GROOTTE van de verschilvector~;%2 ——Gfl is gelijk aan
Vo = vtlgm/sec.
F

vt2 =V, o+t T t2 /sec,

I m
Yo .
. o T =% /sec

<

of
i
<
+

- & - mn
vt2 - th =+ = (t2 Ll) /sec.
|| DE GROOTTE van de verschilvector"$%? —-5%1 is dus
I (t, = t,) %/sec —
|m e Tt seee

2°) DE RICHTING van Vt, - Vi, wordt bepaald door het TEKEN van het
algebraisch verschil Vio = Vi

Is dit teken + , dan wijst de verschilvector in + richting.
Is dit teken - , dan wijst de verschilvector in - richting.

Ondat F + is en tp >1t1, is het teken van vgsp — Vip dus altijds

:%QE VERSCHLLVECTOR Vi, —'V%l heeft dus dezelfde richting als de
Il krachtvector T, -
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CONCLUSIZ VOOR GEVAL I.

— - _ ¥ i m
Ve - Ve = = (t2 - tl) /sec.
2 1
Hierin is % (t - T ) een vector waarvan de grootte
gelijk is aan ‘Fl(t - tl) B/sec. en de richting sa-

menvalt met de rlcht:m‘T van de kracht F

. or s s : i1 s
Deze vector heeft inderdaad de dimensie /sec, immers:

iﬂ (t, - tl)g g < P{SGC -sec. = /sec.

Deze vector is dus een snelheidsvector, n.l. de vector van de snel-
heidsverandering in het tijdsinterval van t1—to sec.

Oplossing voor Geval II1:

De richting van_ﬁ.;g tegengesteld aan
die van v,.

et wkg® g Het massapunt voert nu een eenparig
3 o SRR vertraagde rechtlijnige beweging uilt
'
.- m
e e - -SRI LI T IIIITELL met vertraging & = E /sec2.

Nemen we weer O tot oorsprong van het
codrdinatenstelsel langs de baan en de richting van Vo tot de posi-
tieve richting, dan worqb de snelheidsfunctie van het massapunt
gegeven door de vergelijking:

l}_“[

o t /sec.

Vt=V
Er werd gevraagd naar de verschilvector vt2 - th f/sec.
Je baan van het massapunt is nu EEN HALVE “RECHTe. De gevraagde
verschilvector kan nu dus ook ALGEBRAISCH bepaald worden.
Ve vinden:

lo) ol GROOTTE van de verschilvector Vt2 - vtl is gelijk aan
| Vo = Vil “/sec.

_ . o m,_
VJ62 =v, - =1 /sec.
- ey m
th =v, - 5t /sec.
_ \FI m -
Vt2 - th = (t tl) /sec.

U DE GROOTTE van de verschilvector vt2 - th is dus
z i _ m
gellgk aan — th tl) /sec.

0 ! —
2°) DE RICHTING van de verschilvector Vi, - vt wordt bepaald door
het teken wvan het algebraische verscﬁll Vtg - Vigqd

Is dit + , dan wijst de verschilvector in de + rloht;ng;
is dit - , dan wijst de verschilvecbor in de - richting.

Omdat to > t7 is het teken van - = (t - %1) altijd - .

DE VERSCHTLVECTOR vtq - th hecft dus dezelfde richting als de
krachtvector I.

| CONCLUSIE VOOR GEVAL II.
g Vtg - ﬁtl = = (tg - tl) msec,
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—2> Oplossing voor Geval IIT, —

dezelfde grootte en richting hebben als™ V¥

De richting van de kracht F maakt een
as L ¢ met dc richting van Vo;

vy 6 # O, en # 1800,
De bdan van het massapunt is nu ceen
in het vlak door vO en F gelegen pa-
rabool, die in O raakt aan de vector
Vo en waarvan de symmetrie..as // Loopt
aan- en gelijk gericht is met de
krachtvector F.
In nevenstaande figuur is deze para-
bool getekend.
De assen van het coordinatenstelsel
zijn z0 gekozen, dat de kracht T in
de NEGATIEVE Y- RICHTING wijst.

ir werd gevraagd naar de ve rschil-
-yas vectors Vi, ~ Vg

Het bijzondere van de vectoren Vi, en th lS, dat hun X-componenten
o
Ontbinden we de vectoren Vt2 en th in hun X- en Y- componenten,

dan volgt:
—> — X |y X v >y Ty om
Ve -V, =(-+vl) - (v +v!)=vl ~-v /sec.
t2 tl o} t2 O tl t2 tl
Dus: . Y - -~
Ve = V. = vz - Vz T/sec
2 1 2 1
In woorden: Dc verschilvector 52 —"ﬁ% is in grootfte en richting
gelijk AAN QQWVERSCVgLVECT%R VAN DE Y-COMPONENTEN van
de vectorenyﬁ%? enﬁﬁ%l, dus gelijk aan de verschilvec
tor V% - vz
2 1 —
/elnus De grootte en richting van de verschilvector v{ - vz kan
ATGEBRATSCH bepaald worden. 2 1

We vinden:
1 ) DE GROOTTE van de verschilvector v¥2 - v%l is gelijk

aan §V¥2 v%li
De snelheidsfunctie in de Y-richting wordt gegeven door

7 capso oY _ oy B m
de vergelijking: vi = v —t /sec.
s A i il
Dus: t9 = v -5 t, /sec.
y _ .y Tl m
vtl = vy = tl sec.
v ooy =2 (t, - t7) "/sec
t, tl m 2 1 *
“ ——
DE GROOTTE VAN DL VERSCHIIVECTOR Vz - vz is dus ge-
2 1

R ) 3 m,
1lijk aan: m(tZ tl) /sec.

DE GROOTTE VAN DI GEVRAAGLUE VERSCHILVECTOR‘V@E - V;l

TS DUS OOK GELTJIK ALW 'Fi(t - ty) /sec.
i e
20) DE RICHTING van de verschilvector vz - Vz wordt be-
paald door HET . IGEBRATSCHI TEKEN 2 1

van het verschil V%Q - v%l; is dit teken
+ , dan is deze verschilvector gericht volgens de + y-as;
- , dan is deze verschilvector gericht volgens de - y-as;
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Dsar t2)>tl is - = (t2 tl) altijd NEGATIEF.

| DE VERSCHILVICIOR v{, - v{; HEEFT DUS DEZELYDE RICHTING
| A1S DO KRACHT ¥.  °
| DE GEVRAAGDE VERSCHILVECTOR Vi, = Vi; HEEFT DUS OCK DE-

| ZOLFDS RICHTING ALS DI KRACHT “F

CONCLUSIE VOOR GEVAL ITT.

7 .7 =L ") Mg
th - vtl = o (t2 - tl) /sec,

Samenvatting van »unt 1).

In het bovenstaande punt 1) hebben we de drie mogelijke ge-
vallen beschouwd waarin een massapunt beweegt o.i.v. RN EN-
KZLE KRACHT DIE CONSTANT BLIJFT IN GROOITE EN rRICHTING.

(Met nadruk wijzen we er op, dat er slechts EEN ENKELE kracht
mag WEIRKEN: in de beschouwde gevallen is er dus maar B
kracht die WERKT cen ook maer EEN KRACHT die arbeid verricht.
Deze arbeidsverrichting speclt in het onderhavige onderwerp
echter geen rol).

In elk ven deze gevallen vroegen we naar het vectorverschil

Yo, T

voor een willekeurig tijdsinterval van t]-— Tt sec.j dus

to > 1.

Welnus in elk van deze gevallen vonden we voor dit vectorver-

schil DEZELFDE VERGELIJKING n.l.:

! .

i
- i
| o — F my ;
! v, -V, =={(t, - t,) /sec. |
i t2 tl m 2 1 z
i |

Onder de gestelde voorwaarde dat er slechts EEN kracht 0P het
massapunt werkt die constant blijft in grootte en richting,
is de snelheidsverandering t.o.v. het bewegingsvlak in_het
tijdsinterval van t1—=1tp2 sec. dus altijd een vector dies

lo) in grootte gelijk is aan % (t2 - tl) B/sec., en

—

Oy - . . ok 2
27) in richting samenvalt met de richting van ¥,

LINDCONCLUSI Es

BEWELGT EEN MASSAPUNT VAN m ngO.I.V. EEN ENKELE
KRACHT F DIE CONSTANT BLIJFT IN GROOTTE EN RICH-
TING, DaN IS DEF RESULTERENDE SNELHEIDSVERANDERING

t.0.v. HET BEWEGINGSVLAKX IN HET TIJDSINTERVAL VAN

©1= 0 GEIIIN AN
- T
v, - th = = (t2 - tl) /sec.

Punt 2) Twee nieuwe begrippen.

Vermenigvuldigen we beide leden van bovenstaande vergelijking met
m, dus met dec massa van het massapunt, dan volgt:

'
b

. — T ket
g v, - IV, = F(t2 - tl> j%g; CD

2 1

i
i
i
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Deze Vergelijking is voor ons aanleiding om TWEE NIEUWE BEGRIPPEN
in te voere

) DE HOEVEELHBID BEVECING Vall sZH MASSAPUNT.

Definitie: Onder DE HOEVE uLHZID BEWEGING van een massapunt
met massa m kgt en snelheid ¥ M/sec. verstaat

men
o VeECTOR DIE %
IN GROOTTE gelijk is aan het PRODUCT m.v E%;?,

IN RICHTING sanenvalt met de richting van vec-
tor V.

Dus:

| De HOZVEELHEID BEJEGING

L van een m&ssapunt mev T kg* m
' massa m kg™ en snelheid - sec

SNt

% v B/sec.

De dimensie van deze vector is inderdsad ?%ET , lmmers:

m_ k&tm
sec ~ sec

o

m.v] = g

119)

tJ

5 IMPULS VAN EEN CONSTANTE KRACHT IN EEN TIJDSINTERVAL,

Definitie: Onder DI IMPULS VAN IEN CONSTANTE KRACHTVf'IN
EEN TIJDSINTERVAL At sec., verstaat men

DE VIZICTOR DIE

*
I GROOTTE gelijk is aan het PRODUCT F.At %ﬁ;?,
IN RICHTING samegvalt met de richting van vec-
tor I,
Dus:
‘ De IMPULS van de constante | ___ o 1o
| kracht F in het tijdsinter = PF. AT %%;%
% val At sec.
. . . kg*m _ .
De dimensie van deze vector is inderdaad soo 0 Lmerss
- ¥
; + . kg*m _ kg'm
LF.thJ = Sead * sec. = —2—

In het linker 1id van vergelijking () staat dus DE RESULTERINDE
VERANDERING VAN DE HOEVEELHEID BEVEGING VAN HET MASSAPUNT IN HET
TIJDSINTERVAL VAN t3-—=1to sec; in het rechter 1id staat DE IMPULS
VAN DB CONSTANTE KRACHT IN (D DUUR VAN) HET TIJDSINTERVAL
tl1—=1» sec.

Meestal verwisselt men de leden van deze vergelijking; er komt dans

F (t, - t”) = mv, - mv, kg'n &)
2 1 t t, —=—
2 1 sec

Met nadruk wijzen we er nogmaals op, dat deze vergelijking alleen
geldig is in de uitdrukkelijke veronderstelling, dat

1O)A§-de ENIGE kracht is die op het massapunt WERKT, en
io)‘ﬁvconstant is in richting en grootte.
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Nataurlng is deze vergelijking ook geldig als 7 de_ resultante 1is
van enlge op het massapunt werkende krachten, MITS 7 dan moar con-
stant is in grootte en richting.

CONCLUSIE: Beweegt een massapunt o.i.v., EEN ENKELE kracht

N3. die constant blijft in grootte en richting,dan
5 05 IMPULS VAT DIE KRACHT IN LEN TIJDSINTIER~
VAL e _'
— gelijk zan
DF RESULTERENDE VERANDERING VAN DE HOLVIEL—
NB. HEID BEJEGING VaN HET MASSAPUNT IN IIT

TIJDSINTERVAL,

Punt %) We beschouwen nu het geval dat een massapunt m kg* beweegt onder
invloed van EBN ENKLLE KRaCHT DIE NIBT CONSTANT IS IN GROOTITE Chof
RICHTING, -

Geval T. Gegeven: fen massapunt m kg* beweegt o.i.v. BEN FENKELE
kracht DIE MET SPRONGEN VERANDERT VAN GROOTITE
el/of RICHTING:

van tl"}tZ wordt de krachtvect. geg. door Ftl!

van tg'@“t. " it i i i Ft2;
et i i i i i
van t5 ,14 FtB’
Gevr.: De somvector van de impulsvectoren van de kracht

in het tijdsinterval van t]——=ty.

Oplossings We passen formule Cg) toe voor de achtereenvol-
gende tijdsintervallen ty= ta, t2—>tﬂ en tB—%t4S.

2
______ — *
. - B Ed _ «-T;» _ e ke m
tl tgc B, (t2 tl) = mvy my ?%i?
1 2 1
bo-=t,: T, (b.-t.) = iv. - mv. ke*m
2 5 Tty s tB Uy See
ST > > keFm
t,—=1t F_o(t,-t,) = v - v
S t, Gy S€C
+
o /'\-\t = mv - —IIT\?V l_{.gjfﬁ @
ced.at Ty ty  sec

Het linker 1lid van deze vergelijking is nu
DE _SOMVECTOR =~ van_de vectoren F, (u - 1. ),
th (t3 - t2> en th(tq - t3) 1

In nevenstaande figuur is deze

s somvector geconstrueera, dit is
- 7? }?l r._\t Pt Sl
- e

/l/'\ de vector ZF A t.
§$A e \ Deze gomvector van ALLE impulsvec
\ 2N S SN toren van de kracht F in het tijds
N\ =g interval van t]— by, zullen we
N DE RESUDIERENDE IMPULS VAN DF
e >y KRACHT ¥ IN HBT TIJDSINTERVAL VAN

t1—= Tty noemen.

Vergellgklng (3 zegt dus, dat
’? DE RESULTERENDE IMPULS
livan de 1racht T in het tijdsin-
|| terval t1-—=>7Ty sec. gelijk is aan:

| DE RESULTUIRENDE VERANDERING VAN DR HORVEELHEID
| BEVEGING VAN HET MASSAPUNT IN DIT TTIDGTHTRVAL.

|| Opmerkings




Geval II. Gegeven:

213.

Opmerking: als we de vector Y At werkelijk moe-
ten berekenen, doen we dit volgens de
methode die op blz, 128 en 129 uiteen
gezet is: We ontbinden de impulsvecto-
ren in hun X- en Y- componenten.

Dan is TFAG = = (% Fxﬁt) + (‘Fyét)

Hen mdbsapunt m kg beweegt 0.1i.V, LEIN BNKELE

Cplossing:

kracht b%t die TN IN GROOTTE EN IN RICHTING EEN
TUNCTIE Is VAN DE TIJD.

De resulterende impuls van de kracht iz () 1o het
tijdsinterval van t = p tot t = g sec. %Z>p)

e & tijdsas
r:f N t =q,
beschouwde tijdsinterval.

We verdelen het beschouwde tijdsinterval in in-
finitesimaal kleine tijdsdelen die zo klein zijn
dat de kracht F t% gedurende elk van deze tijds-
de@ltgeo als constant van grootte en richting
kan beschouwd worden.

Dan volgt:

G — e
Dt ¢ FP(tl - p) = mvtl - vy =
— EFMK%WNMWMHV) = v, TV, ljif}%
et Felte - W F £ t, sec
= kg™ m
>t, s . . (t, -t ) = nv - mv =0 -
-1 "k -1Y"k “k-1 tk tk—l sec
e . o
—=q: F (t. = %) =mv., - mv kg o
iK q k tlf secC
3 +
e o e e kg m
X F<t>dt = qu — mvp Y

Deze vergelljking zegt dus, dat

DE  RESULTERENDE IMPULS
van de kracht F(f) in het tijdsinterval van
pP—=q sec., gelijk is aan:

DE RESULTERENDE VER ANDE RI NG VAN DB
HOEVEZLHETI D BEVEGING VAN HET MADBAPUNT Iy DIT
TLJDSINTERVAL,

Opmerkingen: a) Volgens de op blz. 128 en 129 behandelde

LINDCONCLUSTI

methode om de somvector te bepalen is:

}
/ F(t)dt = . ; Fydt) + (/ AN Ke'm

sec
P

b) Bovenstaande bewijsvoering is onverkort
geldig voor het geval dat de kracht F(T)
op 1cder ogenblik de resultante is van
mecrdere veranderlijke, op het massapunt
werkende krachten., ————2

In dat geval is ¢ F(t)dt de RESULTI-
RENDE IHPULS VAN ALDE OP HET MASSAPUNT
WERKUENDE KRACHTEN IN HET TIJDSINTERVAL
VAN p—-=q sec.
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. BEINJCONCIUSIE Va¥ DEEL I van & 7

DB RESUL

TERENDE IMPULS

VAN ALLE OP EEN MaS

is ge

IN EEN GHGEVIN TIJDSINTERVAL {

SAPUNT WERKENDE KRACHTEN

lijk aan

DE REZSULTERENDE VIRAN]

DSRING VAl DE HOEVEELHEID

BEVEGING VAN HET MaSSAPUNT TN DIT TIJDSINTERVAL.

Dus: einde
U/ﬂ (t)dt = v
begin

waarin F(t) de re
massapunt werkend
de tijd.

v, ke*m
ernde “'begin ?%ﬂ?

sultante is van ALLE op het
e krachten als functie van

Opmerkings: Voor het geval DAT

bovenstaande verge

eigde einde
/” e / dv
/ F(t)at = /  m.gg.d
begin begin
Voor Veinde €0 Ve

OF BEWEGING RECHTLIJNIG IS, en de

kracht F(f) dus ook langs deze rechte werkt, kunnen we

llgklng ALGEBRAISCH aflelden
euﬁme

/
;= / I = nv_. - mv -
E J mdv einde - " 'begin
begin

ein mocten dan wel DE AIGERR.LISCHE

WAARDEN van de eind-resp. beginsnelheid worden ingevuld.

Deel 1I van § 7. Problemen waarbij
speelt,

de impuls van een kracht een rol

Punt 1) Het afschieten van een kogel,

Gevraagd: a) Wat valt er te

Gegeven: Op enige hoogte boven de grond
bevindt zich een hol buisje
in horizontale stand. De openingen van
het buisje worden afgesloten door twee
stoppen A en B die even ver 1in het
buisje steken (zie fig.). De massa van
stop 4 1is groter dan de massa van stop
B. De ruimte C tussen de stoppen is op-
sevuld met cen springstof die tot ont-
plorfing wordt gebracht. Daardoor bewe-
gen de stoppen naar buiten.
Verondersteld wordt dat ze van het buis
je dezelfde wrijvingswecrstand onder-
vinden en het buisje dus op hetzelfde
moment verlaten.

zeggen over de snelheden waarmce de

stoppen het buisje verlaten?

Antwoords De springstof werkt op beide stoppen even lang en met
dezelfde kracht. Daar de stopoen van het bulSjG ook

dezelfde wrijvingsweerstand ondervinden IS DE RESULTE-
RENDE IMPULS VAN DE . 'OP STOP A WERKENDE KRACHTEN Gi-
LIJK AAN DE RESULTERSENDE IMPULS VAN DE OF STOP B ViER-

KENDE KRACHTEN,

Daar de stoppen aanvankelijk in rust waren verlaten

ze ze hel buisje dus MBL JbLZBELEDL HOBVEELARBLD BB IGLNG.

Dus: m .V =
WA

kg*m
fig-Vy  gic.
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Daar my >mB moet v, < VR.

Gevraagd: b) Vat valt er te zeggen over de tijdsduren die de stop-—
pen nodig nebben oil de grond - te bereiken?

Antwoords Na het verlaten van het buisje beschrijft elke stop
een kogelbaan met horizontale beginsnelheid,
In de Y-richting aeobbn degze beweglngen DEZELFDE
PLLATSFUNCTIE: ¥ = = +lg|t° m.

De stoppen zullen dus GELIJKTIJDIG de grond bereiken,

Gevraagd: c) Veronderstel, dat stop A onwrikbaar met het buisje
verbonden is, wat zal er dan gebeuren na de ontplof-
fing van de springstof?

Antwoord: Dan krijgt het geheel van buisje en stop A een hoeveel
heid beweging naar links, die gelijk is aan de hoeveel
heid beweging waarmee stop B het buisje verlaat.

Gevraagd: d) Waarom moet de kolf van een geweer zwaar zijn?
Antwoord: (zelf)

De volkomen veerkrachtige botsing van een molecuul (massapunt)
tegen een starre wand.

Yy A VI
£E A
sk 7
i 7
4 : ///E
v
X i Jr

In bovenstuande figuren wordt het geval beschouwd dat een massa-
punt van m kg® een starre wand loodrecht treft, volkomen veer-
kraohtlg botst en daarna de wand weer verlaat.
e veronderstellen dat deze botsing zo kort duurt, dat de impuls
van de zwaartekracht tijdens het contact van het massapunt met de
wand kan verwaarloosd worden, zodat het massapunt de wand weer
TOODRECHT zal verlaten.
De veronderstelling dat de bob31n¢ volkomen veerkrachtig is houdt
in, dat het totale A.v.B. voor de botsing gelijk 1s aan het totale
A, v B. nd de botsing. Da.r de wand STAR is, neemt deze geen A.V.B.
van het botsende massapunt over. Het A.v.B. van het botsende massa-
punt moet dus vodr de botsing dexelfde waarde hebben als na de bot-
sing, dus: T "

“/sec.

! = ;:,‘
Vo= Voo = v

In het tijdsinterval van I-—-III heeft er een wederkerige kracht-
werking plaats tussen de wand en het botsende massapunt. In dit
tijdsinterval oefent de wand voortdurend een NaAR RECHTS GERICHTE
KRACHT uit op het massapunt. Deze kracht is dus constant IN RICH-
TING; ze is echbter NIET CONSTANT IN GROOTTE. In het tijdsinterval
van I —1T neemt deze kracht toe van nul tot een maximum en neemt
inthet tijdsinterval van II-—-I1II weer af van deze maximale waarde
tot nul.

Gevraagd: a) De resulterende impuls van de kracht die de wand op
het massapunt uitoefent in het tijdsinterval van I—~TL

Antwoord:



Antwoord:

Gevraagd: b)

{g*m

sec

_—

b

J/p F(t)dt = mVpp < MVp

............ e g

Daar de vectoren F?t), Vi €R Vy langs dezelfde lijn

s SR

werken, kunnen we de Verschilvector‘mxf}II - MV
ALGEBRAISCH bepalen,

Rekenen we de naar rechts gerichte vectoren + en de
naar links gerichte - , dan volgt:

IT

+f/ F(t)dt = «+ mEVIIIE - (—mévIg)

- i kg*m
+ m|v| +  mjvl £

+ 2 miv]

sec
Conclusie:

De resulterende impuls van de kracht die de
starre wand in het tijdsinterval van de botsing op het
botsende massapunt uitoefent is een vector die NAAR
RECHTS GERICHT IS, en

I GROOTTE gelijk is aen 2mivi “&0

Hoe ervaart de starre wand deze botsing?

Antwoord:

Gevraagd: c)

antwoord:

Gedurende het #tijdsinterval dat het massapunt in con-
tact is met de wand oefent de starre wand dus een
naar rechts gerichte kracht uit OP het massapunt waar-
van de resulterende impuls gelijk is aan
- - kg¥m

+ Zmivi '-S—e—é-— o
VOLGENS DE WET VAl ACTIE BN REACTIE OFFENT HET MASSA -
PUNT GEDURENDE DIT BOTSINGSCONTACT OP DE STARRE WAND
BEN REACTIE-KRACHT UIT DI OP IEDER OGENBLIK GELIJK
&N TEGENGESTELD I5 AulY DE MOMENTELE KRACHT DIE DB
WAND OP HET MASSAPUNT ULTOEFENT.

Conclusie: De starre wand ervaart deze botsing als eel
NAAR LINKS GERICHTE KRACHIWERKING en wel zo

dat 6) = - 30h)
m.pt op wand op
wand m.pt.

De grootte en richting van de resulterende impuls die
de starre wand ondervindt van het botsende massapunt.

Daar —

F(t) = -  F(t)
van m.pt. van wand
OP de wand op m.pb.
S IrT 111
_______ ot " e e %
F(t)dt = - J/ F(t)dt = - 2m|vi %%;?
I v.m.ptv I V. wand
op wand op m.pt.

Conclusies

De resulterende impuls die de starre wand
ondervindt van het botsende massapunt 1s
een vector die:

LOODRECHT NAAR DE WAND TOE GERICHT IS, en

IN GROOITE gelijk is gan:

kg*n
IVl Tes
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Punt 3) De SPEANNING VAN EEN AFGESLOTEN HOEVEELHEID VaN EEN IDEA&L GAS.
a) Inleiding. Fen IDEarL GAS is een DENKBEELDIG GAS waarvan:

NB.

an—

1°) de moleculen VOLKOMEN VEERKRACHTIGE MASSAPUNTEN
zijn, die
2°) GEEN KRACHTEN OP FLKA.R UITOEFENEN.,

De moleculen van een ideaal gas hebben dus WEL MASSA,
maar hun privé-volume is gelijk aan het volume van
een MEETKUWNDIG PUNT, dus nul. Hieruit blijkt, dateen
ideaal gas in de werkelijkheid NIAET BESTAAINBALR IS,

Toch 1s het voor ons van belang om de gedragingen van
de ideale gassen te bestuderen, want het zal ons la-
ter blijken, dat deze gedragingen BIJ BENADERING het
zelfde zijn als de gedragingen van DE WERKELLJKE GAS
SEN IN VERDUNDE TOESTAND (d.w.z. als de gemiddelde
afstand tussen de gasmoleculen zeer groot is t.o0.V.
de afmetingen der moleculen).

De formules die voor een ideaal gas EXACT gelden,
gelden dus voor een verdund werkelijk gas BiJ BENA-
JERING.,
In het onderhavige punt 3) gaan we nu een formule af
leiden voor de druk van een afgesloten hoeveelheid
van een ideaal gas. In de hogere natuurkunde wordt
deze formule streng wiskundig bewezen. Onze wiskunde
kennis schiet echter te kort om deze strenge bewijs-
voering te kunnen volgen.

Daarom moeten wi;j genoegen nemen met een sterk ver-
eenvoudigde afleiding. De vereenvoudiging bestaat
hierin dat we de moleculen van het gas niet “luk-
raak'" door ceclkaar laten vliegen maar hen een zeer
geordende beweging voorschrijven. (zie beneden)

b) e beschouwen nu ecn afgesloten hoeveelheid van een ideaal gas.

t

otellings

| 1. 2 § |
| - e , — i
| Pgas 3 L mv e i
! |
Hierin is: Pgas de druk of spanning van het
. N
zas in
5 n2

I het aantal gasmoleculen PER M7.

m de massa PR MOLECUUL v.h. GAS

— in kg*‘

ve- het gemiddelde van de kwadra-
ten van de snelheden van de
moleculen.

Opmerking: Met nadruk wijzenr we_,er op, dat er in de formule

staat ve en niet (V)3 het gemiddelde van de kwadra-
ten van een santal getallen is n.l. NIET gelljk aan
het kwadraat van het gemiddelde van deze getallen.

Yoorbeeld: v, ge getallen 1, 2, 3 en 4 is het

gemiddelde van de kwadraten:

1 + 4+ 9+ 16 _ 30 _
5 =% T L2

enn het kwadraat van het gemiddelde:




Bewijs van de formule P =
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5 N
L mv )

N

Deel I van het bewijs.

vJe beschouwen een kubusvormig vatbt met
starre wanden waarvan de ribben een
lengte hebben van a meter.

oS

s = In dit vat bevinden zich N moleculen
bl H~ van een IDEAAT GAS.
f i NEMEN AAN DAT DEZE MOLECULEN GH-
R TIJTMATIG OVER DE INHOUD VAN DI KUBUS
| o VERDESLD ZIJN EN ZICH "GEIDEALISELRD™
; B:aBEGEN
. 31 mol.beweegt // AE met snelh. v ~/sec;
A a meter = 1. ) ) ) m,
3N i i / AD U . v /sec;
%1\'{ i v // AB FF X v m/sec;

Botsingen tussen de moleculen onderling achten we uitgesloten,

1

WE BESCHOUWEN NU DE z N MOLECULEN DIE EVENJIJDIG AAN DE RIBBE AE

BEWZGEN,

5

Ilk van deze moleculen vliiegt dus met constante snelheid v m/sec.
heen en weer tussen de overstaande zijwanden ABCD en EFGH langs
een vaste rechte die loodrecht staat op deze wanden en botst dus
met regelmatige tussenposen tegen deze wanden.

Deel IT van het bewijss

WE BEREKINEN DE IMPULS PER MOLECUUL PER
BOTSING TEGEN DE WAND ABCD.

ﬁ ﬁ De impuls per molecuul per botsing tegen
- 2 I de starre wand ABCD is een vector die:
v Lo o ,
‘W%3 ViSea 17) LOCDRECHT OP ABCD staat en naar buiten

Y, A gericht is,

ﬂ 4‘ O 1 T T nl . . .

24 A 27) II¥ GROOTTE g2113k is aan:s

kg™m . .
2 mivi SoC (zie punt 2)

Decl II van het bewijs: WE BERIKENEN DE IMPULS PER MOLECUUL PER

SLECONDE TEGEN DE STARRE WAND ABCD.

We beschouwen een molecuul dat heen en weer beweegt tussen
de wanden ABCD en KEFGH.
Hoe vaak botst dit molecuul PER SECONDE tegen de wand ABCIY

Antwoord: Zo vaak het molecuul de afstand 2a meter aflegt
botst het EIN KEFR tegen de wand ABCD,
Wlelnu: het molecuul legt de afstand 2a meter af
in 2a seconden. (De tijdsduur van een bot
sing tegen de starre wand wordt hierbli] verwaar-
loosd). v
Het botst dus 55 keer per seconde tegen ABCD.
Concl.: PER SECONDE botst het molecuul g% kecr tegen ABCD.
m
- ) s V. /sec _ 1
Opmerking. De dimensie van 55 18 Soter - Soot
é% heeft dus de dimensie van een frequentie.
Hoe groot is dus de impuls PER MOLECUUL PER SECONDEL tegen
ABCD?
v ! . . kg*m
Antwoord: De impuls per molecuul per botsing = 2mv e

Het aantal botsingen per molecuul per seconde
= %% g%g . De impuls per mol., per sec., tegen

ABCD is dus: *

2

v mv kg™ m

2mv X 5= = - _E_?
2 a sec
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Conclusie:
DE IMPULS PER MOLEC. _ mve kg*m

am————

PER SEC. tegen ABCD ~ a sece

Opmerking: De impuls per molecuul per seconde tegen
ABCD hecft dus de dimensie van EEN KRACHT
(Newton) !

Deel IV van het bewijs.

Deel V

WZ BEREKENEN DE TOTALE IMPULS PER SECONDE
TEGEN DI STARRE WAND ABCD.

Er zijn 1 moleculen die met de eenparige snelheid van v %é
tussen de wanden ABCD en EFGH heen en weer bewegen
De impuls per molec. per sec., tegen ABCD = QEF éggg .
e
De TOTuIE IMPULS die deze % N moleculen PER SECONDE aan de

wand .BCD geven is dus: 1 . v2 kg*m
37 & gece
| Conclusie:
| DE TOTALE TMPULS PER _ 1y mv® ke*m
{ SEC. THEGEN 4BCD =3 T Sec?

Opmerking. De totale impuls per sec. tegen ABCD heeft
dus ook de dimensie van EEN KRACHT (ITewton)!

van het bewijs.

NB,

HOL ERVAART Q@lSTARRE WAND ABCD DE BOTSIN-

GEN VAN DEZE 3 N MOLBCULEN?

Daar deze 1 N moleculen gelijkmatig over de ruimte van de

kubus verdéeld zijn, ONTVANGT DE WAND IN GELIJKE TIJDSDELEN
BENZELFDE AANTAL STOTLEN, DUS KRIJGT DE LJAND ABCD van de bob
sende moleculen IN GELIJKE TIJDSDBLEN OOK TOTALE IHNPULSEN
VAN GELIJKE GROOTTEN, -
Welnu: Ien CONSTANTL, op de wand ABCD werkende kracht F New
ton, zou de wand ABCD in gelijke tijdsdelen ook im-
pulsen van geli%ke grootten geven., Immers, de impuls
door de kracht in een tijdsinterval At sec. zou
kg*m
sec

dan gelijk zijn aans F. At

CONCLUSIE: De starre wand ABCD ervaart de gelijk-

matige opeenvolging van de botsingen

van de beschouwde i N moleculen ALS DE
TERKING VAN EIN COASTANTE KRACHT I New—
ton DIL 1 ABCD NAAR BUITEN GERICHT I,

HOE GROOT IS DEZE CONSTANTE KRACHT F?

—
Antwoord: De impuls van deze constante kracht F in At sec.
is gelijk aan F AT TS
.—?
DE IMPULS PER SECONDE van de kracht F is dus in
grootte gelljk aan:
Fat kﬁ*m kg*m

—_— —J—E = F ==
. Nt sec seca

Welnu: 5 »
gDE TOT, IMPULS PER SEC. | _ 1, mv kg m
{van de molec.tegen ABCDI T~ 3 "a sec?

T
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Uit deze twee vergelijkingen volgt dat:
E3

R nve kg'n
FEIE T Ses

CONCLUSIE: DE STARRE JAND ABCD ERVAART DE GELIJK~
MATIGE OPEZNVOLGING VAN DE BOTSINGEN
VAN D5 BISCHOUJDE 3N MOLECULEN ALS OE
WERKING VAN EEN .
CONSTANTE KRACHT F DIE

IN GROOTTE gelijk is aan

_ 1y o2 kg'm

-3 Ta  gecl’
EN L 4BCD NAAR BUITLN GERICHT IS,

Daar alleen deze % N moleculen in aanraking komen met de
wand ABCD is deze”kracht F tevens de kracht die de wand
ABCD ondervindt van ALLL moleculen in de kubus.

Deel VI van het bewijs:

7% BERIKENEN DE KRACHT DIE IE MOLLECULEN IN

D EUBUS PER M2 VAN DE WAND UITOZFLOEN =

De kracht op de wand .BCD is in grootte gelijk aans

P = % N oy Newton.

>
Welnu: Het oppervlak van de wang ABCD = a2 (meter)”.
De kracht PER M% is duss

p=2 -1y mve  Newbon
T e T 37 a’s e

Hierin is N het aantal moleculen in de kubus; a3 is
de inhoud van de kubus.
. is dus_gelijk aan het aantal moleculen PIR

az(meter)3. Dit aantal duidt men aan met de hoofd-

letter L.

Dus:
| |
| p =Ll e Newton |
; 5 11 i
i ;

Deel VI1 van het bewijs:

Toevoezlng,

Bovenstaande formule ig exact voor een ideaal gas waarvan
de moleculen de voorgeschreven streng geordende bewegingen
uitvoeren.
In de hogere natuurkunde leidt men de formule voor de druk
van een ideaal gas af in de veronderstelling dat de mole-
culen 1luk-raak door elkaar bewegen en daarbij onderling
verschillende snelheden hebben tussen ''nul' en ‘'oneindig’
overeenkomstig de wetten der kansberekening.

i o N
Men vindt dan: P = %‘L mv2 ﬁ& |
Deze formule is dus ‘““op cen streepje na'’ identiek met de
formule die wij gevonden hebben, n.l. het teken ‘'gemiddeld”
boven v~.
We zullen ons in de toekomst houden aan deze off. formule,

EINDCONCLUSIE: DE DRUXK OF SPANNING VAN FEN APGESLOTEIN
HOEVEGLHETD ValN EEN IDEAAL GAS
15 G;EE_IJK AAN
P = 1 L mv2 N

3 me




