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KINEMATICA VAN HET MASSAPUNT. 

HOOFDSTUK I De RECHTLIJNIGE beweging. 

Deel A. De PLaATSFUNCTIE van een MASSAPUNT op een BAAN; DE VERPLAATSING 
H EEN BEPAALD-!!JDSINTERVAL; DE EENPARIGE BËWBGIÏÏG; DE GEMIDDELD 
DE SNELHEID IN EEN BEPAALD TIJDSINTERVAL.-, DE SNELHEID OP EEN BE¬ 
PAALD TIJDSTIP. 

§ 1) De begrippen MASSAPUNT, BAAN, BAANCOORDINAAT en PLAATSFUNCTIE. 

Punt 1) MASSAPUNT. Werpt men een voorwerp b.v. een stuk krijt verticaal om¬ 
hoog dan ziet men dit tot een bepaalde Hoogte stijgen en daarna da¬ 
len. Tijdens deze beweging ziet men Het voorwerp ecHter ook draaien 
om zijn zwaartepunt. De totale beweging van Het omHoog geworpen 
voorwerp bestaat dus eigenlijk uit TWEE bewegingen; 

1°) de beweging van Het zwaartepunt 

2°) de draaiing van het voorwerp om zjjn zwaartepunt. 

' Aldus bestaat er bij een beweging van een lichaam vrijwel altijd 
verschil tussen de beweging van Het zwaartepunt en de bewegingen 
van de diverse onderdelen van Het lichaam. 
Zolang niet uitdrukkelijk Het tegendeel wordt vermeld, zullen wij 
bij de bestudering van de beweging van een lichaam ALTIJD ALLEEN 
DE BEWEGING VAft HET ZWAARTEPUNT VAN DAT LICHAAM BESCHOUWEN. 
Zolang het ons alleen gaat om de beweging van het zwaartepunt van 
een lichaam, zullen we in de figuur die de beweging in beeld brengt 
HET GEGEVEN LICHAAM ALTIJD VOORSTELLEN DOOR EEN PUNT, n.1. zijn 
zwaartepunt, EN DOEN ALSÓF DIT WISKUNDIGE PUNT GEWlÜHTHEW!, n.1. 
het gewicht van het gegeven lichaam. 
Practisch komt dit hierop neer dat we dan de beweging bestuderen 
VaN EEN WISKUNDIG-PUNT-MET-GEWICHT. 
Welnu, zo!n UISKUNDIG-PUNT-MET-GEv/iCHT noemt men kortweg een 
MASSAPUNT (ook wel PUNTMASSA of stoffelijk punt) 

Definitie; 

EEN MASSAPUNT IS EEN wISKUNDIG-PUNT-MET-GEWICHT. 

De bewegingsleer die alleen handelt over de beweging van een massa- 
punt noemt men DE KINEMATICA VAN HET MASSAPUNT. 

Punt 2) De BAAN van een massapunt. 

Definitie; Onder de baan van een massapunt verstaat men 
de rechte of kromme lijn die door het massa - 
punt beschreven wordt. 

Voorbeelden. 

a) De vrije val. Een massapunt wordt op enige 
grond losgelaten. De baan is 
lijn J_ aardoppervlak. 

hoogte boven de 
dan een rechte 

baan 
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Een massapunt wordt vanuit een punt A schuin op¬ 
geworpen. De baan is een gebogen lijn. We zullen 
later bewijzen dat deze baan een parabool is die 
in het punt A raakt aan de richting waarin het 
massapunt wordt opgeworpen. 

Een massapunt op het aardoppervlak beschrijft in 24 uur de om¬ 
trek van een cirkel die gelegen is in het vlak door het massa¬ 
punt loodrecht op de aardas. 

N. B. In het_onderhavige deel A van hoofdstuk I beschouwen we alleen 
RECHTLIJNIGE bewegingen« dus bewegingen waarvan de baan RECHT is, 

Punt 5) Be plaatsbepaling op een baan. 

O A A is een punt van een rechte baan. 
.t- - — 4 — - Om de plaats van A op de baan wiskun¬ 

dig te kunnen aanduiden leggen we op 
de baan een COÖRDINATENSTELSEL vast. Hierbij gaan we als volgt te 
werk; 

1 ) We KIEZEN een punt 0 op de ze baan. Dit punt 0 noemen we de 
OORSPRONG. De keuze van dit punt 0 is willekeurig, maar 
als 0 eenmaal gekozen is staat de keuze vast. 
Ieder punt van de baan heeft nu een bepaalde AFSTAND tot 0. 

Vraag; Is de afstand van een punt tot 0 exact aangeduid 
als we zeggen da.t deze b.v. 4 is? 

Antw.; NEE, want we weten dan niet IN WELKE LENGTEEENHEID 
deze afstand is uitgedrukt; 4 cm., 4 m., 4 km? 

CONCLUSIE; BIJ HET OPGEVEN VAN' DE AFSTïlND VAN EEN 
PUNT VAN DE BAAN TOT HET PUNT 0 MOET ALTIJD DE 
LENGTE-EENHEID VERMELD WORDEN WAARIN DEZE AFSTAND 
IS UITGEDRUKT. 

2°) Aan de AFSTAND van een puit van de baan tot 0 KENNEN WE 
EEN + OF - TEREN TOE; 

Aan de afstanden v.d. punten RECHTS van 0 een 4- teken, 
n (i n w LINKS 0 H . 

In principe is deze teken-keuze geheel willekeurig, maar 
nu de keuze eenmaal gemaakt is zitten we er aan vast! 

Nadat het coördinatenstelsel (met vermelding van de gebruikte leng- 
teeenheid) op de baan is vastgelegd, correspondeert met ieder punt 
van de baan E E N en SLECHTS EEN ALGEBRAISCH GETAL, en bepaalt 
ieder algebraïsch getal E E N en SLECHTS EEN punt op de baan. 

DE ABSOLUTE WAARDE van dit algebraisch getal geeft het aan- 
tal (achter dit getal vermelde) lengte-eenheden aan dat dit 
punt van 0 verwijderd ligt. 
HET TEKEN van dit algebraïsch getal geeft aan of het punt 
rechts of links van 0 ligt. 

b) De kogelbaan. 

Welnu; DIT ALGEBRAISCH GETAL (waarachter de gebruikte leng- 
te-eenheid dient vermeld te worden) noemt men de 
BAANCOÖRDINAAT van het beschouwde punt. 

Opgave 1. 

O A 
-__--4--I- 

In nevenstaande figuur heeft het punt 
A de baancoördinaat 1 meter. 

Gevraagd; Wijs op deze baan de volgen¬ 
de punten aan; 

B(-5m)s C(+3m); D(+6m); E(-6m); 
F(+50 cm.). 
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Punt 4) De baancoördinaat van een massapunt op een bepanld ogenblik. 

Beweegt een massapunt langs een baan* dan kunnen we deze beweging 
wiskundig beschrijven DOOR DE BmANCOÓRDINATEN OP TE NOEMEN VAN DE 
PUNTEN DAARIN HET MASSAPUNT ZICH OP DE ACHTEREENVOLGENDE OGENBLIK¬ 
KEN BEVINDT. 
De baancoördinaat van het punt van de baan waarin het massapunt 
zich op het tijdstip t bevindt, noemt men kortweg DE BAANCOÖRDINAAT 
VAN HET MASSAPUNT OP HET OGENBLIK t. 

Definitie». Onder DE BAANCOÖRDINAAT VAN EEN MASSAPUNT OP HET 
OGENBLIK t verstaat men de baanco'Ördinaat van het 
punt van de baan waarin het massapunt zich op het 
ogenblik t bevindt. I 

Notatie. De baancoordinaat van een massapunt op het ogenblik t 
wordt aangeduid door het symbool s-^. 
De letter s is de eerste letter van het woord SPATIUM. De 
baancoOrdinaat geeft immers DE AFSTAND AAN WAAROP HET MAS¬ 
SAPUNT OP HET OGENBLIK t IN POSITIEVE OF NEGATIEVE RICH¬ 
TING VAN DE OORSPRONG VERWIJDERD IS. 
De index t in het symbool s-^ geeft het beschouwde ogenblik 
aan. 
Wij zullen t altijd uitdrukken in SECONDEN; 
t = O is het ogenblik dat de waarneming begint. 
S0 is dus de baancoördinaat op het tijdstip t = 0; 

is de banneoördinaat op het tijdstip t = 5 sec. 

Opgave 2, 

Een massapunt beweegt zo langs een 
_ + . '1\   .       rechte baan dat; sQ = + 5 mj s^ =+6m; 

S2 = 5m; s^ = 4-2m; s,q. = -3 m. 

Gevraagds Geef op de baan aan waar het massapunt zich op de achter¬ 
eenvolgende ogenblikken bevindt. 

Punt 5) Het begrip PLAATSFUNCTIE (of BEWEGINGSVERGELIJKING) 

In de mechanica beschouwt men alleen bewegingen die EEN LOUTER ME¬ 
CHANISCHE OORZAAK hebben. Zoals ons later zal blijken kunnen deze 
bewegingen altijd door formules beschreven v/orden. Zo!n formule be¬ 
paalt dan het teken en de grootte van de baancobrdinaat van het 
massapunt op een onbenoemd ogenblik. Exacter gezegd; zo'n formule 
bepaalt de baanc o Brdina. at van het massapunt als functie van de tijd; 

s^_ = f(t) meter 

Zo'n formule noemt men EEN PIAATSFUNCTIE of ook wel EEN BEWEG1NGS- 
VERGELIJKING. 

Voorbeelden. 

a) = 2t - 4 meter. 

O 

o 

tijd 
stip st baanpunt 

t = 0 

t = 1 

t = 2 

Opmerking. Het startpunt behoeft dus niet samen te vallen met 0. 
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b) 4 4t meter. 

o 

t St baanpunt. 

0 
1 

2 

3 
4 

Opmerking. Op t = 2 keert het massapunt om. 

Op t = 4 is het massapunt weer in 0 terug. 

Opgave 3. s-^ = 6 sin(j50t)° meter. 
Bepaal de plaats van het massa.punt op de ogenblikken", 
t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 sec. 

Opmerking. We zullen laten zien hoe men de plaatsfunctie voor een 
bepaalde beweging opstelt. In dit hoofdstuk gaan we na 
wat men bij een rechtlijnige beweging uit een gegeven 
plaatsfunctie kan afleiden. 

§ 2. Het S - t diagram. 

Onder het S - t diagram ven een beweging verstaat men DE GRAFIEK 
die in beeld brengt HOE DE BAANC0ORDINAAT VERANDERT ALS FUNCTIE 
VAN DE TIJD. 

Voorbeelden. 

a) s-fc = 2t - 4 meter, 

U 
+ 5 / 

-l-<i / 

/ 
+3 

+2 / 

+1 / 

-2 -1 o + 1 /*■% +3 
-1 / 

-2 / 

+ 5 

in seconden 

In nevenstaande grafiek stelt de ver¬ 
ticale as de baan van het massapunt 
voor, da horizontale as is de tijdsas. 
Op t = 0 (dus als de waarneming begint) 
is de baancoördinaat -4 meter. 
Op t = 2 passeert het massapunt de oor 

sprong. 
NB.Uit de grafiek valt af te lezen dat 

het massapunt bij deze beweging IN 
IEDERE SECONDE EEN EVEN GROOT STUK 

VAN DE BAAN AFLEGT. 
Zo'n beweging noemt men een EENPARIGE 
beweging. 

tijd 

voor de 
waarneming/ 

f 
/ 

”4,^\-hier is het massa- 
--5 punt als de waarnc— 
-6 ming begint. 

Vraag. Op t = 0 begint de waarneming. Begint het massapunt ook op 
t = 0 met zijn beweging? 

Antw. Volgens de vergelijking s-g = 2t - 4 meter is het massapunt 
van eeuwigheid aan het bewegen. Op hot ogenblik dat de waar¬ 
neming begint passeert het massapunt het punt -4 meter op 
de baan. 
EEN PLAaTSPUNCTlE ZEGT NOOIT WANNEER HET MASSAPUNT BEGINT 
TE BEWEGEN; VEL WAAR HET MASSAPUNT IS ALS DE WAARNEMING BE¬ 
GINT. 

b) 
zie blz. 5. 
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b) = - t 4 4t meter. 

t 

O 

1 

2 
~7 

P 

4 

5 

s 
( 

S] 

s 
s 
s 
s 

o = o 

= + 3 

= 4- 4 

= +3 

= 0 

= - 5 

Baanpunt. 

O 

B 

C = A 

D = O 

Deze grafiek brengt ons in beeld hoe 
het massapunt langs de rechte baan be¬ 
weegt. V/ij moeten deze grafiek echter 
nog leren LEZEN. 

( 

Uit de grafiek blijkt: 

1°) Op het ogenblik dat de waarneming begint passeert het 
massapunt de oorsprong. 

2°) Op t = 2 keert het massapunt om. 

3°) Bij het naderen van het omkeerpunt neemt de snelheid van 
het massapunt AP. 

4°) In het omkeerpunt is de snelheid NUL. 

5°) Daarna neemt de snelheid in de andere richting weer toe. 

6°) Op t = 4 passeert het massapunt weer de oorsprong. 

Opgave 4. Schets het S - t diagram van de beweging waarvan 
s^ = 6 sin (30t)° meter. (Sinuslijn l) 

§ 3- Het begrip TIJDSINTERVAL. 

Punt 1) ___ _ ___ 

Definitie. Onder een tijdsinterval verstaat men de tijds¬ 
duur die verstrijkt tussen twee tijdstippen. 

Vraag. Nat verstaat men onder 

Antwoord. 

begin 

i 
V' 

e inde 

2 3 
tijd in 

het tijdsinterval t = 1 tot t = 3 sec? 
van 

Dit is de tijdsduur die ver-' 
strijkt tussen de tijdstippens 
t = 1 sec. en t = 5 sec. 

sec. 

Vraag. Wat verstaat men onder het tijdsinterval van de EERSTE sec? 

Antwoord. __ 
De waarneming BEGINT op t = O 
De EERSTE seconde van onze waar¬ 
neming is verstreken op t = lsec. 

o 
r 
— 

5£C. 

3 4 5 6 tijd in sec. 

Conclusies Onder het tijdsinterval van de EERSTE seconde verstaat 
men de tijdsduur dis verstrijkt tussen de tijdstippens 

t = 0 en t = 1 sec. 
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Punt 

f 

Punt 

Vraag. Wat verstaat men onder het ti.jdsinterval van de 4^ seconde? 

Antw.: Dit is de tijdsduur die verstrijkt tussen de tijdstippens 
t = 3 en t = 4sec. 

Met nadruk wijzen we er op dat het tijdsinterval van de 4° 

seconde BEGINT op t = 3, en 
EINDIGT op t = 4 sec. 

Vraas. Wat verstaat men onder het tijdsinterval dat gevormd wordt 
door de 7u+8TrT~9ü se~conde van onze waarneming? 

Antw.s 

be gin einde 

’ I ^ I 

0 i23^56TS9io 

T0+8<,+ 9°Se-c" 

tijd in sec. 

De 7° sec. BEGINT op t = 6 sec. ] Het tijdsinterval van de 
De 9° sec.EINDIGT op t - 9 sec. r 7° 4-8°+9° seconde is dus 

J de tijdsduur die verstrijkt 
tussen de ogenblikken 

t = 6 en t ; 9 sec. 

) Van een tijdsinterval moet men twee dingen goed onderscheidens 

1 ) de DUUR van het tijdsinterval 

2°) de PLAATS OP DE TIJD-AS. 

Het in nevenstaande figuur aange¬ 
geven tijdsinterval begint op tztp 

_____,___ tijd in en eindigt op t=t2 
O *1 ^ K fc* ofüp _ 

-s_^ * De DUUR van dit tijdsinterval is 
dutfr (tg - tp) sec. 

N.B. Net nadruk wijzen we er op, dat de natatie tp NIET het 
tijdstip t = 1 aanduidt, en t2 NIET het tijdstip t = 2 sec. 
De indices 1 en 2 bij tp en t2 slaan op de nummering van 
de tijdstippen. 

Notatie. De DUUR van een tijdsinterval wordt aangegeven door het 
symbool At sec. 

Voor het in bovenstaande figuur bedoelde tijdsinterval is 
dus At = t2 - tp sec. 

) In de theorie zullen we vaak te maken hebben met een tijdsinterval 
dat BEGINT op een ONBENOEMD OGENBLIK t en waarvan de DUUR gelijk 
is aan een ONBENOEMD AANTAL SECONDEN At. 

Al sec. 
-»-i 

O 
+ 

t+A t 
tijd in sec. 

Dit tijdsinterval BEGINT dus op het ogenblik t sec, en 
EINDIGT op het ogenblik t+At sec. 

We zeggen dan kortweg "het tijdsinterval van t tot t + At sec1'. 

'Wijs op nevenstaande tijd-as de 
volgende tijdsintervallen aan: 

tijd in 
sec. 

a) het tijdsinterval van t » 2 tot t = 6 sec. 

b) het tijdsinterval van de derde seconde. 

c) het tijdsinterval van de 3°+4-°+5°+6° seconde. 

d) het tijdsinterval dat begint op t = 2 sec. en dat 4 sec. 
duurt. 

Opgave 3. 

OT2 3 4,3S(! 
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Opmerking, Opgave 5 illustreert dat eenzelfde tijdsinterval op 
verschillende manieren kan aangeduid worden. Let er bij 
de sommen goed op HOE het tijdsinterval is aangeduid. 
De ervaring leert, dat de meeste fouten gemaakt worden 
doordat men zich niet realiseert dat b.v. de 7° seconde 
BEGINT op het TIJDSTIP t = 6 sec. 

§ 4) DE VERPLAATSING LANGS DE BAAN IN ESN BEPAALD TIJDSINTERVAL. 

punt 1) In nevenstaande figuur stelt 
de horizontale as de rechte 
berm voor waarlangs een massa 

n punt beweegt, 
baan v.^e verticale as stelt de tijd- 
h.massaas Voor (naar beneden positief) 
punt. -Qe grafj_ek; stelt het ,S - T 

diagram voor van het langs 
de baan bev^egende massapunt. 
We beschouwen de beweging van 
het massapunt in het tijdsin¬ 
terval van t tot t + At sec. 

Op het tijdstip t sec. is de banneoordinaat en bevindt het mas¬ 
sapunt zich in A; op het tijdstip t + At sec. is de. baanc o ordinaat 
st -t-At en bevindt het massapunt zich in B. 

WE VRAGEN NU NAAR HET 

ALGEBRAISCH verschil 

s s 
t 4- A t t 

meter 

baancoördin. baancoördin. 
aan het aan het 
EINDE BEGIN 

van het van het 
tijdsinterv. tijdsinterv. 

Dit verschil geeft ons de GROOTTE en HET TEKEN van de RESULTERENDE 
VERPLAATSING die het massapunt in het tijdsinterval t-»t+At 
LANGS DE IRECHTE) BaAN heeft ondergaan. 

De nadruk ligt hier op RESULTERENDE VERPLAATSING LANGS DE 
BAAN; 
In het tijdsinterval van t-*-t + At legt het massapunt (zie 
bovensteiande figuur) het baanstuk AC in POSITIEVE- en het 
barmst uk CB in NEGATIEVE RICHTING af. Het EINDRESULTAAT van 
deze bewegingen is een POSITIEVE VERPLAATSING over het baan¬ 
stuk AB. 

O 6 A C Is, zoals in nevenstaande figuur, CB 
groter dan AC, dan is het eindresul¬ 
taat een NEGATIEVE verplaatsing over 
het baanstuk AB. 
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Conclusie. Het algebraïsche verschil s++- S4- geeft ons 
de grootte en het teken van DE RESULTERENDE VERPLAATSING die 
het massapunt in het tijdsinterval t —^t 4-At LANGS DE 
(rechte) BAAN heeft ondergaan. 

Deze RESULTERENDE VERPLAATSING LANGS DE BA.AN noemt men kortweg 
DE VERPLAATSING LANGS DE MAN IN HET BESCHOUWDE TIJDSINTERVAL. 

Definitie. Onder DE VERPLAATSING LANGS DE BAAN VAN EEN 
MASSaPUNT IN ESI BEPAALD TIJDSINTERVAL ver¬ 
staat men 

de ALGEBRAÏSCHE waarde van 

DE BLANCO ORDINAAT MN HET E I N D E VAN HET 

TIJDSINTERVAL 
VERMINDERD MET 

DE BLANCO ÖRDINMT MN HET B E G I N VAN HET 

TIJDSINTERVAL. 

Notatie. De verplaatsing langs de baan in het tijdsinterval 
t->t+At wordt aangegeven door het symbooli 

t --» t 4- A t 

Duss 

ZïS =3 — 5 meter 
t —t 4At t 4At t 

\ 1 
EINDE BEGIN 

Opmerkingen, a) Indien er geen vergissing mogelijk is schrijft men 
voor AS kortweg AS. 

t -~»-t 4- At 

b) Met nadruk wijzen we er op, dat in de definitie 
van A5 gesproken wordt over de verplaat- 

t->t + A t 
sing LANGS DE BAAN. 
Deze toevoeging wordt ven belang als we het later 
zullen hebben over een beweging langs een KROMLIJ¬ 
NIGE baan. 
Is (zie nevenstaande fig.) het massapunt op het 
tijdstrp t in A en op het tijdstip t 4-At in B, 
dan is DE VERPLAATSING LANGS DE BAAN in het tijds¬ 
interval t At gelijk aan 

s^ +A1. - s^ = 4- boog AB meter. 

DE VERPLAATSING IN HET PLATTE VLAK is dan echter 
gelijk aan de BAAÏÏKOORDE AB (beters de VECTOR AB) 
We gaan daar nu niet verder op in. 

c) Bij een RECHTLIJNIGE beweging is DE VERPLAATSING 
LANGS DE BAAN in een gegeven tijdsinterval^ IDEN¬ 
TIEK met DE VERPLAATSING IN HET PLATTE VLAK in 
dat tijdsinterval. 
Bij een RECHTLIJNIGE beweging is er dus geen ver¬ 
gissing mogelijk als AS wordt aangeduid 

t -*► t 4- A t 
met DS VERPLAATSING IN HET TIJDSINTERVAL VAN 
t-^t4 At. 

d) Sommige auteurs noemen AS de (resulteren 
t-^t + At 

de) WEG in het beschouwde tijdsinterval. 
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Punt 2) Getallen-voorbeold. 

Gegevens s^ = - t + 4t+2 metei 

ä3 
9 + 12 1 2 = + 5 meter 

Sj = - 1 + 4+2= + 5 meter 

AG = 0 
1—3 

AS : 

1-3 

0 meter 

c) De verplaat sing in het tijds¬ 
interval van t =~X —t ^3 

Oplossing. 

s5 = - 25 + 20 + 2 = - 3 m. 
s-^ = — 1 + 4 + 2 = + 5 m. 

AS = - S meter 
1—5 

AS = 

1-5 
= - 8 m. 

Opmerking In dit getallen-voorbeeld zien we geïllustreerd dat de 
verplaatsing langs de ba,an in een tijdsinterval kan 
zijns 

a) POSITIEF; Het station aan het einde van het tijds¬ 
interval ligt dan RECHTS van het station aan het 
begin van dit tijdsinterval. 

b) HUL; Aan het cindo van het tijdsinterval bevindt 
het massapunt zich dan in hetzelfde baanpunt als 
aan het begin van dit tijdsinterval. 

c) NEGATIEF; Het station aan het einde van het tijds¬ 
interval ligt don LINKS van het station aan het be¬ 
gin van dit tijdsinterval. 

Vraagt Van een massa.punt weet men alleen dat AS =0. int volgt 
hieruit over de beweging v.h. massap? 1—3 

Antw.; Er zijn dan twee mogelijkheden; 

1°) Het massapunt beweegt zo. dat s-2j = s-^ 

2°) Het massapunt is in rust. 

Punt 3) Opgave 6 
zie blz. 10 
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Punt 3) Opgave 6. 

o 4 

Gegeven: 
P 

= t - 4t - 5 meter. 

Gevraagd: 

a) AS 
1 — 2 

b) AS 
1-^3 

tijd 
in pee. c) AS 

1—5 

Vraag % Lees uit de figuur af voor welke positieve v/aarden van At 
negatief is, en voor welke waarden positief. AS 

i-H + At 

O 
Punt 4) Opgave 7. Gegeven: s^ = - t 4 3t - 5 meter. 

Gevraagd: De verplaatsing in het tijdsinterval van 
2—2 4- At sec. 
De duur van dit tijdsinterval is dus onbenoemd. 

Oplossing: 

s24At= " (2+At')Cm 4 3(24At) - 5 = - 4 - 4At - (At)246+3At - 5 meter 

s0= =r - 4 4 6 - 5 meter 

AS = = 4At - (At)2 +3At meter 
2—2+At 

p 
Dus: AS = - At - (At) meter. 

2-24At 

2 
Opgave 6. Gegeven: s^ = - t 4 3t - 5 meter. 

Gevraagd: De verplaatsing in het onbenoemde tijdsinter¬ 
val van t— t 4 At sec. 

Oplossing: 

st+At* - (t4At)2 + 3(t4At) _ 5 = _ t2 - 2tAt - (At)243t +3At - 5 meter 

p 
= =• - t 43t. - 5 meter 

AS = = -2tAt-(At)2 4 3At meter 
t—14At 

O 
Dus: AS = - 2tAt43At - (At) meter, 

t—t 4At 

Opmerking: Door in deze uitkomst het tijdsinterval 2—-24At te 
substitueren, vinden we de uitkomst van opgave 7 terug. 
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§ 5* Bewegingen met plaatsfunctie van de EERSTE GRAADs de EENPARIGE BE- 

vJEGING. 

Punt 1) In deze paragraaf beschouwen we de bijzondere bewegingen waarvan 
de plaatsfunctie een veelterm van de EERSTE GRAAD is, en dus in de 
algemene gedaante wordt voorgesteld door de functies 

j s^ = at + b meter, waarbij a ^ 0 

i 

Het S - t diagram van zo’n beweging is EEN RECHTE LI JE die niet 

evenwijdig loopt aan de t- of S - as. 
De richtingscoëfficient van deze lijn is a. 

At 
a 4-. 

I grootte t sw 'y-.• ! van a 

/ \X- 
o 1 t 

a - 
At 

grootte 
van a 

t 

Punt 2) Stelling. Is de plaatsfunctie een veelterm van de eerste graad dan 
beweegt het massapunt steeds in ee"zelfde richtings 

Is a + , dan beweegt het massapunt steeds in pos .richting; 

Is a - , dan beweegt het massapunt steeds in neg.richting. 

Bewijss Zie bovenstaande figuren. 

OpmerkingsDe verplaatsing in een tijdsinterval heeft voor ieder 
tijdsinterval HET ZELFDE TEKEN ALS a. 

Punt 3) Stelling. Als de plaatsfunctie een veelterm van de eerste graad is, 
ondergaat het massapunt in ONDERLINGGELIJKE TIJDSDELEN 
verplaatsingen die ONDERLING'GELIJK ZIJN VAN GROOTTE EN 

TEKEN. 

Be v/ijs: AXS 
-v> 
a a 

..y-> 
C P O 

AjrS AxS 
<=v- 

D C a A 
Afl- 

Art & i + V t. 
E : 
.„TAm 

H- rÜ-"-y 
■3#/f 

Amt|- 

tijd in 
sec. 

. .£ y 
’f/ 
-/ 

tijd in 
sec 

Als Ajt = At zijn de gearceer¬ 

de driehoeken congruent. 

A-j-S en A^-j-S hebben nu behalve 

hetzelfde teken OOK DEZELFDE 
GROOTTE. 

idem 

Conclusies Als de plaatsfunctie oen veelterm van de EERSTE1GRAaD 
is, beweeigt het massapunt voortdurend in dezelfde rich¬ 
ting EN LEGT DaARKÊTIN GELIJKE TIJDSDELEN GELIJKE BAAN 

STUKKEN AF. 
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Punt 4) 

is 
Stelling. Biti een beweging net plaatsfunctie = at + b meter, 

-DE VERPLAATS IN G PER SECONDE 

in grootte en teken gelijk aan a meter. 

Bewijs? We bepalen de verplaatsing in het tijdsinterval van 
t.■>- t + 1 sec. 

Het beginpunt vena dit tijdsinterval is dus onbenoemd; de 
duur van het tijdsinterval is èèn seconde. 

st+l = b--L) 4'b = tb meter 

= = <at +b meter 

AS = = a meter 
t-»t+l 

Daar in het rechter lid t niet meer voorkomt, doet de 
plaats van t op de tijdsas dus niets ter zake. 

Conclusies Is s^ = at -f b meter, dan legt het massapunt in iedere 
seconde een baanstuk af waarvan de grootte gelijk is 
aan j a| meter. 

Punt 5) Een beweging met plaatsfunctie s, = at+b meter heeft dus TWEE bij¬ 
zonderheden, n^l. 

lu) het massapunt beweegt voortdurend in eenzelfde 
richting 

2 ) het massapunt legt in ieder tijdsinterval van EEN 
seconde een baanstuk van tal meter af. 

Zo'n beweging noemt men een EENPARIGE BEWEGING. 

Definitie. Een beweging heet EENPARIG als het massapunt 
voortdurend, in EENZELFDE richting beweegt en 
daarbij IN IEDERE SECONDE een baanstuk aflegt 
van CONSTANTE GROOTTE. 

Punt 6) De ALGEBRAÏSCHE waarde van DE VERPLAATSING PER SECONDE noemt men 
DE SNELHEID van het eenparig bewegend massapunt. 

ï 
I 
i 

Definitie. Onder DE SNELHEID vom een EENPARIGE BEWEGING 
verstaat men 

DE ALGEBRAISCHE WAARDE 
vom de 
CONSTaNTE 

VERPLAATSING PER SECONDE. 

Punt 7) De snelheid wordt aangeduid door de letter v. 
Is de plomtsfunctie = at+b meter, dan is DE SNELHEID van het 
massapunt dus gelijk aans 

meter 

Vraag. Wat wil zeggens een eenparig bewegend massapunt heeft een 
snelheid van +3 m/sec.? 

Antw» Dat het massapunt voortdurend in POSITIEVE richting beweegt 
en daarbij PER SECONDE oen baanstuk van 3 meter aflegt. 
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Vraag, Wat wil zeggen; de snelheid van een eenparige beweging is 
- 3 m/sec.? 

. Antw, ; Dat het massapuuit voortdurend in NEGATIEVE richting beweegt 
en daarbij PER .SECONDE een baanstuk van 3 meter af legt. 

Punt 8) De eenheid van snelheid. 

Definitie. De eenheid van snelheid is de snelheid van die 
eenparige beweging waarbij PER SECONDE een 
baanstuk wordt .afgelegd van EEN METER. 

Deze snelheid wordt aangeduid met 

1 m 
sec 

Als eenheid van afstand is dus gekozen èèn meter. 
Als eenheid van tijdsduur is dus gekozen èèn seconde. 

Punt 9) Als s^ = at 4-b meter, dan is v = a m/sec. 

We kunnen de algemene gedaante van de plaatsfunctie van een een¬ 
parige beweging dus ook schrijven als; 

s^ = vt tb meter 

Vraag. Wat stelt b voor? 

Antw.; Op het ogenblik t = 0, dus het ogenblik dat de waarneming 
begint, is de baancoördinaat; 

s = 0+b s b meter. 

Conclusie; b - s , de baancoordinaat op het ogenblik t = 0. 

Vraag. In welke vorm kan de algemene gedaante van de plaatsfunc- 
tie van een eenparige beweging dus geschreven worden? 

Antw.; 

s^ = vt+sQ meter. 

Punt 10) Het opstellen ven de plaatsfunctie van een eenparige beweging. 

Voor het maken van de sommen is het van belang, dat men bovenstaan¬ 
de vergelijking kan afleiden, uitgaande van de definitie van de 
snelheid van een eenparige beweging. 

Gegeven; De snelheid van een eenparige beweging is V m/sec. 

Gevraagd; De plaatsfunctie. 

Oplossing. 

De baancood. 
op het ogenbl. 

t = 0 

Hieruit volgt; 

st= s 

} 
~1~ 

Wat er j 
PER SEC. |X 
bijkomt | 

Aantal sec. 
sinds t =0 

i ' ' 

~r <1
 X
 

t 

meter. 

meter. 

Dus; s^ = s0~fv.t meter j 

Sa. = v.t + s^ meter t o Of 
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Punt 11) Opgave 9« Stel in elk van de onderstaande gevallen de plaatsfunc- 

tie op van het eenparig bewegende massapunt. Teken ook 
het S - t diagram. 

N-. I 

N—. ii ! Ss 

N—. IV 

14°. V 

Gegevens ! Plaatstunctie 

so - 0 
Jt + 3't meter. 

v = +3 m/sec 

o 
v 

+2 m. 

+3 m/sec 

N—. in ! = -2 m. 
o 

v = t3 m/sec i 

s0 = +2 m. 
v = - 3 m/sec 

S„ =- 

v = 

2 m. 

3 m/sec 

S - t diagram. 

Si / 
i / 

/ 
/ 
/ 

0 

4~ 

tijd_ 
m sec, 

.tijsL 
m sec, 

tijd 
G in sec. 

"f 

ti,id 
0 in sec. 

4-j St 

o! tijd 

1 in sec. 

Opgave 10. Gegeven, v = - 8 iri/sec. 1 
Sc =43 meter. Lot wel; de baanc o ordinaat op 
p t = 5. 

Gevraagd. 

Oplossing I. s^ = -f 3 meter. 
dus + 3 = - 8.5 + s0 nieter, 
dus s0 = 4- 43 meter, 

dus s-fc = - 8t 4-43 meter. 

Oplossing II. 
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Oplossing II, Het tijdstip t komt (t - 5) seconden 

LATER dan het tijdstip t = 5 sec. 
DE VERPIAATSING PER SECONDE is - 8 meter. 
In (t - 5) seconden is de verplaatsing 
dus -8(t-5) meter. 

Dus: s_t = - 8(t-5) meter 

= -f5 - 8(t-5) meter 

Dus: s^ =-8t-(-45 meter. 

Punt 12) Nadere beschouwing van het s - t diagram. 

A 

^0 

0 
tijd 
in sec 

Pig. 1; v + 

+ 

O 

6 

'Op-, \ 
\ 
\ 

fig. 2: v- 

tijd 
in sec. 

Bovenste,e,nde figuren stellen ieder een S - t diagram voor van een 
eenparig bewegend massapunt: In figuur 1) is de snelheid positief; 
in fig. 2) negatief. 

NB Vraag. WAAR ZIJN DEZE SNELHEDEN IN DE S^t DIAGRAMMED AAN GELIJK? 

Antw. s s+. = vt + s_ meter. 
" O O 

v is in elk van de diagrammen gelijk aan de RICHTINGS- 
COEFFICIENT van de rechte, dus gelijk aan de TANGENS 
van de hoek die de rechte maakt met de POSITIEVE TIJDSAS. 

Conclusie. De snelheid van een eenparige beweging 
wordt in het S - t diagram voorgesteld 
door 

de tangens van de hoek 

DIE DE RECHTE MAAKT MET DE POS.TIJDSAS. ] 

Opmerkingen a) Bij een eenparige beweging spreekt men van DE snelheid zon¬ 
der meer. Men kan echter ook zeggen, dat een eenparig bewe¬ 
gend massapunt OP IEDER OGENBLIK DEZELFDE SNELHEID HEEFT, 
omdat de S-t rechte op ieder ogenblik dezelfde hoek maakt 
met de positieve tijdsas. 

b) Soms wordt de vraag gesteld nHoe kan een massapunt nu OP 
EEN BEPAALD OGENBLIK een snelheid hebben: een massapunt kan 
in het tijdsinterval von een TIJD-STIP (= tijd-punt) toch 
niet bewegen?” 

Antwoord. Als men zegt dat een eenparig bewegend massapunt 
OP IEDER OGENBLIK een snelheid van v m/sec. heeft, BEDOELT 
MEN DAARMEE, dat het massapunt op ieder ogenblik zoveel be- 
wegingsenergie heeft, dat het in de - op een beschouwd tijd 
stip - volgende seconde een bannstuk van |vl meter zal af¬ 
leggen. 

Punt 13) Vragen. 
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Punt 13) Vragen, a) Wat wil het zeggen als het S - t diagram een rechte 
evenwijdig aan de tijdsas is? 

Antwoord; dat het massapunt stil staat. 

b) Kan het S - t diagram van een eenparige beweging ook 
een rechte evenwijdig aan de S - as zijn? 

Antwoord; Nee, went dat zou betekenen dat het massa¬ 
punt op de baan '’alom'1 tegenwoordig was 1 

§ 6. DE GEMIDDELDE SNELHEID IN EEN BEPAALD TIJDSINTERVAL bij_ een recht 
lijnige beweging waarvan~de plaatsfunctie NIET ven de eerste 
graad is, althans niet behoeft te zijn. 

Punt 1) 

Definitie. Onder DE GEMIDDELDE SNELHEID IN EEN BEPAALD 
TIJDSINTERVAL verstaat men 

HET qUOTIMT van 
DE VERPLAATSING IN DIT TIJDSINTERVAL 

en 
DE DUUR VAN DIT TIJDSINTERVAL. 

Opmerking 

Punt 2) De ze definitie in beeld. 

AS 

in sec. 

Deze definitie geldt ook voor de krom¬ 
lijnige beweging MITS men met DE VER¬ 
PLAATSING bedoelt DE VERPLAATSING IN HET 
PLATTE VLAK (of de ruimte) 
Bij een RECHTLIJNIGE beweging is de ver¬ 
plaatsing in het platte vlak (of de 
ruimte) identiek met do verplaatsing 
LANGS DE BAAN. 

Nevenstaande figuur stelt het S - t 
diagram voor van een beweging longs 
een rechte baan (« horiz. as) 
Op het ogenblik t sec. bevindt het 
massapunt zich in A; op het ogen¬ 
blik t + At sec. in B. 
AS is dus do verplaatsing in 
t-»t-+At het tijdsinterval van 
t-^t + At sec. 

Welnu; 

Onder DE GEMIDDELDE SNELHEID IN HET 
TIJDSINTERVAL VAN t^t + At sec. ver 
sta.at men 

HET QUOTIENT 

^t-»t + At meter 
At sec 

Vraag, Stel, dat in bovensta; 
At = 3 sec, don is de 
terval dus gelijk o.on 

uide figuur AS = 412 meter en 
gemiddelde snelheid in dit tijdsin- 

+ 12 
"3 

= + 4 m/sec. 

Wat wil dit nu zeggen? 

Antwoord. Dat DE VERPIAATSING in dit tijdsinterval gelijk 
is aan die van een eenparig bewegend massapunt met snel¬ 
heid 4- 4 m/sec. 

Vraag. Wat wil zeggen; de gemiddelde snelheid in een tijdsinter- 
val is - 4 m/sec.? 
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Punt 3) Notatie. De gemiddelde snelheid in het tijdsinterval t-*-t + At 
wordt aangeduid door het symbool 

^t->t +- A t 

Conclusie. 

vt~a»-t + At 
^t-^t + At meter 

At sec 

Opmerking. De gemiddelde snelheid in een tijdsinterval wordt in 
dezelfde eenheid uitgedrukt als de snelheid van een een¬ 
parige beweging: Is de eenheid van afstand èèn meter en 
de eenheid van. tijdsduur èèn seconde, dan wordt 

uit ge drukt in lTiG't:er 
sec 

Punt 4) Voorbeelden. 
O 

a) Gegeven: s^ = f - 4t 4 5 meter. 

Gevraagd: De gemiddelde snelheid in het tijdsinterval dat ge¬ 
vormd wordt door de 3°s 4° en 5° seconde SAMEN. 

Oplossing: Hot gegeven tijdsinterval BEGINT OP t = 2 sec. en 
EINDIGT OP t = 5 sec. De DUUR van het tijdsinterval 
is 3 seconden. 
We moeten dus berekenen: 

S. 
v 2 

Welnu: 
2-^5 

5 m 
3 

/sec. 

s^ = 25 - 20 4 5 = + 10 meter 

s2= 4 - 8+5= + 1 meter 

2->5 

Conclusie: v. 
2 ->5 

= 4-9 meter 

= 43 m/sec. 
±9 - , -7 m 
3 

b) Gegeven: s^ = - r 4 2t - 6 meter. 

Gevraagd: De gemiddelde snelheid in het tijdsinterval ven 
t = 5 -----1 = 54 At sec; dus v^_^ + A t 

Oplossing: Het gegeven tijdsinterval begint op t = 5 sec. en 
duurt At sec. 
We moeten dus berekenen: 

A3nï.5±At +seo 

Dus: 

v 

v 
5^5+At At 

Welnu: 
,2 

S5 + At ~ “ (5+At)^ + 2(5 +At) - 6 meter 

>5 

= - 25 - 10 At - (At) ~4-10 + 2Afc - 6 meter 

= - 25 410 - 6 meter 

AS 
5-^-5 +At 

- 10 At - ( At)^ 4 2At meter 

5-^5+ At 
- lO.At - (At)4 2At 

At = -10-At + 2 = -8 At 
m 
sec 

Conclusie: 
v 
5 5 4 A t 

= - 8 - At m 
sec 
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at +- bt +- c meter 

18; 

c) Gegevens = eatr+-bt+-c meter. 

ä^t+4t 

Oplossing; Het tijdsinterval begint op het ogenblik t sec. en 
duurt At sec. 
We moeten dus berekenen; 

AS4 

Welnu; 

St +- At 

?t 

V = _^.7^ A At m/seC 
o ~->t -+- At At /sec 

.2 

at 

(t-bAt) 4-b(t+4t)-fc 
2 

2 

o p 
- at +2at At+a( At) +bt H-b At+c meter 

d-bt 4-c meter 

Dus; 

AS 
t t ■+ At 

meter 

t -t d At 

Conclusie; 
v. 

4-2at At+a( At)2 +b At 

±2at(At).+_a(AtjAtMË = gat+aAt+T) m/seo. 
u 

- 2atd-bd-aAt m/sec. t—>t + At 

5) Hadere beschouwing van het s - t dial gram. 

AS 

At 

fig. 1, fig. 2. 

Bovenstaande figuren stellen ieder een S - t -^diagram voor. 
In fig. 1 is het tijdsinterval t-^-t + At sec. zo gekozen dat 

AS-t^t+At POSITIEF is; 

in fig. 2 is het tijdsinterval t-^t + At sec. zo gekozen dat 

ASt--t + At NEGATIEF is- 

NB We vragen; WAAR IS + AAN GELIJK? 

Antwoord. _ _ AStt + At 

vt -M; d- At ~ t 

Uit de figuren volgt dat; 

W-t+At = ^ f 
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MITS we onder £ de hoek verstaan die als volgt wordt gevonden; 
plaats de passerpunt in A! en de schrijfpunt in A,!, 
draai TEGEN DE KLOK IN tot de schrijfpunt de grafiekkoorde 
A*B' snijdt. De dan door de schrijfpunt beschreven boog is 
L £. 

Benaming; /_£is de hoek die de grafiekkoorde A? B* maakt met de 
-i-tijds-as. 

Conclusie; De gemiddelde snelheid in een bepaald tijds¬ 
interval wordt in het S - t diagram voorge - 
steld DOOR DE TANGENS VAN DE HOEK DIE DE GRA 
FIEK-KOORDE VAN DIT TIJDSINTERVAL (AsBf) 
MAAKT MET DE POSITIEVE TIJDS-AS. 

^ 7. DE SNELHEID OP ESN BEPAALD OGENBLIK. 

Punt 1) In de vorige paragraaf hebben we gedefiniëerd wat men dient te ver¬ 
staan onder DE GEMIDDELDE SNELHEID IN EEN BEPAALD TIJDSINTERVAL„ 
Uitgaande van deze definitie zullen we in deze paragraaf aan de 
hand van een getallenvoorbeeld proberen te komen tot de definitie 
van DE SNELHEID OP EEN BEPAALD OGENBLIK. 

- 2 
Gegeven; = - yt 4-54-4,5 meter. 

Gevraagd a) v2^2+Ät 

Oplossing, s 

s2 

AS = 
2-*> 2'+ At 

Dus; 

Aö2 --*-2 + At 
Dus; 

V2"*-2 I- At 

-K2-fAt)24-5(2 + At) - 4,5 

2 - 2 At - y(At)2 4-10 4- 5At - 4,5 meter 

2 10-4,5 meter 

- 2 At - jr(At)2 -S-5At meter 

4-3At - -|-(At)2 meter 

43At - 4Qt)2 
At = 4-3 - -g-At 

m 
sec 

Conclusie, 2 a At + 3 - t At m/sec. 

Deze uitkomst is dus voor deze beweging de formule van de gemid¬ 
delde snelheid in IEDER tijdsinterval DAT BEGINT OP HET TIJDSTIP 
t = 2 sec. 

b.v. v2__5 = 43 - 1,5 =4-1,5 m/sec. 

v?_^ = 4 3 - 1 =42 m/sec. 

v2_3 = 4'3 - 0,5 =42,5 m/soc. 

V2_^2 5 = 3 - 0,25 =4 2,75 m/sec. enz. 

Gevrangd b) Wat valt er te_ zeggen van de wa.arde van deze gemiddel- 
de snelheid als de DUUR At van het tijdsinterval. 
2-»2a At sec. NADERT TOT NUL? 

Antwoord; lim v = lim (+3 - \ At) = 43 m/sec. 
At o 2 —S' 2 + A t At —*■ o 

Conclusie. De limiet van v als At nadert tot 
2 _>2 + At 

nul is +3 m/sec. 
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Gevraagd c) Wat stelt deze limiet voor in het S - t diagram? 

Antwoord. 
Nevenstaande figuur stelt het 
s - t diagram voor van de bewe¬ 
ging met plaatsfunctie; 

s^ = - -§-t2 + 5t -4,5 meter 

In het tijdsinterval 2-^2 4 A^t 
sec. is 

T2-2+A1t tg A" A'B* 

Als At nadert tot nul, nadert 
het grafiek punt B! langs de 
grafiek naar het graf iek-punt A!, 
EN NADERT DE HALFLIJN A'B» TOT 
DE BOVENHELFT VAN DE RAAKLIJN 
IN HET GRAFIEKPUNT A' AAN DE 
ÜHAFIEK. 

Conclusies 

lim v = tg ƒ_ A'»A'P — 4-3 
At —:*■ O 2 2 4 At 

Gevraagd d) WELKE NATUURKUNDIGE BETEKENIS HEEFT DEZE LIMIET? 

Antwoords De rechte A'P is de s - t-grafiek van een EENPARIGE , 
beweging wo. ar bij het massapunt zich op het tijdstip 
t = 2 sec. in het punt A van de rechte baan bevindt 
en een snelheid heeft van + 3 m/sec. 
Dat de halfrechte A'P in het grafiekpunt A' raakt aan 
de s - t grafiek van de gegeven beweging, wil zeggen, 
DAT HET S - T-DIAGRAM VAN DE GEGEVEN BEWEGING IN HET 
INFINITESIMAAL KLEINE TIJDSINTERVAL VAN HET OGENBLIK 
t = 2 sec. 

SAMENVALT. 
MET HET S - T-DIAGRAM VAN EEN EENPARIGE BEWEGING WAAR¬ 
BIJ HET MASSAPUNT OP IEDER OGENBLIK EEN SNELHEID HEEFT 
VAN 43 m/sec. 

i!i Welnu, uit het feit van dit SAMENVALLEN DER 8 - t-DIA 
Hl GRAMMEN moeten we besluiten DAT ER GEDURENDE HET IN- 
!M FXNITESIMAAL KLEINE TIJDSINTERVAlTVAN HET OGENBLIK 
Hl t = 2 sec. GEEN VERSCHIL BESTAAT TÏÏSSSN DE GEGEVEN BE- 
|ij WEGING EN EEN EENPARIGE BEWEGING MET SNELHEID 43"m7sëc. 

Zou de gegeven beweging dus vanaf het tijdstip t = 2 
sec. niet meer veranderen, dus op t = 2 sec. overgaan 
in een eenparige beweging, dan zou het gegeven massa¬ 
punt daarna PER SECONDE EEN BAANSTUK VAN 3 METER IN 
POSITIEVE RICHTING AFLEGGEN. 
M.a.w. Op het tijdstip t = 2 sec. heeft het massapunt 
zoveel bewegingsenergie dat het per sec. een baanstuk 
van 3 meter zou kunnen afleggen. 
M.A.W. OP HET TIJDSTIP t = 2 sec. HEEFT HET MASSAPUNT 
DE SNELHEID +3 m/sec. 



21 

UB 

UB 

CONCLUSIE. 

lim v0 __ , , = DE SNELHEID V.H. MASSAPUNT 
At-»* o ^ ">a OP HET TIJDSTIP t = 2 sec. 

Notatie, De snelheid op het tijdstip t = 2 sec. wordt 
aangeduid door 

NB Dus; lim v0 
At ->• o ^ 2 + At 

V 2 

Gevraagd e) Geef een OVERZICHT van de bewerkingen die we achtereen 
volgens hebben moeten uitvoeren om ^ te vinden. 

Anh oord; Hl 1° bewerking; bepaal AS 
2 2 • At 

UB 

NB 

UB 

,o 

bewerking; bepaal v0 ~ 
op +- At 

vb 

3 bewerking; bepaal lim Vp^^fAt 
m: • - o A ’ 

De uitkomst van deze limiet is DE SNELHEID van het 
massapunt OP HET TIJDSTIP t = 2 sec. 

2 
Punt 2) Opgave 11. Gegeven; s, = - t +4t meter 

t 
Gevraagd; a) v 

b) v, 

c) v 

vergelijk de uitkomsten met f 2,b 

Merk op, dat v = lim v . ,, 
a at-*-o a~s~a+ ^ 

Opgave 12. Kies zelf een plaatsfunctie en bepaal de snelheid op 
een zelfgekozen tijdstip. 

Punt 3) We geven nu de exacte definitie van de snelheid op een bepaald 
ogenblik. 

UB j Definitie. Onder de snelheid op het ogenblik t verstaat men 

DE LIMIET 
i __ 

UB waartoe DE GEMIDDELDE SNELHEID, genomen over het 

j tijdsinterval van t-^t-t-At, nadert als 

NB j At nadert tot nul. 

In formule; v, = lim 
At-^o 

"x0t-»t +At 
At 

..S~j~.[ \ cis 
Notatie. De lim -A duidt men aan met het symbool 

Ab -*■ o ':"A 

mus; 

vt “ dt 
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tunt 4) Opgave 13. Gegeven; = - 2tc'4 6t - 8 meter 

Gevraagd; v^, v^, vq 

Oplossing;Bewerking 1. 

5^_ L = - 2(t4At)2 46(t 4 At) - 8 

— - 2t2 - 4t at - 2(.4t)2 4 6t 4 6At - 8 meter 
O 

= - 2t" 4 6t - 8 meter 

AS 
t --t i tt 

-4tAt-2(At)2 -+• 6 At meter 

Bewerking 2. 

v. 
t->t t- A 0 

4tAt - 2(nt) 46at 
At 

= - 4t - 2 At 4 6 
Hl 
sec 

Bewerking 3» 

V = lim 
at -->o 

conclusie: 

( - 4t - 2 At < 6) = - 4t + 6 m/sec 

v. = - 4t 4 6 Ill/sec. 
t 

Uit deze uitkomst volgt; 

- 12 4 6 = - 6 m/sec. 
J 

vo = 
m 

0 46 = 4 6 /sec. 

Opgave 14. Gegeven; s^ = at1“ 4 bt f c meter 

Gevraagd; v^ 

Oplossing; st + Ai_ = 

3t 

AS = 
t -*-t 4 At 

aus 

aus 

Äct -»t 4 At 
At V, t.=*-t 4 At 

v^_ = lim 
At O 

“7 2 

Opgave 16« Gegeven; s^_ = at-'5 4 bt ~t ct id meter, 

Gevraagd; v^ 

Oplossing; - a(t 4 At) 3 

= 2at4b /sec, 

3t 

AS = 
t.*--t 4 A t 

aus 
V. t"=*t+At 
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dus 

vt = 

v,_ = 

lim 
At --*~o 

O 
-7 f - , ^ -i i in / j>at t db b i - c /sec. 

Punt 5) Nadere beschouwing van het s - t-diagram. 

We willen de limiet overgang (lim ^ v A^_) nog eeas be zien in 
verband raet het s-t clianram. Af ~*~ o 

tijd. 

tijd 

tijd 

in 
ötc,.0' 

Bi,j fig. 1 on 

v. 
t -*■ t 4 At 

'de hoek die de' 
tg / half lijn A?B.f 

maakt met de 
4-ti jdsas. 

Terwijl t nadert tot nul wandelt 
het grafiekpunt B* over de grafiek 
naar het grafiekpunt A! toe. 
i)e halflijn A‘B‘ nadert dan steeds 
meer tot de raaklijn in A! 

Bij fig. 2 en 4. 

Als zit genaderd is tot nul ligt het 
grafiekpunt B! tegen het grafiekpunt 
X'i. * d3.ll o 
De halflijn A!B’ valt dan samen met 
de raaklijn in A* aan de S-t grafiek. 

3us: lim v t =tg^ 
AC O 

Maar, zoals we in punt 2d) berede¬ 
neerden is _ 

lim 
nt.=>■ o Vt.>-1 + At "" Vt 

Dus; 

v. t = tg f 

Conclusie: 
blz. 24 
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DID SNELHEID OP HEI TIJDSTIP t 
wordt in het S - t diagram voor 
gesteld door 

DE TANGENS 
van de hoek die de halfraaklijn 
in het bijbehorend grafiekpunt 
maakt met de POSITIEVE TIJDSAS. 

Punt 6) Opgave 16. In do onderstaande figuren stelt de halflijn A!P de 
halfraaklijn in hot grafiekpunt voor. 

-f 

A 
4 
A A’ P 

O t bijd tijd. 

, JSt 
i.* 

o 
\p 

tjjd 

St 
--i A' 

tijd 

fig. 1 fig. 2 fig. 3 fig. 4 

Gevraagds Wat valt er eventueel te zeggen van de groot¬ 
te en het teken van de snelheid op het be¬ 
schouwde ogenblik? 

Antwoord; Bij fig. 1) v^ = 4 

Bij fig. 2) v^. s O 

Bij fig, 3) vt = - 

Bij fig. 4) Deze situatie is natuurkundig 
ONMOGELIJK, want v^ kan niet on¬ 
eindig groot zijn. 

NB, Een s - t diagram kan NOOIT een raaklijn hebben // s^as. 

Opgave 17. Als gegeven is dat het S - t diagram een parabool is 
die de tijdsas snijdt, beredeneer dan, dat de snelhe¬ 
den waarmee het massapunt op de heen en terugweg de 
oorsprong passeert GELIJK EN TEGENGESTELD zijn. 

8. LIEFERENTIEREN. 

Punt 1) Vergelijken we in de opgaven 14 en 15 de plaatsfuncties met de 
daarbij behorende snelheids!uncties, dan ontdekken we een merk¬ 
waardige regelmaat. 

2 2 
* at + bt+ c -^v, = 2 at 4 b dus; at — 2at 

bt —3- b 
c — o 

•7 Q P ~z O 

s^_ = at-'* -+ bt*- 4 ct Ad — v^ = 3 at + 2 bt 4 c dus; at^ 3 at 

bt2—2 bt 

cts —l.c.t° = c 
.0 

d ® d.t o 

Deze regelmaat wordt in de wiskunde exact bewezen. 
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Volgens deze regelmaat kunnen we DE SNELHSIDSFUNCTIE DIRECT ÄELE- 

ZEM UIT DE PIAATSFUNC-TIE, ' ~ 

Voorbeeld. s^_ = y<P - 8b 4 5t^ - t 4 7 meter 

dan volgt % v. =21t6 -40tZ|" + 10t - 1 

Welnu2 DEZE BEWERKING HEET DIFFERENTIËREN. 

Conclusie. Men vindt DE SMELKeIDSFUNCTIE van een beweging 
DOOR DE PIAATSFUNCTIE van deze beweging 
TE DIFFERENTIËREN NAAR DE TIJD. 

_ ds m I 
vt ~ dt sec i 

De snelheid OP EEN BENOEMD TIJDSTIP vindt men 
door dit tijdstip te substitueren in de snel- 
heidsfunctie. 

( ^unt 2) Opmerking. Met nadruk wijzen we er 
1 oplevert. 

Immers t = t 

Punt 3) Opgave 18. Gegeven; s^ 

dt 
aus dt = 

tjr meter. 

op, dat t gedifferentieerd 

l.t° = 1. 

Gevraagd; v^. 

Oplossing; s^ = t“^m, dus v^ = - lt_^_''"= -m/sec. 

§ 9. Het V - t diagram. 

Punt 1) Onder het v - t-diagram verstaat men de grafiek van de snelheid 
als functie van do tijd. 

o 
Punt 2) Opgave 19. Gegeven; s^ = - t 4 4t - 3 meter. 

Gevraagd; a)Teken het s - t en het v_ 
de ze beweging. 

I Oplossing; 

t diagram van 

+ 
Sj. = - t 4- 4t - 3 meter, 

o 
Het s-t diagram is een nbergparabool's 
die de tijdsas snijdt in de punten 

t = 1 en t = 3 sec. 
Op deze ogenblikken passeert het mas- 
sapunt dus de oorsprong. 
S, is maximaal positief op het tijd¬ 
stip t = 2. 
Op dit ogenblik keert het massapunt 
op de baan om. 

V. - — _ p4 m 
t dt sec* 
Het v - t diagram is een rechte lijn 
met negatieve richtingscoöfficient. 
In het tijdsinterval van O—^2 sec. 
neemt vp lineair af van +4 m/sec. tot 
nul. 
Op t = 2 is de snelheid NUL. 
In liet tijdsinterval van 2—^4 sec. 
neemt vp in negatieve zin toe van 
0 tot - 4 m/sec. 
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NB Gevraagd b) Waaraan kan men IN HET V - T DIAGRAM zien dat het mas- 

sapunt op het tijdstip t = 2 sec, omteert? 

Antwoord; AAN HET FEIT DAT DE SNELHEID OP HEI’ TIJDSTIP t = 2 
VAN TEKEN 
VERWISSELT. 

Punt 3) Vraag b) van opgave 19 stelt de belangrijke kwestie aan de orde; 
HQe MAAKT MM UIT OF EEN MaSSAPUNT OMKEERT? In het geval van opga¬ 
ve 19 is de snelheid op het tijdstip" 't = 2~sec, gelijk aan nul. 
Kan men daar niet uit besluiten dat het massapunt op t = 2 sec. 
omkeert? 

Antwoord. Dat de snelheid op t = 2 sec. nul is, is EEN VOORWAARDE 

DI^ WEL NOODZAKELIJK 
MAAR NIET VOLDOMDE IS 

om te kunnen besluiten dat het massapunt op t = 2 sec. 
zal omkeren. 

WEL NOODZAKELIJK; Zolang immers de bc-wegingsenergie het 
massapunt in een bepaalde richting langs de rechte baan 
voortstuwt moet het massapunt in die richting verder 
gaan; pas als deze bewegingsenergie is uitgeput on het 
massapunt dus tot rust gekomen is kan het mogelijk zijn 
dat het massapunt nieuwe bewegingsenergie krijgt om te¬ 
rug te gaan. 
DAT DE SNELHEID NUL WORDT IS DUS NOODZAKELIJK OM TE KUN 
NEN OMKERM. 

MaaR NIET VOLDOENDE. Als een auto voor een stoplicht 
even tot stilstand komt wil dat nog niet zeggen dat de¬ 
ze, als het signaal op groen komt, zal omkereni 
We zullen dit toelichtoxi met een getallenvoorbeeld. 

19 2 1 
Gegeven; s^ = j ty - 2t + 4t + ^ meter. 

Gevraagd: Op welk ogenblik is de snelheid nul? Zal het 
massapunt dan omkeren? 

cL rn 
Antwoord; v, = t - 4t + 4 -4— ■ t sec 

-f 

o 1*—'•-•- 

2 3 <4 

Is v^ = 0, dan moet 

0 = t^ - 4t + 4 —-?>t = 2 sec. 

Op het tijdstip t = 2 sec. is de snelheid dus 
nul. 

Het v - t diagram is een :!dal~parabooli! 
die in t = 2 raakt aan de tijdsas. 
DE SNELHEID BEHOUDT DUS GEDURENDE DE 
GEHELE BEWEGING HETZELFDE TEKEN i.c.-P 
Het massapunt beweegt dus steeds in 
dezelfde richting en keert dus NIET om. 

msec. Nevenstaande figuur is het S - t diagram van 
deze beweging. 
De grafiek heeft voor t = 2 sec. een horizon¬ 
taal BUIGPUNT: Het massapunt houdt op t = 2 
sec. in het baanpunt A even stil en gaat daar¬ 
na weer in de positieve richting verder. 

Conclusie. Hot feit dat de snelheid op 
een zeker ogenblik nul is, is NIET VOL 
DOENDE om to kunnen besluiten dat het 
massapunt op dat ogenblik zal omkeren. 

? o "tijd ixi 5S.C. 
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Vraag;. Aan welke voorwaarde moet, behalve dat de snelheid nul 

is, dan nog voldaan v/orden väl het massapunt omkeren? 

Antwoord. De snelheid moet on het ogenblik dat deze nul is 
' VAN TEKEN VERANDEREN. 

Vraag. 

Immers DAN en SLECHTS DAN is £r een VERANDERING VAN 
bewegings- KLCHTINCT'ïangs de rechte baan. 

Aan welke voorwaarde moet de v - t grafiek voldoen wil 
een massapunt op een ogenblik dat de snelheid hul is, 
OMKEREN? 

Antwoord, De v - t grafiek moet, op het ogenblik dat de snelheid 

— — DE TIJDSAS 
SNIJDEN. 

Vraag. 

Antwoord. 

Immers dan en slechts dan zal de snelheid op dat ogen¬ 
blik van teken veranderen. 

Hoe moet men dus te werk gaan als men wil onderzoeken of 
een massapunt al dan niet zal omkeren? 

jBewerking I. Leid de snelheidsfunctie af. 

Bewerking II. Ondersoek of de snelheidsgrafiek de tijds- 
as SNxJi/T. 

Punt 4) Opgave 20, Gegeven: s^ = t^ - 6t^ 4 9f meter. 

Gevraagd: a) s^ Oplossing: 

b) vt Oplossing: v^_ = 

c) v^ en Vy 

In welke richting beweegt het m.pt. dem.? 

Oplossing; v2 = m.pt .beweegt naar 

v^ = m.pt.beweegt naar 

d) Keert het massapunt om? Zo ja, op welke 
tijdstippen. 

Oplossing; 

+ 

2 

s2 = 

0 13 
tijd 

m sec. 

e) In welke baanpunten keert het massapunt om? 

Oplossing: = 

s3 = 
f) Schets het S - t diagram van t = 0 tot t= 5 

Oplossing: 

so " 

S1 = 
s2 = 

s3 = 
s., = 

s5 = 
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g) Leg verband tussen. het s - t- en het v-t 
diagram: Lees uit het s - t diagram af dat 
de snelheid in het tijdsinterval 0-^1 sec. 
positief is maar afneemt dat de snelheid 
van t = 1 tot t = 3 negatief is; dat de 
snelheid op t = 2 maximaal negatief is. 

$ 10. ''‘Terug - differentiëren" (= integreren) 

Punt 1) In §8 hebben we gezien hoe we uit de plaatsfunctie de snelheids- 
functie kunnen afleiden. We stellen ons nu de vraag of het moge- 
lijk is de p1a at s functie te bepalen als de snelheidsfunctie gege- 
ven is. * 

Gegeven; 

Gevraagd: 

Oplossing: 

vt= 3t 
-L. O ÏTL 

/sec. 

We moeten nu de functie vinden die gedifferentieerd 
3t 4- 2 oplevert, d.w. z. we moeten 3t + 2 aterüg~-differen- 
tiëren;‘. 
Bij het differentiëren van een macht wordt de coëfficiënt 
VERMENIGVULDIGD met de machtsexponent en wordt de nachts 
exponent met 1 VERMINDERD, b.v. 3aB wordt gediff. 15a • 
Bij het s,terugdif f erentiören wordt de macht sexponent 
dus met 1 VEßMEERDERD en de coëfficiënt GEDEELD door DE 
NIEUWE machtsexponent. b.v. lNa^ wordt na terugdifferen¬ 
tiëren a5.±2 = 3a5. 7 0 
3t + 2 wordt 5 dus na ,:terug-differcntiëreh’ ^ t^-t-^t. 
Maar dit is niet afl 
Immers, het differentiëren van ieder getal levert nul 
op; het terugdifferentiëren van nul levert dus EEN ONBE 
NGEMD GETAL op. 
3t+2 wordt dus na ;iterugdifferentiëren" *jt2 +• 2t + a. 

_ 3 Dus: Jt " 2 
t^ -L 21 

maar s = 0 +■ 0 

Conclusie; 

a, 

1 a moter 

dus a = s. 

o 
+ 2t meter 

Als de snelheidsfunctie gegeven is weten we dus nog niet 
waar het massapunt zich bevindt op t =0. 

Punt 2) Opgave 21. Gegeven; v^ = 8 iü/sec; de snelheid is dus constant. 

Gevraagd; s^. 

Oplossing; Door r‘terug differentiëren” volgt; 

Hieruit volgt dat we een eenparige beweging ook kunnen 
definiëren als een beweging waarvan de snelheid constant 
is. 

Henric van Veldeke College 

Maastricht. 



Deel B. 
DE VERSNELLING BIJ EEN RECHTLIJNIGE BEWEGING. 

§ 1. Inleiding;. 

In dit deel van hoofdstuk I wordt de snelheidsfunctie van een 
rechtlijnige beweging nader bestudeerd. Tot nu toe hebben we over 
deze snelheidsfunctie het volgende behandeld: 

1 ) We vinden de snelheidsfunctie door de plaatsfunctie te 
DIFFERENTIEREE NAAR DE TIJD; _ ds m 

vt ~ dt sec. 
Op ieder tijdstip heeft de snelheid een bepaalde GROOTTE 
en een bepaald TEKEN 

Is vpT f, dan is het massapunt op het tijdstip tg 
sec. xbezig met ÏN POSITIEVE RICHTING te bewegen; 
dus — 

o 

Is vp-, - , dan beweegt het massapunt op het tijd¬ 
stip x tg sec IN NEGATIEVE RICHTING; dus 

2°) 

Opmerking, Het is duidelijk, dat het teken van de 
snelheid op een bepaald tijdstip NIETS ZEGT OVER 
HET TEKEN VAN DE 3AANC0ÖRDINAAT op dat tijdstip; 
de baancoördinaat kan op een gegeven tijdstip zeer 
wel negatief zijn terwijl het massapunt zich dan 
in POSITIEVE RICHTING beweegt, dus dat Vg dan po¬ 
sitief is o 

Het v - t diagram geeft ons een 
grafisch beeld van de snelheids 
functie. 
Het langs een (rechte) baan be¬ 
wegend massapunt KEERT OM op de 
tijdstippen waarop de v-t gra- 
fiGk de tijdsas SNIJDT. 

3 ) Is. de snelheidsfunctie gegeven, dan vinden we de plaats- 
functie- (op sn na) door de snelheidsfunctie '‘terug te 
differentiëren'3. 

■‘‘Test - opgave'3; Stel, dat bij de beweging waarvan boven¬ 
staande figuur het v-t diagram is, s0 = 0. Boots deze 
beweging dan na door een potloodpunt langs de rand van 
een lat te bewegen. 

In dit deel gaat het ons om de tangens van de hoek die de halfraak 
lijn in een graflokpunt aan de v-t grafiek maakt met de positie¬ 
ve tijdsas. 

2. De snelheids-VERANDERING in een bepaald tijdsinterval van een 
willekeurige rechtlijnige beweging. 

Punt 1) De definitie. 

tv 
fc-=*t + At 

Nevenstaande figuur stelt het v - t- 
diagram voor van een of andere bewe¬ 
ging langs een rechte baan. 

Op hot tijdstip t sec. is de snelheid 
Vp m/i ec; 

Op het tijdstip t+At sec. is de snel 

heid V t+At m/sec. 

tijd 
in sec. 

At sec. 
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I 

WE MGtW NU NMR DE ALGEBRAISCHE 

VERSCHIL 

Vt + At 
i 
i 

Guide v.h. 
tijdsinter¬ 
val 

ra / 
v^ /sec. 

i 

begin v.h. 
tijdsinter¬ 
val 

V/AARDE VAN HET 

Deze algebraïsche waarde van dit verschil noemt mens 

DE SNELHEIDS VERANDERING 

van de gegeven rechtlijnige beweging IN HET TIJDSINTERVAL VAN 
t—^t+At sec. 

Definitie s Onder DE SNELHEIDS-VERANDERING van een rechtlij¬ 
nige beweging IN EEN BEPAALD LE JD8INTERVAL ver¬ 
staat men 
DE ALGEBRAISCHE 
EINDE 

WAARDE VAN DE SNELHEID 

VERMINDERD MET 

AAN HET 

DE ALGEBRAÏSCHE WAARDS VnN DE SNELHEID aAN HET 

van DIT TIJDSINTERVAL. 

Notatie. De snelheidsverandering in het tijdsinterval van 
t—--tl At sec. wordt aangeduid door het symbool 

A v 
t —*-t 4-At 

Conclusie; 

A v 
t.**~t + At 

vH-J_*+. - vr m/sec. 
\j } aA U u 

/ /(> 

einde begin 

Opmerking. Met nadruk wijzen we er op dat in bovenstaande defini¬ 
tie de snelheidsverandering VAN EEN RECHTLIJNIGE BEWE¬ 
GING gedefiniëerd wordt. 
Een rechtlijnige beweging heeft de bijzonderheid dat er 
geen verschil bestaat tussen DE SNELHEIDSVERANDERING 
LANGS DE BAAN en DE S NEL HEI DS VERANDERING t.o.v. 
HET PLATTE VIAK (of de ruimte). 
BIJ EM KROMLIJNIGE BEWEGING IS DIT ANDERS. 

aan de hand van een voorbeeld toelichten. 

Stel, dat een massapunt een EENPARIGE be¬ 
weging uitvoert langs de omtrek van de in 
het x-o-y vlak getekende cirkel. 
De snelheid blijft dus constant van GROOTTE. 
TEN OPZICHTE VAN HET COÖRD. STELSEL LANGS 
DE BAAN IS DE SNELHEIDSSITUATIÊ OP HET 
TIJDSTIP t sec. VOLKOMEN GELIJK AAN DE 
SNELHEIDSSITUATIE OP HET TIJDSTIP t+At sec; 
DE SNELHEIDSVERANDERING LANGS DE BAAN IS 
DUS NUL. 

TEN OPZICHTE VAN HET COÖRDINATENSTELSEL 
IN VIAK is de SNELHSIDSSÏTUATIE op 
het tijdstip t sec. NIET VOLKOMEN GELIJK 
aan de SNELHEIDSSITUATIE op het tijdstip 
t + At secs de pijl die de snelheid aan- 

We zullen dit 

/At 

ij-as 

bt+At 

V. 
\ 

x-as 
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geeft maakt op het tijdstip t sec. ANDERE HOEKEN MET DE 
COÜRDINaäTASSM DAN OP HET TIJDSTIP t+At sec. 
T.O.V. HET COÖRDINATENSTELSEL IN HET VLAK is er dus wel 
degelijk een snelheidsVERANDËRÏÏÏG. 

Hoe de snelheidsverandering t.o.v. het coördinatenstelsel 
in het vlak gedefinieerd wordt zullen we in de desbetref¬ 
fende paragraaf zien; we stellen nu alleen uitdrukkelijk 
vast, dat bij een KROMLIJNIGE beweging de snelheidsver¬ 
andering LANGS DE BAAN (dus v. , A. - v.T~iets GEHEEL AN- 
ÜSRS is dan de snelheidsverandering t.o.v." ’EM COÖRDINA¬ 
TEN STELSEL BF ËET~~pIZTTË VLÄK"(of' de''rüimtiT~in~een be¬ 
paald tijdsinterval. 
Bij een RECHTLIJNIGE beweging is de snelheidsverandering 
LANGS DE BAaN IDENTIEK met de snelheidsverandering t.o.v. 
een coörd.stelsel IN HET PLATTE VIAK (of de ruimte). 
Daarom mag men bij een rechtlijnige beweging kortweg 
spreken van DE snelheidsverandering in een bepaald tijds¬ 
interval. 

Punt 2) Mogelijke gevallen. 

Punt 3) Opmerking. Volgens de definitie is 
Av 
t-»-t+At 

Vt-t-At 
v^ m/sec. 

We kunnen deze vergelijking ook schrijven alss 

v. +- Av 
t-*-t+At 

Vt+ At 
m/sec. 
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I Av is dus de snelheid die we bij de snelheid aan 
I t-^t-fAt het BEGIN van het tijdsinterval moeten OPTEL¬ 
LEN om de snelheid aan het EINDE van het tijdsinterval 

I tot uitkomst te krijgen. 

DIT KUNNEN WE OOK AFLEZEN UIT DE FIGUREN VAN FUNT 2. 

Punt 3) Voorbeeld. 

Gegevens st = t3 _ t meter. 

Gevraagd; av 
t-*t + At 

Oplossing; v^ = 3t2 - 1 m/sec. 

We moeten berekenen 

Welnu; 

Av 
t—t + At vt + At ~ Vt 

m /sec. 

vt 4-At = 3t^ + 6t At 4~3(At)^ - 1 m/sec. 

v^_ = 3t2 _ 1 m/sec. 

Dus Av r +6tAt +3(At)^ m/sec. 
t->t + At 

3- AV bij rechtlijnige bewegingen met LINEAIRE SNELHEIDSFUNCTlE. 
t-*-t + At 

"Punt 1) Gegeven; v. = at + v„ m/sec. Dit is de algemene vorm van een 
LINEAIRE SNELHEIDSFUNCTIE. 

Gevraagd; av 
t—t + At 

Oplossing; av = v, , A , - v. E1/sec. 
t-t+At “ 
Welnu; 

v^_ + A _t = at -+ a At +- vQ v sec. 

v, = at av^ m/sec, 
O O 

Dus av = aAt m/sec. 
t-*-t +At 

Het merkwaardige van deze uitkomst is, dat av met betrekking 
tot het tijdsinterval t-t -:■ t sec, NIET lt-*~t4At 
afhangt van het BEGINTIJDSTIP t sec., MAAR ALLEEN VAN DE DUUR At_ 
sec. van dit tijdsinterval en v^rel RECHT EVENREDIG is met At . 

We zien dit ook in het v-t diagram. 
De v - t grafiek is EEN RECHTE LIJN 
waarvan de richtingscoëfficient ge¬ 
lijk is aan de algebraïsche waarde 
van a (immers tg L = a) 
Welnu; 
De gearceerde driehoeken zijn con¬ 
gruents in gelijke tijdsdelen At sec. 
verandert de snelheid met eenzelfde 
bedrag aAt m/sec, ONVERSCHILLIG WAAR 
At ligt OP DE TIJDSAS. 
Maakt men At b.v. 2 x zo groot, dan 
volgt uit gelijkvormigheid van drie¬ 
hoeken, dat de snelheidsverandering 
ook 2 x zo groot wordt. Uit de gra¬ 
fiek volgt dus ook dat av 
recht evenredig is t-»t + At 
met At. 

Punt 2) Hoe groot is de snelheidsverandering in een tijdsinterval van 
EEN SECONDE? 

tijd 
in Sec. 

Antwoord. 



Antwoord. In At sec. is de snelheidsverandering 
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ay = a.At m/sec. 
t->t 4 At 

Is At = 1 sec. dan is de snelheidsverandering dus 
Av = a.1 in/sec. 
t—t4-1 

Conclusie. Is de SNBLHEIDSFUNCTIE een LINEAIRE functie van 
de tijd, dan verandert de snelheid in IEDER 
tijdsinterval van EEN seconde met een CONSTANT 
bedrag, dat dezelfde ALGEBRAÏSCHS WAARDE heeft 

als de COËFFICIËNT a 

in de gegeven snelheidsfunctie 

v, = at -4 v m/sec. 
T3 O 

Punt 3) Nadere beschouwing van de coëfficiënt a. 

Uit punt 2) volgt dat DE COEFFICIENT a in de snelheidsfunctie 

v^ = at + vQ m/sec. 

DE SNELHEIDSVERANDERING PER SECONDS voorsteit. 

Men dient zieh echter goed te realiseren wat dit betekent. 

” At * 1 sec., 

ï! At = 5 sec., 

In IEDER tijdsinterval, onverschil¬ 
lig of zijn duur groter, kleiner of 
gelijk is aan 1 sec., verandert de 
snelheid met a.At m/sec. d.w.z. 

ZOVAAK DE TIJDSDUUR VAN EEN SECONDE 
BEGREPEN IS OP DE TIJDSDUUR VAN HET 
BESCHOUWDE TIJDSINTERVAL, ZOVAAK 
HEEFT DE SNELHEIDSVERANDERING IN HST 
BESCHOUWDE TIJDSINTERVAL DE ALGEBRA¬ 
ÏSCHE VAARDE VaN a m/sec. 

verandering in deze tijdsduur ^ x a m/sec. 

!t lx am/sec. 

:: :ï i! 5 x am/sec. 

De snelheidsverandering in IEDER tijdsinterval is dus GEËVENREDIGD 
aan de 

SNELHEIDSVERANDERING PER SECONDE. 

Vraag. In welke EENHEID wordt DE SNELHEIDSVERANDERING PER SECONDE 
uitgedrukt? 

Antw.. Uit vergelijking (l)volgts 
av 

_ t-»-t4-At vsec. 
a At sec. 

De snelheidsverandering PER SECONDE wordt dus uitgedrukt in 

m/sec. 
sec. 

Deze eenheid geeft precies aan wat er met de snelheid ge¬ 
beurt als deze een lineaire functie van de tijd iss 

PER SECONDE (■-•-•--) verandert de snelheid met zoveel 

m ^m/sec.^ 
sec 
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Het is gebruikelijk om deze eenheid te schrijven als2 

h 
m 

sec 

Vraag. Wat wil zeggen; van een beweging met lineaire SNELHEIDS- 
functie is de snelheidsverandering PER SECONDE 3 m/sec.2 

Antw.2 Dat av = +3.At m/sec. 
t-»t + At 

Zo vaak de tijdsduur van èèn seconde begrepen is op de 
tijdsduur van het beschouwde tijdsinterval, zo vaak is de 
snelheidsverandering in dit tijdsinterval +3 m/sec. 

Dezelfde vraag voor - 3 L[L/sec^. 

Punt 4) Twee benamingen. 

I Omdat bij een rechtlijnige beweging met lineaire snelheids- 
functie de SNELHEID “eenparig” verandert (d.w.z. in gelijke 
tijdsdelen met gelijke bedragen), noemt men zo'n beweging 

EENPARIG VERANDERLIJK. 

II I DE SNELHEIDSVERANDERING PER SECONDE van een EENPARIG 
I VERANDERLIJKE RECHTLIJNIGE BEWEGING noemt men 
I DE VERSNELLING 
{ van deze eenparig veranderlijke rechtlijnige beweging. 

Notatie. DE VERSNELLING wordt aangeduid door de letter a. 
Dit is de eerste letter van het woord ACCELERATIE het¬ 
geen in dit verband betekent "snelheidsverandering PER 
SECONDE”. 

Vraag. Wat wil zeggen2 de versnelling van een eenparig verander¬ 
lijke rechtlijnige beweging is -f 7 m/sec2. 

Antw.2 Dat de snelheidsverandering PER SECONDE gelijk is aan+7m/sS 

Dus2 av = + 7 At m/sec. 

Vraag. 

Antw.2 

t -*t + At 
en v, = + 7t + v^ ü1/sec. t ’ ' “ ' ■ o 

Wat wil zeggen2 Van een eenparige veranderlijke rechtlij¬ 
nige beweging is de versnelling - 7 m/sec2. 

Dat de snelheidsverandering PER SECONDE gelijk is aan -7m/sï 

Dus2 av = - 7» At nl/sec. 

en 
t—t+At 
Vt = - 7t + V0 m/sec. 

Opgave 22. Gegeven2 a = - 2 ^/sec^-; vq = + 4 m/sec; sQ = - 6 meter. 

Gevraagd; 1°) De snelheidsfunctie. 

Antwoord, v^ = - 2t + 4 m/sec. 

Gevraagd; 2°) Do plaatsfunctie. 

Antwoord. Door i!terugdifferentiëren vin¬ 
den we, 

p 
s_|_ = - t +4t - 6 meter. 

Punt 5) De versnelling in het v - t diagram van een eenparig veranderlij¬ 
ke rechtlijnige beweging. 
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Punt 5) De versnelling in het v - t diagram van een eenparig verander¬ 

lijke rechtlijnige beweging. 

+ 
Vt*Clt + Vo 

O tijd in iVt. 

Opgave 23. Construeer de v 
v = + 1 m/sec. 
a = - 2 m/sec2. 

De RICHTINGSCOEEFICIENT van de v - t 
rechte is gelijk aan de AIGEBRAÏSCHE 
waarde van a. 
Immers tg = a. 

C one1usie 
~Dë~VËRSlèLLING van een EENPARIG 

I VERANDERLIJKE rechtlijnige bewe- 
! ging wordt in het v - t diagram 

voorgesteld door j 
DE TANGENS ! 

van de hoek die de v - t rechte j 
maakt met de POSITIEVE tijdsas. j 

- t rechte voor de gevallen dat 
en a = + 2 m/sec2; a = + y m/sec2; 

Constructies. 

v0„7s. 

o 

v. 

'_i 
1 > 

isec. tijd in 
Sec. 

vt = + 2t + 1 m/sec. 

+1 

O 
i sec. 

vt = 

fc ijd 
inset, 

NB. Hoe groter de versnelling is, des te 
STEILER loopt de v - t rechte, 

4.1 

o 

vt 

istc. 

V. 

tijd in sec. 

Punt 6) Opmerking I. In § 6 zullen we de eenparig veranderlijke rechtlij¬ 
nige beweging vanuit een ruimer gezichtspunt nader 
bestuderen. 

Opmerking II. In 1686 stelde de Engelse natuurkundige Isaac Newton 
de hypothese op, dat een versnelling alleen maar kan 
veroorzaakt worden door de werking van een KRACHT op 
het gegeven massapunt % Een n- maal zo grot~e~Tcracht 
geeft aan hetzelfde massapunt een n- maal zo grote 
versnelling. Blijft de kracht constant dan~ïïli"jft de 
versnelling ook constant en omgekeerd. 
Deze hypothese wordt op een dermate evidente v/ij ze 
door de ervaring bevestigd, dat men hier gerust van 
een algemene natuur-WET kan spreken. 
Daar bij een eenparig veranderlijke rechtlijnige be¬ 
weging DE 'VERSNELLING CONSTANT BLIJFT, is de eenparig 
veranderlijke rechtlijnige 'beweging dus een beweging 
onder invloed van een kracht die langs de recb.be baan 
gericht is en constant blijft"'in grootte en rfcbting. 

Deze wetenschap zal het ons in de volgende paragra¬ 
fen gemakkelijker maken om te zeggen wat er NATUUR¬ 
KUNDIG GEBEURT. 
In de KRACHTENLEER zal uitvoerig gehandeld worden 
over de hypothese van Newton. 

§ 4. DE GEMIDDELDE VERSNELLING.... 
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§ 4. m GEMIDDELDE VERSNELLING IN M BEPAALD TIJDSINTERVAL bij een 

willekeurige rechtlijnige beweging. 

Punt 1) De definitie. 
In nevenstaande figuur stelt de kromme 
lijn de v - t grafiek voor van oen of an¬ 
dere rechtlijnige beweging. 
av is de SNELHEIDSVERANDERING in het 
t-*-t + At tijdsinterval van t-->t+ At sec. 

VS VRAGEN WEHR NAAR HET QUOTIENT 

AV 
t-~>t + At 

At 

El 
/sec 

Vraag. 

Antw.% 

Vaar is de algebraische waarde van dit quotient aan gelijk 
in het v - t diagram. 

AV 
t-^t + At 

At = tg L nSQ = tgo(t_^t4^t m/sec2. 

De algebraïsche waarde van dit quotiënt is dus 
gelijk aan 

DL TA n gen s 

van de hoek die de grafiek-koorde van dit tijds¬ 
interval maakt met de POSITIEVE TIJDSAS. 

Vraag. 

Antw.: 

Wat betekent dit quotiënt NATUÜRKUNDIG? 

tg on . .. is de richtingscoëfficient van de grafiekkoorde PO. 

Het quotient r-»t->- At is dus do versnelling van DIE eenparig 
At veranderlijke rechtlijnige beweging 

WAARVAN DE RECHTS PQ DE v - t GRAFIEK IS. 

De gegeven beweging is echter willekeurig. 

VOOR DE GEGEVEN BEWEGING noemt men het quotiënt t-*t +At 

DE GEMIDDELDS VERSNELLING 

IN HET TIJDSINTERVAL VAN t —'t + At sec, 

Definitie. Onder DE GEMIDDELDE VERSNELLING van een rechtlij¬ 
nige beweging IN EEN BEPAALD TIJDSINTERVAL ver¬ 
staat men de waarde van HET QUOTIENT 

AV 
t-*-t-+ At 

At 
m/sec2. 

Notatie. De GEMIDDELDS VERSNELLING in het tijdsinterval van 
t—~t+At sec. vifordt aangeduid door het symbool 

at -*-t + At 

AV 
Dus s a. 

t.->t + At 
t —1 + At /sec2 

At 

a. 
t-»~t -+ At - tg + At 

ïïl V sec2. 
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Punt 2) NIET VERWARREN. 

De gemiddelde 

SNELHEID 

in het tijdsinterval t —t + At sec 

De gemiddelde 

VERSNELLING 

in het tijdsinterval van t—t +- Atsect 

as 
V. t-t + At = m/sec. 

At 

AV 
.ij. 4_, ,, 4_ = t.-»-t -+■ At m/sec2. f-t + zit -55- 

Punt 3) Voorbeeld. 

Gegevens s^_ = - +t^ meter. 

Gevraagds a2_^2 + At 

Oplossing: ^ _ _ it2 +2t m/sec_ 

We moeten berekenen ä 
AV 

2-2 +At 
= 2—2 -+■ At m/ sec 2, 

At 
Welnus 

v = - 1 - At - /( At)- 4 + 2 At m/sec. 2+ At 

V 2 
lx m /sec. 

AV 
2—2-+ At 

-At - /(At)‘ 
m, t 2 At /sec. 

Duss AV 

2 —2 -+ At 
= f At - /(At)2 m/sec, 

Dus; a 2-2 +At 
- = +1 - i At m/seo2. 

At 

§ 5) DE VERSNELLING OP EEN GEGEVEN TIJDSTIP VAN EEN RECHTLIJNIGE BE.EDGING 

Punt 1) We vragen nu naar de wiskundige waarde en de natuurkundige beteke- 
nis van de lim A 

At-o Wt + At 

Punt 2) We nemen eerst een getallen voorbeeld. 

Gegevens s^ = - j^t3 +t^ meter. 

Gevraagds 1°) lira 0 . s u 
At—o ^ ^ Au 

Oplossings Zie § 3 punt 4). 

l2-*-2 + At 
a0 . ^ , AJ_ = +1 - /At /sec2. 

duss lim a0 ~ , ,, = lim ( + 1 - /At) - El m/sec2 Q 
At —O O 

Gevraagd 2°) Waardoor wordt de waarde van deze limiet voorgesteld 
in het v - t diagram? 

Antwoord. In de figuur op blz. 38, stelt de bergparabool de v-t 
grafiek voor van de gegeven snelheidsfuncties 

v. 1 j-2 
t 

a 2—2 + At 

if v P2t /sec. 

= 41 /At m/sec2. 



30. 

Conelasie. 

tijd. 

In dit v - t diagram is 

a 
2->2 4 at 

= tg L pet 
ia 
/sec 2 

Als at nadert tot nul wandelt het gra- 
fiekpunt Q, over de bergparabool naar 
het grafiekpunt P. 
In de limiet situatie ligt hot grafiek 
punt Q, TEGEN het grafiekpunt P M en 
is de half lijn K> genaderd tot de lialf- 
raaklijn PR in het grafiekpunt P aan 
de v - t grafiek. 
In het v - t diagram is dus: 

lim 
AC-3-0 

a 
2—2 kht 

= lim 

nt.->'0 

tf 6 /_ 
n n: 

= tc ö L 

PQ, 

;PR ^ sec/ 

Uit (1) 
beeid: 

volgt dan in het gegeven voor- 

tg P' PR = 4 1 

De waarde van do limiet van de gemiddelde versnelling 
in het tijdsinterval van 2-^-2 -+ At sec. wordt in net 
v - t diagram voorgesteld door DE TANGERS van de hoek 
die de halfraaklijn in hot grafiekpunt 
de POSITIEVE tijdsas. 

a(2,vo) maakt met 

Gevraagd 3 ) 

Antwoord. 

De NaTUURKUNDIGS' betekenis van deze limiet. 

De halflijn PR (richtingscoefficient +1) raakt in P 
aan de v - t grafiek van de gegeven beweging. Voor de 
"duur"- van het tijdstip t = 2 sec, is de gegeven be- 
weging dus IDENTIEK net de beweging waarvan de half- 
raaklijn PR de v - t grafiek is, dus identiek met een 
EENPARIG VERANDERLIJKE beweging waarvan de VER8NEL- 

ling gelijk is aan + 1 m/sec2. 
DIT AID ZEGGEN; 
Indien de gegeven beweging op het 
tijdstip t = 2 sec. ZOU OVERGaAN IN 
ESN EENPARIG VERANDERLIJKE BEV/EGING 
(als dus de op het massapunt werkende 
kracht vanaf het tijdstip t = 2 sec. 
CONSTANT bleef), ZOU DE BEWEGING VaN- 

tijd in 
sec. 

AP HET TIJDSTIP t = 2 sec. EEN EENPA¬ 
RIG veranderlijke beweging v/orden me: 
VERSNELLING 4 1 ^/sed. 
Dit feit drukt men natuurkundig uit 
door to zeggen DAT HET MASSAPUNT OP 
IET TIJDSTIP t = 
LING HEEFT VAN + 

>ec, _EEN VERSNEL— 
1 m/secRI 

Conclusie. De lim aP P . is DE VERSNELLING VaN DE GEGEVEN 
At —o ^ “ ^ r BEWEGING OP HET TIJDSTIP t = 2 sec. 

In dit geval is deze 4 1 ;:1/soc"'. 

Gevraagd 4°) Hoe groot is de versnelling op het tijdstip t = 6 sec? 

Antwoord. We moeten nu berekenen lim ä3 

- lst-,-0 6~6+At 

Maar de bergparabool in het v - t diagram hoeft de 
lijn t = 4 tot syrmnetrie-as. We kunnen dus direct uit 
dit v - t diagram afie zen dat de tangens van de hoek 
die do halfraaklijn In S maakt met de positieve tijds¬ 
as gelijk is aan - 1. 

Conclusie, Op het tijdstip t = 6 sec. heeft het massa- 
punt een versnelling van - 1 m/sec2. 
d.w.z. Indien de gegeven beweging op het 
tijdstip t = 6 sec. zou overgaan in oen een- 
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parig veranderlijke beweging, zou dit een 
eenparig veranderlijke beweging worden met 
versnelling - 1 m/sec2. 

Punt 3) Algemeen. 

Aldus kunnen we van iedere, willekeurige rechtlijnige beweging de 

grootheid lim At bePalei1* 
-At-^-0 

Deze grootheid heet dus DE VERSNEI_ 

Vraag; dat ZEGT DEZE VERSNELLING OP EEN BEPAALD TIJDSTIP ONS over 

jING OP HET TIJDSTIP t sec. 

Antw. 

de beweging van het massapunt op dat tijdstip? 

De versnelling op een bepaald tijdstip geeft ons de versnel¬ 
ling van de eenparig veranderlijke beweging welke op het be¬ 
schouwde ogenblik IDENTIEK is met de gegeven beweging, 
d.w.z. zou de gegeven beweging op het beschouwde tijdstip 
overgaan in een eenparig veranderlijke beweging (daarvoor is 
alleen nodig dat de kracht niet meer verandert) dan zou 
lim a. ̂ ^ de versnelling zijn van 

.cte defini 
tijdstip van een rechtlijnige beweging. 

die eenparig veran- 
At-^° u " 1 lijke beweging. 

Punt 4) 'Je geven nu de exacte definitie van de versnelling op een bepaald 

Definitie. Onder DE VERSNELLING OP HET TIJDSTIP t sec. van 
een rechtlijnige beweging verstaat men 

DE LIMIET 

waartoe de 

GEMIDDELDE VERSNELLING IN HET TIJDSINTERVAL VAN 

t.i>t-i Et sec. nadert 

als At nadert tot NUL. 

Notatie. De versnelling op het tijdstip t sec. wordt aangeduid door 
het symbool ap „ 

Dus; + m/sec2. 

Is de hoek die de halfraaklijn in het beschouwde grafiek 
punt aan de v - t grafiek maakt met de 

dan is 

POSITIEVE TIJDSAS, 

a, = tg <Xp m/scc2. 

Punt 5) Hoe BEREKENT men at UIT DE GEGEVEN PLAATSFUNCTIE? 

Antwoord, ap = lim a. 
At-^-c 

t -s>-t ■+ At 

Av 
t-^t -4-At 

At 
m ■ / 9 /sec^. 

De \7ISKUNDIGE BEDEKKINGEN die we moeten uitvoeren om ap 
te bepalen zijn dus precies dezelfde als die welke no¬ 
dig waren bij het afleiden van de snelheidsfunctie uit 
de plaatsfunctie. 

Conclusie. 



40. 

N.B. 

N.B. 

N.B. 

Conclusie. 

BIJ EEK RECHTLIJNIGE BEWEGING VINDT MEN DE VER- 
SNSLLINGSFUNC TIE DOOR DE SNELHEIDSFUNCTIE TE 
DIFFERENTIËREN NAAR DE TIJD, OF DOOR DE PLAATS- 
FUNCTIE TWEE MAiiL üCHTER ELKAAR TE DIFFERENTIË¬ 
REN NAAR DE TIJD. 

Dus; dv 

at = 
t m 

dt 
■ / 9 /sec'A 

of < a, = Lil 
dt 

= , notatie, 
d2s m 

dt 2 
'/ sec2. 

^2 
Opmerkingen. <*) De notatie —^ lijkt ons vreemds er wojkLt toch niet 

^ gedifferentiëerd naar t^. We zouden 
het gewoon gevonden hebben als er gestaan hads 

at dtldt; “ 
d£s 
(dt)2 

/*) 

Inderdaad zou deze notatie correcter geweest zijn, 
maar de ::wetenschappelijke slordigheid'* heeft tot de 
gewoonte geleid om die haakjes om dt weg te laten, 

d2s 
en dus kortweg tc schrijven . 

at; 
Het zou voor de wetenschap niet leuk zijn als een 
buitenstaander direct begreep wat er bedoeld werd: 

Met nadruk wijzen we er nogmaals op dat de voorgaan¬ 
de theorie alleen geldig is voor de RECHTLIJNIGE be¬ 
weging. We zullen later zien, dat bij een KROMLIJNI- 

GE beweging de versnelling LANGS DE BAAN voor- 
^ stelt, maar NIET de versnelling 

t.o.v. het coördinatenstelsel in het platte vlak of 
de ruimte. 

Punt 6) Voorbeeld. 

Gegevens st = t^+4t2 - t meter. 

Gevraagds a) a, . 
^ /1 

Oplossing, v^ = 5v +8t - 1 m/sec. 

at=20t34 8 m/sec2. 

"ë) a2 

Oplossing. aQ = -4-8 m/sec2. 

a2 = 160 +8 = + 168 m/sec2. 

Punt 7) Opgave 24. 

Gegevens s^ = - 2t2 + 3t meter. 

Gevraagds a) v^ en a^ 

Oplossing. let op de eenheid 

let op de eenheid 

Gevraagds b) De s - t-, v - t- en a - t- grafiek. 
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Gevraagd; b) De s - t-, v 

tijd insat. 

tijd in ss,c. 

+ 

O ,1 'a '3 
i i 
i , 
l ; 
i i 
I i 

tijd 'wstc. 

I / 

t- en a - t- grafiek. 

Lees uit het s - t diagram af op welke 
tijdstippen het massapunt omkeert; 
in welk tijdsinterval v^ - is; 
op welk tijdstip v-j- max. neg. is. 

Op welke tijdstippen keert het massa¬ 
punt om? 
Antw.; Op t = en t = 

want o 

Lees uit het v - t diagram af in welk 
tijdsinterval a^ positief is. 

In welke tijdsintervallen na t = 0 
hebben vt en a-^ hetzelfde teken; 
in welke tegengesteld teken? 
Antw.; 

Z 

T 

N.B. Kijken we nu naar het s - t-diagram dan zien we; 

Als vt en at TEGENGESTELD TEKEN“ hebben is er een REM- 
werking; 
DE BEWEGING HEET DAN VERTRAAGD. 

Als vt en a^ HETZELFDE TEKEN hebben neemt de vaart 
alsmaar toe; 
DE BEWEGING HEET DAN VERSNELD. 

N.B. 

N.B. 

N.B. 

Gevraagd; c) De gemiddelde SNELHEID in het tijdsinterval van 
t = 1 —*- t = 3 sec.^3 _ 

-i _ -7 O -7 O *1 

Antwoord; v, -= = ■ ■■■ ■ - /sec. - 1-^3 At 2 

Welnu; 

S3 = 
Si = 

Conclusie. 

Een beweging heet VERSNELD als vt en at 
HEI1 ZELFDE TEKEN hebben; 

Een beweging heet VERTRAAGD als Vt en at 
TEGENGESTELD TEKEN hebben. 

AS = 
1-3 

V 
1-3 " 

-«r Dus let op de 
eenheid. 



Gevraagd d) De gemiddelde VERSNELLING in het tijdsinterval van 
t = 1 —^ t = 3. , 

ÄV 

Antwoord; —- m/sec2. 

Welnu: 

V3 = 

V1 = 

AV =■ 
1-3 

Dus - 

al-^3 “ 
let op de 
eenheid; 

Opgave 23. 

Gegeven; at = 2t - 4 m/sec2; vQ = 4 4 m/sec; sQ = 0. 

Gevraagd; a) Zal het massapunt omkeren? 

Oplossing. Door "terugdiff erentiëreni! vinden we: 

v^ = - + vq m/sec„ 

vQ = +4 m/sec. 

dus v^ = = ( )2 m/sec, 
dus altijd 

Het massapunt zal dus 

Gevraagd; b) Op welk tijdstip en met welke snelheid passeert het 
massapunt de oorsprong? 

n 
Antwoord; v^ = /sec. 

Door ;:terug-differentiëren" vinden we; 

So_ = - + 4 s. meter 
o o 

so = 0 
Dus = - 4 meter. 

We moeten berekenen op welk tijdstip = 0, dus 
t oplossen uit de vergelijking; 

O = - + 

0 = ^t ( t: -_+___a ) 
2 positief definiet 

dus s^ - 0 op t = 0 

v - -<■— let op de 
0 eenheid. 

§ 6. DE EENPARIG VERaNDERLIJKE RECHTLIJNIGE BEWEGING. 

Punt 1) 

In | 3 zijn we via de bestudering van av voor 
rechtlijnige bewegingen met eenj t->t+ At 
LINEAIRE SNELHEIDSFUNCTIE gekomen tot de begrippen 
snelheidsverandering PER SECONDE en VERSNELLING. 
Het ging ons toen om te komen tot deze begrippen. 
In deze paragraaf gaat het ons om DE EENPARIG VERAN¬ 
DERLIJKE BEWEGINGEN ALS ZODANIG. 

Definitie. 
Een beweging heet EENPARIG VERANDERLIJK als 

-.2 
d s 
dt2 

op IEDER OGENBLIK 
DEZELFDE ALGEBRAÏSCHE WAARDE HEEFT, 
en dus geen functie van de tijd is. 
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Punt 2) Stelling. Sen rechtlijnige beweging is DM en SLECHTS DM eenparig 

veranderlijk als de PLaATSFUNCTIE een VEELTERM van DE 
tweede graad is. 

Bewi j s ; "DAN". 

Gegeven; 

Te bew.; 

s, = At 

Vs 
dt2 

+ Bt + C meter; baan recht. 

is geen functie van de tijd en heeft dus 
op ieder ogenblik dezelfde algebraïsche 
waarde. 

S 'o 

v. = 

a, = 

ds 
dt 

d2s 

dt2 

= 2At 

= 2a 

-q m / 
B /sec. 

m / p 
/sec . 

Bewijs; 

De versnelling is dus geen functie van de tijd 
en heeft dus op ieder ogenblik dezelfde waarde. 

5'SLECHTS DAN1'. 

Gegeven; 

Te bew.; 

Bewijs; 

d?s 
dt2* 

dus a^, heeft op ieder ogenblik dezelfde 
algebraïsche waarde a m/sec2. 

De plaatsfunctie is een veelterm van de tweede 
graad. 

m / p 
/sec^. 

t 
Door 

= a 

‘'terugdifferentiëren" vinden we, 

v. = at + v. 
m 
/sec, 

t " ' ' • o 
Door v^ ook :;terug te differentiëren" vinden we; 

= -g-at2 * vQt + s0 meter. 

Dit is een veelterm van de tweede graad in t. 

Einde one1usie; Een rechtlijnige beweging is dan en slechts dan een¬ 
parig veranderlijk als DE PLAATSFUNCTIE een veelterm 
van de tweede graad in t is. 

Opmerking. Hiermee is tevens bewezen, dat een lineaire beweging 
DAN en SLECHTS DM eenparig veranderlijk is als DE SNEL- 
HEIDSEUNCTIE een LINEAIRE functie van de tijd is. (zie §3) 

p 
Punt 3) Vraag; s^ = at + Bt + C meter is dus de plaatsfunctie van een een¬ 

parig veranderlijke beweging, (mits A ^ 0) 

..elke nat uur kundi ge betekenis hebben de coëfficiënten A, B 
en C? 

Antwoord. Sj_ = At2 ■+ Bt + C meter. © 

v^ = 2At + B m/sec. (2) 

= 2A m/sec2. (3) 
Uit (2) volgt, dat a. geen functie van de tijd is. 
2a is dus de algebraïsche waarde van de constante versnel¬ 
ling. Stellen we deze voor door a, dan volgt; 

2A = a 

\ i 

dus | A = 1 

Uit 2 volgt, dat 

dus 

Uit 1 volgt, dat 

dus 

vo = B 

jhïEo 
so = 0 

!c = so 

2 
Substitueren we deze gelijkheden in s^ = At 
dan volgt; _____ 

p 
= 4at'~ + v0t + s0 meter 

O 

+ Bt + C meter 

© 
9 
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Deze vergelijking vinden we ook door 

elkaar :iterug te differentiëren". 

d~s 

dt^ 
twee maal achter 

Punt 4) De vergelijking (§) is dus DE ALGEMENE GEDAANTE van de plaatsfunc- 
tie van EEN EENPARIG VERANDERLIJKE beweging. 

Nemen we de oorsprong van het coördinatenstelsel langs de rechte 
baan zo dat s0 = ü (dit zullen we in de toekomst meestal doen), 
dan volgt; 1 , o , . 

st = Rat:^ + vo’f: meter. 

Om deze vergelijking "mooier te laten klinken" verwisselt men de 
termen van het tweede lid. 

Conclusie; Kiest men de oorsprong van het coördinatenstelsel 
langs de rechte baan zo dat sn = 0< dan wordt 
iedere eenparig veranderlijke beweging beschreven 
door de vergelijkingen; 

= v0 t + -/at^ meter 

vt = vQ + at m/sec. 

Deze vergelijkingen moeten onvoorwaardelijk van 
buiten gekend worden.* 

Opmerking. Het is nuttig om na te gaan of beide leden van deze ver¬ 
gelijkingen ONDERLING GELIJKE DIMENSIES hebben. Zou dit 
niet het geval zijn, dan zou dit wij zen op een fout in 
de vergelijkingen. 

s. — v0t + -p-at2 — -, sec + 1.-rr sec^~ — m + m — meter, klopt! 
t u sec sec2 

v 
t 

v. + at 
m m 

sec sec2 * 
sec. 

m m 
—— ——— 

sec sec 
m 
sec 

klopt! 

Men zou kunnen zeggen dat de dimensies gewoonweg ''eisen" 
dat in de plaatsfunctie a vermenigvuldigd wordt met t , 
en in de snelheidsf. a vermenigvuldigd wordt met t. 

Punt 5) Opgave 26. 

Geval I vQ 6 
m 
sec 

a = + 8 
m 

seek 
i 
I I 

Geven we, om de beginsituatie op de baan 
in beeld te brengen, v0 aan door —► , en 
a door —, dan hebben we dus hot vol¬ 
gende geval. 

_ o v0=-t- 6 m/4G.C. 
---*===!—---- 

a=+8 I/stc.2, 

Gevraagd; s^_ en v^_ 

Oplossing; s^ = v t + -£-at^ = + 6t + 8. t 
2 o 

= + 6t + 4t^ nieter. 

Tfi 
v. = v + at = = + 6 + 8t /sec. 

u O 
Controleer even door differentiëren. 

Opmerking. Op t = 0 hebben v0 en a HETZELFDE TEKEN. 
Op t — 0 is de beweging dus VERSNELD. 

Daarom noemt men de beweging die door de plaatsfunctie 
2 

s. = + 6t + 4t meter beschreven wordt; 
EENPARIG VERSNELD. 

Omdat v0 positief is, heet deze beweging 
eenparig versneld in positieve richting. 

Henric van Veldeke College 
Maastricht. 
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Geval II. vQ = + 6 m/sec. 

a = - 8 m/sec2. 

_ a*-5 /sec.a q vo-+&0)^£c. -j- 

—_—---a»-—- 

Op t = O hebben v0 en a tegengesteld 
teken. 
De beweging is dus eenparig VERTRAAGD. 
Omdat v0 positief is, heet deze bewe¬ 
ging eenparig vertraagd in positieve 
richting. 

s^ = v0t + -g-at^ = + 6t +-§-(- 8)t^ = + 6t - 4t^ nieter, 

v^ = v0 + at = = m/sec. 

Geval III.vp = - 6 m/sec. 

a = - 8 m/sec^ 

O + 

S 

V 
t 

t 

vQ en a hebben... teken; v0 is 
de beweging heet dus 
in... richting. 

meter. 

m/sec. 

Geval IV. vQ = - 6 m/sec. j 

a = + 8 m/sec^. [ 

o 

s 
t 

V t 

vQ en a hebben... teken; vQ is 
de beweging heet dus 
in... richting. 

-s— let op de eenheid 

-s— let op de eenheid 

Henric van Veldeke College. 
Maastricht.. 
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Punt 6) Grafische beschouwing. 

Geval I. vQ 4 ; a 4 

EENPARIG VERSNELD 
in + richting. 

Voorbeeld; 

vQ = + 2 m/sec.; a = 4 1 m/sec2, 

’t = + 2t + 4-t^ meter 

vt = + 2 + 

at = ' 1 

4- 21, t / sec 
El / 2 
/sec^ 

Geval lil. v 
o 

a - 

EENPARIG VERSNELD 
in - richting. 

Voorbeeld; 
m o iu / -1 m / 

v = - 2 /sec.; a = - 1 /sec 
o 

1 2 
s.£ ~ — 2t - meter 

v^_ = - 2 - t m/sec 

at ^ 
m/sec2 

Het s - t diagram. 

~b 

V 0 
! / / 

■v\ ' /' 

\\ ✓ 

~¥ 
ty d 
Lnsec. 

L. 

Het v - t diagram. 

I + 

i + / 

Vc / 

/ / 4 

0 
I - <J 4 i, 

/-I 

' / i 

4- / _ 4- 

■I ~ o 

üt 

+ 
tijd 
in sec. 

+ 

Vt 

+1 +£ 

\ 

Het a t diagram. 

- in <--- 

a + 

EENP. VERTR. 

in - richtin 

Vt + 
o. + 

..l'jA 
inscc. 

-s*- + 

afc 

~z 41 +5 

tijd 
iftsex. 

- tijd 
in sec.. 

Vt- 
a ■ 

vt - 
a - 

1 EENP. VERSNELD ! EENP. VERTR. .. \ EENP. VERSNELD I ; 
; in 4 richting | in 4 richting j in - richting 

Conclusie. 1 ) Hebben v en a.HETZELFDE TEKEN dan ligt het om¬ 
keert ij d§tip VÓÓR het begin van de waarneming, 
dus voor t = 0. 

2°) VOOR het oiïilceertijdstip EENPARIG VERTRAAGD, 

NA het omkeertijdstip EENPARIG VERSNELD in 
de richting van v0. 
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Geval II. v + ; a - 

EENPARIG VERTRAAGD 
in + richting. 

Voorbeeld; 
^ Fi rn 2 

V - •+■ n ‘/sec.; a = - 1 ""7'sec 

Sj_ = + 2t — -o- t^ meter 
0 m 

v. = + 2 - t /sec. 

= - 1 /sec 

Geval IV. v - ; a + -o » 

EENPARIG VERTRAAGD 
in - richting. 

Voorbeeld; 
I m / m - 2 

v = - 2 /sec.; a = -t- 1 /sec 

s. = - 2t + yt“ meter 

v^ = - 2 t /sec. 
n m / p 

a^ = + 1 /sec- 

Ilet s - t diagram. 

Het v - t diagram. 

\ 

o V 
r\ A tijd in sec. 

Het cc "*** t diagram. 

+ 

o 

-I 7sec 

tijd in sec. 

+ 

+ i 7set 

0 

+ 

ttjdinsec. 

— c/O •<? -        — - >- c/o 
V(; - tï2Set. *^1; + 
o. a + 

EENP. VERTR. | EENP. VERSNELD 

in - richting ; in + richting 
I 

Conclusie. 1°) Hebben v en a TEGENGESTELD teken, dan ligt het 
omkeertijjdstip na t = 0. 

2°) VÓÓR het omkeertijdstip EENPARIG VERTRAAGD in 
de richting van v0, 

NA het omkeertijdstip EENPARIG VERSNELD in 
de richting van a. 

- co --------.—--•-- -->■ co 
•vt +■ t = \i sec. irt - 

ö - a - 
Eenp. VERTR. : EENP. VERSNELD 

in + richting ; in - richting 
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ii Uit voorgaande diagrammen trekken we de volgende ALGEMENE 
CONCLUSIES; 

1 ) De plaatsfunctie s, = vQt 4 -g-at^ meter beschrijft de eenparig 
veranderlijke rechtlijnige beweging vanaf t = -c/a tot t = 400. 

I 2°) Een eenparig veranderlijke beweging wordt versneld of vertraagd 
\ genoemd naar gelang deze versneld of vertraagd is OP HET TIJD- 
j; STIP t = Ö; ‘ 

j: hebben v en a HETZELFDE TEKEN dan heet de beweging 
EENPARIG VERSNELD-, 

jj hebben v en a VERSCHILLEND TEKEN dan heet de beweging 
: i EENPARIG VERTRAAGD 
ij IN UE RICHTING VAN Vo. 

Ij 3°) Iedere eenparig veranderlijke beweging heeft een OMKËERTIJ PST IP; 

j. hebben v0 en a HETZELFDE TEKEN dan keert het massapunt om 
j! VÓÓR t = 0, 
ii hebben v0 en a VERSCHILLEND TEKEN dan keert het massapunt om 

NA t = 0. 

Opmerking. Met nadruk wijzen we er op, dat de plaatsfunctie van de 
eenparig VERTRAAGDE beweging OOK DE BEWEGING BESCHRIJFT 

NADAT 
HET MASSAPUNT IS OMGEKEERD 

en zijn beweging dus EENPARIG VERSNELD geworden is. 
Het is dus NOOIT nodig om een nieuwe plaatsfunctie op 
te stellen om de vragen te beantwoorden die betrekking 
hebben op de tijd nadat het massapunt is omgekeerd. 

Punt 7) Voorbeeld. 
O 

Gegeven; = + 2t - meter (zie punt 6, geval II) 

Gevraagd. 1°) Op welk tijdstip na t = 0 is de baanc o ordinaat van 
het massapunt - 6 meter. 

Oplossing. 2 
- 6 = + 2t - -g-u 

dus -g-t2 - 2t - 6 = 0 

t2 - 4t -12 = 0 (t - 6)(t 4 2 = 0 
t]_ = 4 6“, 

t-2 = - 2 (vervalt) 

Conclusie; Op t = 6 sec. is de baancoord. - 6 meter. 

2°) De snelheid op dat ogenblik. 

Oplossing. 
V|_ = 4 2 - t n/sec 

v6 = 4 2 - 6 = - 4 E1/sec. 

Punt 8) De eenheid van versnelling. 

De versnelling wordt uitgedrukt in m/sec2. 
De eenheid van lengte is dus EEN METER; de eenheid van tijdsduur 
iiijjR bECüNDE« 
We geven nu de officiële definitie ven. de eenheid van versnelling. 

Definitie. De eenheid van versnelling is de versnelling van 
die eenparig veranderlijke rechtlijnige beweging 
waarbij de snelheid in ieder tijdsinterval van 
EEN SECONDE verandert met 1 — 

sec 

\ 7. DE VRIJE VAL. 
Punt 1) Wordt een lichaam op enige hoogte boven de grond losgelaten, dan 

leert de ervaring dat dit lichaam niet op deze hoogte in rust 
blijft maar zich langs een rechte, verticale baan naar de grond 
toe beweegt. 
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De oorzaak van deze vrije val is het feit, 
_ dat de aarde op alle aardse lichamen een 
Li verticaal naar het aardoppervlak toe gerich- 
V. te kracht uitoefent. 

| Deze trekkracht noemt men de zwaartekracht, 
; dus de kracht die ons de indruk geeft dat 
! het lichaam zwaar te!l heeft, 
j-, Bij de behandeling van de z.g. GRAVITATIEWET 

fvnd. van Newton zullen we zien waarom de zwaarte¬ 
kracht voor eenzelfde lichaam op de aardpo- 
len groter is dan op de evenaar. 

Nauwkeurige metingen wijzen uit, dat op een bepaalde plaats ter 
aarde de zwaartekracht voor eenzelfde lichaam afneemt bij stijgen¬ 
de hoogte van het lichaam boven het aardoppervlak. Deze afname van 
de zwaartekracht speelt een rol in de RUIMTE-VAART; In de situaties 
van de vrije-val-problemen waar we ons voorlopig mee bezig zullen 
houden is deze afname van de zwaartekracht met stijgende hoogte te 
verwaarlozen klein. We nemen dan ook, althans voorlopig, zonder 
meer aan, dat de zwaartekracht voor een lichaam op een bepaalde 
plaats ter aarde onafhankelijk is van de hoogte waarop het lichaam 
zich boven het aardoppervlak bevindt. 

Punt 2) We beschouwen nu het geval dat een lichaam IN HST VACUUM op enige 
hoogte boven de grond wordt losgelaten. In<dit geval werkt er tij¬ 
dens de vrije val op dit lichaam slechts ÉÉN kracht, de zwaarte¬ 
kracht . 
Volgens de hypothese van Newton is een kracht de oorzaak van een 
VERSNELLING. Blijft de kracht constant, dan blijft de versnelling 
ook constant. 

Conclusie. De vrije val is een rechtlijnige beweging MET EEN 
CONSTANTE 

VERSNELLING. 

m.a.w. de vrije val is een EENPARIG VERSNELDE 
RECHTLIJNIGE BEWEGING. 

Benaming; Deze constante versnelling noemt men de 

Punt 3) Stelling; 

NB. 

VALVERSNELLING. 

Op eenzelfde plaats ter aarde hebben 
ALLE lichamen 

ongeacht hun zwaarte 
DE ZELFDE VALVERSNELLING. 

A 

Sit.I 

Siti 

5it3E 
c 

ßo. 
te 

SD • 

Bewijs. Door do proef met de z.g. VALBUIS. 

Nevenstaande figuur geeft een schematisch beeld van 
de valbuis. De opening 0 wordt aangesloten op een 
vacuumpomp. Nadat de buis vacuum gepompt is, gaat 
de kraan K dicht en maakt men 0 vrij van de pomp, 
zodat de buis daarna naar believen kan gedraaid 
worden. 
In de buis bevinden zich diverse voorwerpen van 
verschillend gewicht b.v. een veer, een ijzeren 
blokje en een harskorreltje. 
Men houdt de buis nu eerst in een verticale stand 
zo dat de bodem AB onder is en de voorwerpen dus 
op de bodem liggen. Daarna draait men de buis om, 
zodat de bodem AB boven komt. Gedurende een infini¬ 
te simaal klein tijdsinterval bevinden de voorwerpen 
zich dus in de situatie I waarin ze zonder begin- 
snelheid beginnen te vallen. Het blijkt nu dat deze 

O voorwerpen tijdens hun val in het vacuüm OP ONDER¬ 
LING GELIJKE HOOGTEN blijven (situatie II) en 
GELIJKTIJDIG op CD aankomen (situatie III) 

Hieruit moeten we besluiten dat voor elk van deze voorwerpen de 
valbeweging DOOR DEZELFDE PLAATSPUNCTIE BESCHREVEN WORDT. 

& o- 
n 

K 
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Deze luidtï 
2 

s_|_ = \ (de valversnelling v.h. voorw. ).t meter 

Volgens de proef is het rechterlid van deze vergelijking 
onafhankelijk van de zwaarte of een andere eigenschap van 
het voorwerp. 
Dus moeten alle voorwerpen in het vacuum DEZELFDE VALVER 
SHELLING hebben. 

CONCLUSIE. Op eenzelfde plaats ter aarde hebben 
ALLE lichamen IN HET VACUUM DEZELFDE 

VALVERSNELLING. 

Opmerking a) Is de valbuis NIET VACUUM, dan komen de verschillende 
voorwerpen NIET tegelijk op CD aan. 
Dit heeft TWEE oorzakens 

1°) De voorwerpen ondervinden verschillende op¬ 
waartse archimedes-krachten van de lucht, 

2°) de voorwerpen ondervinden verschillende 
(wrijvings) weerstanden met de lucht. 

b) Ook als de buis niet vacuum is WIL de zwaartekracht 
op eenzelfde plaats op aarde aan alle lichamen de¬ 
zelfde valversnelling geven. 

NB c) ALS NIET HET TEGENDEEL UITDRUKKELIJK VERMELD WORDT, 
ZULLEN WE IN HET KOMENDE EN OOK IN DE SOMMEN ALTIJD 
AANNEMEN DAT DB AARDE GEM ATMOSFEER HEEFT en dat 
dus alle bewegingen boven het aardoppervlak IN HET 
VACUUM plaats hebben. 

Punt 4) De grootte van de valversnelling op een bepaalde plaats ter aarde. 

In de trillingsleer zullen we bij de behandeling van de slingerbe¬ 
weging een methode leren kennen om de valversnelling op een bepaal¬ 
de plaats ter aarde te bepalen. 

Notatie. De valversnelling wordt aangeduid door de letter g. 

Uitkomsten. gDelft “ 9j81a /sec 

Bparids - 9’800 Nsec2. 

.2 

Opmerking. In de sommen wordt de valversnelling vaal afgerond op 
10 m/sec2. 

int 5) De plaatsfunctie van een vrij vallend massapunt. 

$ 

*0 
r.ml 2 

Een massapunt wordt op een hoogte van h meter 
boven de grond losgelaten. 
Het valt dus ZONDER BEGINSNELHEID en krijgt 
dus een eenparig versnelde rechtlijnige bewe¬ 
ging zonder beginsnelheid. De valversnelling 
is g m/sec2. 
Gevraagds De plaatsfunctie van de vrije val. 

Oplossing. Is 0 het punt waarin het massapunt 
zich bevindt als het wordt losgelaten, dan zal 
het dus vallen langs de verticaal door 0. 
Deze verticaal is dus de baan waarlangs het 
massapunt beweegt. 
We moeten ons nu even beraden over het coördi¬ 
natenstelsel langs deze baan. 

We kiezen natuurlijk 0 tot oorsprong. De vraag is nus welke rich¬ 
ting kiezen we als de positieve, die naar de aarde toe of die van 
de aarde af? 
In verband met de latere sommen over de kogelbaan doen we er goed 
aan om EENS EN VOOR ALTIJD af te spreken, dat we de naar i8de hemeln 
wijzende richting POSITIEF en de naar 18 de hel1'1 wijzende richting 
NEGATIEF zullen rekenen. 

T/TJ/TUTTnTïTJTJT 
!/ , >> '‘a'a'rc/tt. ■/ 
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V Xj 

V/Z/V?/^ 

-O-- 

De valversnelling is dus altijd NEGATIEF 
gericht. 

Om de gevraagde plaatsfunctie te vinden moe¬ 
ten we dus de algemene plaatsfunctie van de 
eenparig veranderlijke beweging 

2 
= v t + -g-at meter 

invullen voor het geval dat v = 0 en 
a = -Jgl /secX . 
(a = —|gj /secX omdat de valversnelling ne¬ 
gatief gericht isl) 

De plaatsfunctie van de beschouwde valbewe- 
ging wordt dus; 

o 
s^. = - \ igtt meter 

en v^ = - |g|t m/sec. 

Punt 6) Getallenvoorbeeld. 
m o 

Gegeven. Een steen valt van een hoogte van 20 meter; g = 10 /sec'1 

Gevraagd 1°) Na hoeveel seconden en met welke snelheid bereikt 
deze steen de grond. 

Oplossing. De plaatsfunctie van de valbeweging luidt: 
2 2 

2.J-= - 5t meter. Sj. = - -g-.lO.t^ = 

-20- 

+ 

-- O 

X 

3t 
en vt = 

5t‘ 

= - 10 
m 
/sec. 

Het massapunt (i.c. de steen) bereikt de grond als 
het in A aankomt. 

DE BAANCOORDINAAT VAN PUNT A IS - 20 meter. 
(Let wel, MIN twintig) 

Dus: - 20 = - 5t' 
t^ ss 4 

A t = i 2 sec.(-2 sec. heeft geen be¬ 
tekenis. ) 

Het massapunt bereikt dus de grond 2 sec, nadat dit in O werd los¬ 
gelaten. 
De trefsnelheid met de grond is; 

v2 = - 10.2 - - 20 m/sec. 

Het - teken geeft aan, dat de snelheid naar de grond TOE gericht is. 

Gevraagd 2°) Zouden de uitkomsten anders geweest zijn als de steen 
b.v, 2 x zo zwaar geweest was? 

Antwoord. NEE, want de valversnelling hangt NIET af van het ge¬ 
wicht l! 

Punt 7) Algemeen; DE VERTICALE BEWEGING o.i.v. DE ZWAARTEKRACHT ALLEM. 

We beschouwen nu niet alleen het geval dat een massapunt VRIJ VALT, 
d.w. z. valt zonder beginsnelheid, maar ook''de gevallen dat een mas¬ 
sapunt verticaal omhoog of omlaag GEWORPEN wordt, waarbij dus een 
uitwendige oorzaak AAN HET MASSAPUNT EEN BEGINSNELHEID GEEFT DIE 
VERTICAAL NAAR BOVEN OF NAAR BENEDEN GERICHT IS. 

Henric van Veldeke College 
Maastricht. 
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Geval I vQ = O 

t 
! 

4- 

0 

77777777777777 

Vrije val. 

p 
= - -jriglt meter 

vt ■ - Igtt m/sec. 

Geval III vQ^ 

, o 
è -!ƒ! w/«exa 

V - Sv0i m/s ®t. 

''Val”, met naar 
BENEDM gerichte be- 
ginsnelheid. 

s.t= -iv0tt - iigl V m. 

Vt=-IVQ! - Igl t m/s. 

+ 4t 

tijd in 
SêC. 

' + 

\ 

Vt 

tyd in 
sec. 

at 
tyci. in 

set. 

Bunt 8) Opgave 27« 

Gegeven. Een massapunt wordt op een hoogte van 625 meter boven de 
grond verticaal omhoog geworpen met een beginsnelheid van 
100 m/sec. 
De valversnelling is 10 /sec^. 

Gevraagd 1°) De plaatsfunctie en de snelheidsfunctie. 

Oplossing. 0 
s^_ = v t + -^-at^ meter 

vQ = + 100 ^/sec. = + 100t - 5V^ m. 

a = - 10 m/sec2. vt = + 100 - 10t m/s. 

Gevraagd 2°) Na hoeveel seconden bereikt het massapunt de grootste 
hoogte? 

Oplossing. 
De grootste hoogte wordt bereikt op het 
ogenblik dat het massapunt omkeort, dus 
als v.£ - 0. 

dus 0 = —*■ t = sec. 
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Gevraagd. 3°) Hoe hoog is het massapunt dan? 
Oplossing. We vinden h door het omkeertijdstip to 

substituere8aïn de plaatsfunctie, 

dus h = = nieter, 
max - 

Gevraagd. 4°) Na hoeveel seconden passeert het massapunt opnieuw 
de- oorsprong? 

Oplossing. Het massapunt passeert de oorsprong als 
st = 0 

dus 0 = 

0 = t( ) 

t-^ = O(vervalt) 

t^ ~ sec. 

Gevraagd. 5°) Wat valt er te zeggen van de stijgtijd en de valtijd? 
Antwoord. De tijd die het massapunt nodig heeft om 

van 0 naar het hoogste punt te gaan is ge¬ 
lijk aan de tijd die het massapunt nodig 
heeft om van het hoogste punt in 0 terug 
te keren. 
Duss stijgtijd = valtijd. 

Gevraagd. 6°) Wijs deze tijden aan in het s - t diagram. 

Antwoord. 

Gevraagd. 7°) Met welke snelheid passeert het massapunt de o or spreng? 

Oplossing. Dan moeten we t0 (zie vr. 4) substitueren 
in de snolheids-functie. 

v 
m 
/sec. 

Gevraagd. 8°) Wijs deze snelheid aan in het v - t diagram. 

Opmerking. Uit het v-t dia¬ 
gram volgt meetkundig, dat 
de snelheid waarmee het 
massapunt de oorsprong op¬ 
nieuw passeert gelijk en... 

4 ivt 

\I0 210 
tijd in sec. 

\! 
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Gevraagd. 8) Na hoeveel 

Oplossing. 

t2 - 20t - 125 = 0 

( )( ) = 0 
= + sec. 

t^ = - sec. (vervalt) 

Het massapunt bereikt de grond dus sec. nadat 
het uit 0 werd opgeschoten. 

Gevraagd. 9) Met welke snelheid treft het massapunt de grond? 

Oplossing. Dan moeten we t^ substitueren in de snel- 
heidsfunctie ^ 

v = 100 - = m/sec. 
• • • ' 

Het - teken geeft aan dat de trefsnelheid 
met do grond gericht is. 

Gevraagd.10) Wijs deze trefsnelheid aan in het v - t diagram. 

seconden bereikt het massapunt de grond? 

De baancoordinaat van het punt A (zie s-t 
diagram) is - 625 meter (zegge % MIN !.!) 
Het massapunt treft de grond dus op hot 
tijdstip s^. = - 625 meter. 

Dus; - 625 = + 100 t - 5t2. 

dus 5t2 - 100t - 625 = 0 
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Hoofdstuk II. HET SAMENSTELLEN VAN RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN. 

Deel A. VECTOR REKENING. 

3 1. Het begrip VECTOR. 

Punt 1) Eerst een voorbeeld. 

In het vorige hoofdstuk hebben we o.a. gehandeld over de snelheid 
van een massapunt op een bepaald ogenblik bij een rechtlijnige be¬ 
weging. 
Over deze snelheid stellen we ons enige vragen. 

Vraag 1) Is het mogelijk dat een massapunt op een bepaald ogenblik 
een bepaalde snelheid heeft ZONDER DAT DIE SNELHEID EEN 
RICHTING HEELT? 

Antwoord. Dit is zeer beslist ÓNMOGELIJK. Het begrip 
'‘snelheid van een massapunt op een bepaald ogenblik'‘ HOUDT 
IMMERS IN, dat het beschouwde massapunt op het beschouwde 
ogenblik BEZIG IS met ZICH ERGENS NAAR TOE TE BEWEGEN. Een 
snelheid ZONDER RICHTING is zelfs niet DENKBAAR. 

CONCLUSIE. EEN SNELHEID HEEFT ALTIJD EEN RICHTING. 

Vraag 2) a) Is de snelheid van een massapunt bepaald als we zeggen 
hoeveel m/sec.~ de ze snelheid op het beschouwde ogenblik 
groot is? 

Antwoord. Nee, we moeten er bij zeggen IN WELKE RICH¬ 
TING het massapunt op het beschouwde ogenblik beweegt. 
Een snelheid heeft immers altijd een richting; zolang 
deze richting niet bekend is, is nog een wezenlijke 
hoedanigheid van de snelheid onbepaald. 

b) Is de snelheid van een massapunt bepaald als we zeggen 
H WELKE RICHTING het "massapunt op het beschouwde ogen¬ 
blik beweegt? 

Antwoord. Natuurlijk nieti We moeten ook de GROOTTE 
weten.’ 

Punt 2) Algemeen. 

CONCLUSIE. DE SNELHEID VAN EEN MASSAPUNT OP EEN 
BEPAALD TIJDSTIP 

IS DAN EN SLECHTS DAN 
EXACT BEPAALD, ALS 

NB. Ü EN DE GROOTTE 

NB. ÉN DE RICHTING VAN DE SNELHEID 
BEPAALD ZIJN. i 

De snelheid is dus EEN ACTIVITEIT-IN-EEN-BEPAALDS-RICHTING. 

In de mechanica en de verdere natuurkunde zullen we tal van groot¬ 
heden ontmoeten die een activiteit-IN-EEN-BEPAALDE-RICHTING voor¬ 
stellen: b.v. een versnelling, een kracht, de electrische veldsterk¬ 
te in een punt van een electrisch veld, enz. enz. 

Welnu: GROOTHEDEN DIE EEN ACTIVITEIT-IN-EEN-BEPAALDE-RICHTING VOOR¬ 
STELLEN NOEMT MEN 

V E C T O R E N. 

De werkzaamheid van deze grootheden, de vectoren, wordt dus 
niet alleen bepaald door de hoedanigheid van hun GROOTTE, 
maar ook door de hoedanigheid van hun RICHTING. 

Definitie: EEN VECTOR is een grootheid die bepaald wordt door 
EEN GROOTTE 

ÉN 
EEN RICHTING. 
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Opmerking;. In de eerste ronde hebben we grootheden leren kennen 
waarvan de activiteit geheel en alleen bepaald wordt 
door de hoedanigheid van de grootte, b.v. de warmtecapa- 
citeit van een lichaam. Is deze b.v. 45 -<j— dan is de 
natuurkundige werkzaamheid van dat lichaan? bij een 

■ warmteuitwisselingsprocos volledig bepaalds het lichaam 
neemt PER GRAAD verwarming 45 calorieën op. 
ken grootheid waarvan de natuurkundige activiteit geheel 
en alleen bepaald wordt door de hoedanigheid van de 
GROOTTE, noemt men een SCALAIRE GROOTHEID, öf kortweg 
een SCALaIR. 
Andere voorbeelden van scalaire grootheden zijn; de tem¬ 
peratuur, de soortelijke warmte van een stof, de licht¬ 
sterkte, de frequentie van een trilling enz. enz. 
In de natuurkunde komen dus twee (maar ook slechts twee) 
soorten grootheden voor, n.l.s 

SCALAIRE GROOTHEDEN 

Deze worden bepaald door 
ÉÉN en slechts èèn 
hoedanigheid, n.1. 

DE GROOTTE 

VECTOREN 

Deze worden bepaald door 
TWEE hoedanigheden; 

1°) DE GROOTTE en 
2°) DE RICHTING. 

Punt 3) Notaties. Een VECTOR wordt IN EEN FIGUUR aangeduid door 
EEN PIJL. 

/ De lengte van de pijl stelt de GROOTTE van de vector voor. 

De richting van de pijl geeft de RICHTING van de vector 
aan. 
Het punt A (zie fig.) noemt men het beginpunt of het 
aangrijpingspunt van de vector. 
IN DE TEKST wordt een vector aangeduid door een letter 
MET EEN PIJL ERBOVEN. 
Voor a leest men dan ‘'‘VECTOR a”. 

Bedoelt men in de tekst ALLEEN DE GROOTTE van de vector aan te ge¬ 
ven dan schrijft men a zonder vector-teken. 

N,B. Als in een som gevraagd wordt een vector te bepalen 
MOET MEN ALTIJD TWEE DINGEN BEPALEN; 

1°) DE GROOTTE van de vector 

2°) DE RICHTING van de vector. 

unt 4) De bedoeling van de volgende paragrafen. 

Vectorrekening is, populair gezegd, een “PIJLEN-WISKUNDE”; het is 
een soort WISKUNDE waarbij pijlen de plaats van getallen innemen. 
Voorlopig is dit voor ons alleen maar een “denk-spel”. Later zal 
ons de zin daarvan duidelijk worden. Historisch is het natuurlijk 
net omgekeerd gegaan; uit de ervaring opgedaan bij het werken met 
vectorgrootheden, bleek dat de gedragingen van deze grootheden ge¬ 
makkelijker te beschrijven waren met behulp van een speciaal soort 
wiskunde, die de naam VECTORREKENING kreeg. 

§2. DE SOM VaN TWEE IN EENZELFDE PUNT AANGRIJPENDE VECTOREN. 

/ 

/ 
/ 

O 

a en b zijn twee vectoren die beiden 
in 0 aangrijpen. 
We vragen nu naar de SOM van deze vec¬ 
toren. 
Tot nu toe is ons nog geen enkel na¬ 
tuurkundig feit bekend, waar we het 
antwoord op deze vraag16zouden kunnen 
afleiden. Voorlopig is het antvraord op 
deze vraag voor ons alleen maar “een 

afspraak” of “een spel-regel“. We moeten dus nu niet naar het 
” waar om” vragen, maar er even op vertrouwen dat deze “ afspraak” 
later voor ons ’WERKELIJKHEIDS-ZIN zal krijgen. 
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Definitie. Onder DE SOM van de In eenzelfde punt O aangrij¬ 
pende vectoren a en U verstaat men 

DE VECTOR 
die vanuit het gemeenschappelijk aangrijpings- 

punt 0 WIJST MAR- EN REIKT TOT 
HET VIERDE HOEKPUNT VAN HST PARALLELOGRAM 

DAT DE VECTOREN a en b TOT ZIJDEN HEEFT. 

CONSTRUCTIE. 

VECTOR r is PER DEFINITIE 
DE SOM ^ 

VAN DE VECTOREN a en b. 

BENAMING. Vector r noemt men 

DE VECTORSOM 

of DE SOMVECTOR 

of DE RESULTANTE van vector ii en vector b. 

Opmerking. We hebben hier dus een voor ons geheel nieuw , nu 
MEETKUNDIG SOM-BEGRIP. 

Met nadruk wij zen we er op, dat het bepalen van de 
vectorsom dus een MEETKUNDIG PROBLEEM is. 

Opgave 28. Bepaal in elk van de volgende gevallen de vectorsom. 

4 

a 

r = a + b 

1 
4~ ' 

NOTATIE. 

i "x-. 

a 

\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

0 

% 

a 

0 
Fi9.Z 

a 
l 

o 
fiy. u 

a 

0 a —--^3- Cl 

l 

fict.6 
/ 7 

fitj-5 

Discussie bij opgave 28. 

bij fig. 5°» De grootte van de vectorsom kein kleiner zijn dan elk 
der gegeven vectoren. Hieruit blijkt wel heel duide¬ 
lijk, dat we nu te doen hebben met een geheel nieuw 
som-begrip. 

x*" ^ > 
bij fig. 4; De vectoren a en b liggen op eenzelfde lijn maar zijn 

TEGENGESTELD GERICHT. 
De vectorsom heeft nu de volgende bij zonderheden; 

zie blz. 58. 
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1°) De vectorsom valt langs de zelf de linn, 

2°) Jijs'G in de richting van de grootste van de vec¬ 
toren st en en is 

3°) ïd grootte gelijk aan het REKENKUNDEGE VERSCHIL 
van de grootten van de gegeven vectoren st en T5. 

bij fig. 6s_ De vectoren a en 1 liggen op eenzelfde lijn en zijn 
GELIJK GERICHT. 
De vectorsom heeft nu de volgende bij zonderheden; 

1°) De vectorsom valt langs de zelfde lijn. 

2°) wijst in dezelfde richting als de vectoren a en Toj_ 
en is 

3°) in grootte gelijk aan de rekenkundige som van de 
grootten van de ze vectoren. 

Nadere beschouwing van de gevallen fig. 4 en fig. 6. 

—_ ___ De vectoren a en b liggen dus op een- 
o zelfde lijn. 

In dit geval kunnen we aan de GROOTTE van een vector EEN TEKEN TOE 
KENNEN; 4 als de vector naar rechts wijst, 

- als de vector naar links wijst. 

Doen we dit, dan kunnen we de gevallen 4 en 6 samenvatten in èèn 
ALGEBRAISCHE formules 

r = a + b 

Conclusie I. In de gevallen dat de vectoren a en b ojd eenzelfde 
lijn liggen, kan de bepaling van de vectorsom 
'F== a 4 Ü? herleid v/orden TOT EEN AlfrEBRAÏSCH PRO¬ 
BLEEM. 

Conclusie II. Het ALGEBRAISCHE SOM-BEGRIP is EEN BIJZONDER GEVAL 
van het VECTÜR1ELE SOM-BE&RIP. 

§ 3» Het berekenen van de grootte en de richting van de vectorsom. 

Gegeven; a, b en l_ £ 

_» Gevraagd; r, dus 

1°) de grootte, r 

2°) de richting, l_& of /_ji 

In de gearceerde driehoek passen we de_ cosinusregel 
toe op de zijde tegenover de bekende hoek, 

L X - 180° - (p , dus bekend. 
ö 2 ? ' 2 

dus r = a~ 4 b - 2a.b.cos ^ . 

Maar cos X = cos(180 - 6 ) = - cos 6 
2 2 2 

Dus r = a 4 b^ 4 2a.b.cos£ 

Dus ,--— - -------j 

i r = V a^ 4 b^ 4 2abcos£ j 
j _ ; 

Vraag. Moet hier niet staan r = - V ? 

Antwoord. Noch het 4 teken, noch het - teken heeft 
hier een natuurkundige betekenis. De cosinusregel 
geeft ons alleen uitsluitsel over de GROOTTE van de 

Jr 

/ '\h? 

ili 
\ 

Oplossing. 1°) De grootte. 
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somvector fj_ en do grootte is slechts een getal van 
de REKENKUNDIGS getallenreeks. 
+ of - zou een richting aanduiden. Maar de cosinus- 
regel houdt geen richting afspraak in.* 

Oplossing 2°) De richting. 

In de gearceerde driehoek passen we de sinusregel toe. 

_r__ b 
sin (180° - £ ) ~ sin/s 

Hieruit volgt sin/i . Met behulp van een log. tafel 
kunnen we dan de waarde van fs benaderen. 

Opmerking. Bij de bepaling van de grootte van f moet de cosinusre¬ 
gel altijd toegepast worden OP DE ZIJDE TEGENOVER DE BE¬ 
KENDE HOEK. Is b.v. /_ ß gegeven, dan moet de cosinusre¬ 
gel toegepast worden op zijde b. 

? 2 ~ 2 
b1- = a + r ' - 2ar cos.ƒ5. . 

Het ONTBINDEN van een vector. 

Gegevens 

Gevraagd: 

Een vector p. 

Construeer twee vectoren a en b 
dat p = at + b. 

X' 
'0 

Oplossing;Als er niet mèèr gegeven is, heeft 
dit probleem (oneindig)^ veel oplos 
singen, want meetkundig vertaald 

luidt de vraag; Contrueer een parallelogram als de diagonaal van dat 
parallelogram gegeven is. Er moeten dus nog twee elementen van het 
te construeren parallelogram gegeven zijn, / / 

b.v. Gegeven; ps La en Lp 'ri\ . ß 

Gevraagd; Construeer de vectoren a en b die met vector p resp. 
de hoeken en maken, zó dat 

p = a + b. 

Constructie. 

1 
4' 

o 

\ 

*1 

Is 

Volg de nummers. 

p = a + b 

L (p3a) = A • l (p,b) =/i. 

Conclusie; a en b zijn de gevraagde 
vectoren. 

Benaming. We zeggen nu DAT WE DE VECTOR p HEBBEN ONTBONDEN 
IN DE VECTOREN a en F. 
De vectoren a en U heten COMPONENTEN van vector p. 

2 
Conclusie. Men kan een vector op (oneindig) veel manieren 

ontbinden in twee componenten. 

§ 5. Het VERSCHIL van twee vectoren. 

Punt 1) Inleidend probleem. 

J 
Jr 

/ 

Gegeven; Twee in eenzelfde punt aan¬ 
grijpende vectoren a" en U. 

Gevraagd; Do vector ä zo te ontbinden 
in tweedeomponenten, dat 
vector b eèn component wordt. 

Constructie; o 
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.© 

/ 
0 T a 

V7 
v 

Constructie. 

We moeten dus het parallelogram con¬ 
strueren \7AARVaN VECTOR aT DË DLiGQNaAL 
DOOR O en vector ~o een zijde is. 

Deze constructie is in nevenstaande 
figuur uitgevoerd, (volg de nummers) 

Vector v is de andere component! 

”a = tT -?• v. 

Dunt 2) De_ definitie van a - t). 

In bovenstaande figuur is vector v dus de vector DIE WE BIJ VECTOR 
B MOETEN OPTELLEN OM DE VECTOR a TOT RESULTANTE TE KRIJGEN. 
ANALOOG aaN HET hlALGBBRÏÏIK IN DE REKENKUNDE ZEGT LIEN NU DATs 

a” - b = v 

Immers 7-4=3 wil zeggen, dat 3 Net getal is dat 
we bij 4 moeten optellen om 7 tot uitkomst te krij¬ 
gen. ^ 
Analoog hieraan is v de vector die we bij b moeten 
opstellen om a tot resultante te krijgen.^ 

Men noemt vector v HET VERSCHIL van vector a en vector B. 

DEFINITIE. Onder het verschil a - b van de vectoren a en b 
verstaat men DE VECTOR die men 

BIJ VECTOR B MOET OPTELLEN 
OM 

VECTOR a TOT RESULTANTE TE KRIJGEN. 

N.B. nis a - b = v, dan is de eerstgenoemde vector van het verschil, 
dus a, de DIAGONAAL van het parallelogram waarvan W~ën. Äf de 
zijden zijn. 

Vraags Bestaat er verschil tussen a - b en B - a? 

Antwoord. 

a - b = v b-a = v 

Dus a is DE DIAGONAAL van het Dus b is DE DIAGONAAL van het 
parallelogram. parallelogram. 

Jr 

/ ■ 

/ 
/ ̂- 

ö \ 
\ \ 
\ 
\ 

Cl 

/ 

V a- 

—> 
Jtr 

'\.. / \ 
\ / 

\ / \ 
---=>*- ö 

o 

fig. 1 fig. 2 

Uit fig. 1 en fig. 2 volgt, dat de vectoren v=a-benv= b-a 
DEZELFDE GROOTTE hebben, maar TEGENGESTELD GERICHT zijn. 
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D 3EL B. HET BEGRIPi SAMENSTELLER VAN RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN. 

Punt 1) Vraag; IS IET MOGELIJK dat een massapunt TEGELIJKERTIJD deelneemt 
aan TWEE in een zelfde vlak gelegen, onderling onafhanke 1 i j - 
ke rechtlijnige bewegingen? Zo ja, wat gebeurt er dan? 

Antw,i Of dit mogelijk is kan ieder voor zichzelf ervaren bij de 
volgende proef; 

/ 
/ y 

In nevenstaande figuur stelt 0 de oor¬ 
sprong voor van een coördinatenstel¬ 
sel en de lijnen OX en OY de coördi- 
naat-assen. We nemen hier een algeme- 

/ nor geval dan we in de wiskunde ge- 
/ wend zijn, n.1. het geval dat de co- 

/ ord.-assen niet loodrecht op elkaar 
_ol_ ___ staan. 

/ x Leg een latje langs de x-as en 
/ plaats op het latje een merkteken op 
/ de plaats van 0. 
/ Beweeg nu met de RECHTER hand een potloodpunt WILLEKEURIG 

(eventueel heen en weer) langs het latje en beweeg TEGELIJ¬ 
KERTIJD MET DE LINKER hand het latje willekeurig (eventueel 
heen en weer) maar zo dat het latje steeds evenwijdig blijft 
aan de x-as en het merkteken op het latje steeds op de y-as 
blijft. 
DE RECHTERHAND VEROORZAAKT DUS EEN BEWEGING VAN DE POTLOOD¬ 
PUNT IN DE X-RICHTING, DE LINKERHAND EEN BEWEGING IN DE 
T-RICHTING; DE POTLOODPUNT ZELE NEEMT DUS DEEL AAN TWEE 
RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN. 
HET RESULTAAT is, dat de potloodpunt IN HET X-O-Y-VLAK een 
mogelijk zeer grillige baan beschrijft. 

CONCLUSIE. Het is mogelijk dat een massapunt TEGELIJKER 
TIJD deelneemt aan TWEE in éénzelfde vlak ge¬ 
legen, onderling onafhankelijke rechtlijnige 
bewegingen. 
In dat geval beschrijft het massapunt een ze¬ 
kere baan 

IN DIT PLATTE VLAK. 

Voortzetting van de proef. 

Men kan de baan van de potloodpunt in het X-O-Y-vlak iedere vorm 
geven die men wil. 

y 
i) 

t 

XB 

\ 
c\ 

\ 

In nevenstaande figuur staan de coörd. 
assen loodrecht op elkaar. 
We herhalen nu de proef met het latje, 
maar richten het daarbij zö in, dat 
de potloodpunt de getekende cirkelom¬ 
trek beschrijft. 
Maar dat.kan nog geheel willekeurig, 

/ 
b.v. A —B —C -e>- D enz. 
We zouden het ook zo kunnen inrichten 
dat de cirkelomtrek EENPARIG ( d.w.z. 
in gelijke tijdsdelen gelijke baan- 
stukken) doorlopen wordt. 

In elk van deze gevallen VOELEN we dat er een zekere DISCIPLINE 
moet bestaan in de bewegingen van de rechter- en de linkerhand. 

We trekken hieruit TWEE CONCLUSIES: 

I Iedere beweging van een massapunt in een plat vlak kan opgevat 
worden als het resultaat van een deelname aan TWEE rechtlijnige 
bewegingen: een beweging in de X-richting en een beweging in de 
Y-richting. 
De X- en Y-assen behoeven daarbij niet loodrecht op elkaar te 
staan. (Herhaal bovenstaande proef als de Y-as niet L X-as) 

II Om een gegeven baan op een gegeven v/ij ze te kunnen beschrijven 
moeten de bewegingen in X en Y richting heel bepaalde functies 
van de tijd zijn. 
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Het probleem dat ons in dit en de volgende delen van het onderhavi 
ge hoofdstuk bezig houdt, bestaat nu in de vraag om de baan van een 

massapunt in het X-O-Y-vlak (en in de eenvoudige gevallen ook de 
plaatsfunctie langs deze baan) te bepalen ALS DE PLAATSFUNCTIES VAN 
DE BEWEGINGEN IN DE X- en Y- RICHTINGEN GEGEVEN ZIJNi 
Dit wordt bedoeld met HET SAMENSTELLER VAN RECHTLIJNIGS BEWEGINGEN. 

Punt 2) Het coördinaten-parallelogram. 

We beschouwen nu het geval dat een 
massapunt deelneemt aan een beweging 
langs de X-as met plaatsfunctie 
X: ■ f (t) meter en aan een beweging 

langs de Y-as met plaats¬ 
functie Y. = f (t) meter, ^ y 
Gevraagd; a) Waar bevindt het massa- 
punt zich dan in het X-O-Y- vlak op 
een benoemd tijdstip b.v. t = 3 sec? 

Antwoord; Door in de gegeven plaats- 
functies het tijdstip t = 3 sec. te 
substitueren vinden we; 

X^ - fx(3) meter 

Y-, = f (3) meter. 
3 yw 

AXI0B.4A; Het massapunt bevindt zich op dit tijdstip t = 3 sec. IN 
HET VIERDE HOEKPUNT VAN HET PARALLELOGRAM DAT DE BAANCOÖR-- 
DINATEN X^ en Y, TOT ZIJDEN HEEFT, 

3 3 
Op het tijdstip t sec, bevindt het massapunt zich in het 
vierde hoekpunt van het parallelogram dat de baanc o ordina¬ 
ten Xt en Y^_ tot zijden heeft, 

Gevraagd; b) Welke baan beschrijft het massapunt in het X-O-Y-vlak? 

Antwoord; De verzameling van de punten A(X, ,Y^_) vormt de baan van 
het massapunt in het X-O-Y-vlak, 

y-as 

Gevraagd; c) Hoe groot is de snelheid van het massapunt op het tijd 
stip t = 3 sec, en hoe is de ze snelheid gericht? 

Antwoord; De vraag naar de grootte van de snelheid kunnen we op dit 
ogenblik nog niet beantwoorden, Over de RICHTING van de 
snelheid op het tijdstip t = 3 sec. kunnen we dit zeggen, 
dat deze in ieder geval zal samenvallen met de richting 
van de halflijn vanuit A(X^Y^) naar het volgende punt van 
de baan, want het massapunt doorloopt de baan VAN PUNT 

y-a<. TOT PUNT, 
Maar de halflijn vanuit ACX^Y,) naar 
het volgende punt van de baan^IS DE 
HiLFRAAKLIJN IN HST PUNT A(X*Y,) AAN 
DE BAAN. D ? 

CONCLUSIE. Op het tijdstip t = 3 sec. is de snelheid van 
het massapunt gericht volgens de halfraaklijn 
in het punt A(X7,Y^) aan de baan. 

We komen hier nog uitvoerig op terug. 
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’’Tussen haakjes1’: In het antwoord op vraag a) hebben we de term 

axioma gebruikt. 
Wat is een axioma? 

Definitie. Een axioma is een 
OORDEEL 

waarvan men de waarheid spontaan 
inziet zodra men de TAAL verstaat. 

De waarheid van een axioma is dus in de termen duidelijk. 
De '’onbewijsbaarheid'’ van een axioma is dus geen ’’gebrek”, 
maar juist de hoogste ’’deugd” die een oordeel KAN hebbend 
In de wiskunde, waar men een oordeel alleen ALS WAARHEID 
aanvaardt als dit uit een voorgaand oordeel kan afgeleid 
worden, wordt het axioma vaak onteerd door er de betekenis 
van ”spelregel” aan te geven. 

Punt 3) De verdere indeling van het onderhavige hoofdstuk. 
In de volgende delen gaan we de beweging van het massapunt IN HET 
X-O-Y-VLAK bestuderen voor de gevallen dat de plaatsfuncties in de 
x- en y- richtingen veeltermen zijn of van de eerste graad öf van 
de tweede graad% 

in deel C het samenstellen van EENPARIGE rechtlijnige bewegingen; 

in deel D het samenstellen van EENPARIG VERANDERLIJKE rechtlijnige 
bewegingen en de combinatie van een eenparige en een 
eenparig veranderlijke rechtlijnige beweging. 

D E E L C. HET SAMENSTELLEN VAN TWEE EENPARIGE RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN. 

Punt 1) STELLING. Neemt een massapunt deel aan TWEE EENPARIGE rechtlijnige 
bewegingen, dan is DE RESULTERENDE BEWEGING IN HET VLAK 
DOOR DE BEWEGINGSASSEN 5 

1°) RECHTLIJNIG, 

2°) EENPARIG, en wel zo, dat 

3°) DE SNELHEID VaN DE RESULTERENDE BEWEGING DE 
SOMVECTOR IS VAN DE SNELHEDEN VAN DE GEGEVEN 
EENPARIGE BEWEGINGEN, 

BEWIJS. In deze stelling worden dus DRIE dingen beweerd over de 
resulterende beweging in het vlak door de bewegingsassen 
We gaan deze beweringen bewijzen in de volgorde van hun 
nummering. 

—s- ad 1°) Gegeven. Een massapunt neemt deel aan twee EENPARIGE recht¬ 
lijnige bewegingen: 
in de X-richting met plaatsfunctie X^ = v^.t meter 

in de Y-richting met plaatsf unctie Y^_ - v ,t meter 

Te bewijzen: De resulterende beweging in het XOY-vlak is 
RECHTLIJNIG. 

zie blz. 64. 
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Bewijs? 

y~ i■ 

j h! 
*. / /r 

! Ji 

Q/'- J A y X-GS 

t 
Xt 

Y, 
plaats in. 
XOY-vlak 

xt =vt I 4 'V* 
I t =0 IX = o 
: ; O Yo =0 

Itzt-, X-, = v . U-! I Y, :? .t-, 
1 | ti x 1 tp y 1 

n = t2 ! Xt2=vx't2 

I enz. 

rt2 = Vt2 

O 

A 

B 

Zijn v en v in grootte en richting 
gegeven, alsSede de waarden van tp en t2, 
dan kunnen we de punten A en B door 
parallelogramconstructies vinden. 

Bovenstaande figuur is een AIALYSEFIGUUR. 

We moeten nu bewijzen, dat de punten 0, 
A en B op een rechte lijn liggen, d.w.z. 

dat we moeten aantonen dat /_ A 0.1 = /_ B OB. 
Welnu: AA OAco AB OB 

Immers: 

°W = Xtphi = VVVh = vx!vy 1dus: 

OB, :B B = X x x t 
: Y, 

2 t2 
= vx.n 2: VH = vx:vy | Q 

A^A // Y-as j> dus /_ OA^A = L OB^B (2) 

BxB // Y-as 

Uit (1) en (2) volgt dat AA OAooAB OB volgens geval Z.H. Z. 

In gelijkvormige driehoeken zijn de gelijkstandige hoeken 
rrp"| -j-iV 

Dus is / A OA = L B OB. 
X *- X 

Het punt B moet dus liggen OP DE RECHTE 
LIJN DOOR 0 EN A. 
Daar de tijdstippen tp en t2 volstrekt 
vd-llekeurig zijn, houdt deze bev/ijsvoe¬ 
ring in dat ieder punt met de coordina- 
ten: 

Xp = v t meter 

Y, = v t meter 
y 

op de rechte door 0 en A ligt. 

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan twee eenparige 
rechtlijnige bewegingen dan beschrijft het 
massapunt 

IN HET VLAK DOOR DE BEWEGINGSASSEN 
EEN RECHTE BAAN'. 

ad 2°) Gegeven: = v .t meter 
X 

Y, = v . t meter 
^ j 

Te bewijzen: De resulterende beweging in het XOY-vlak is 
EENPARIG. 

s: 
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Bewijs. 

,y-as \v 
V> 

r 
£ / 

... .../ 

& 

yt >'/ 

iMi * 
OA- 

X-ös 

xe 

We maken nu gebruik van hetgeen we in 
1°) bewezen hebben, dat de baan in het 
XOY-vlak RECHT is. 
Op een willekeurig tijdstip t sec. be¬ 
vindt het massapunt zich in een punt 
E van deze lijn. 
De coördinaten van punt E zijn; 

E 
Xt = vx.t meter 

Yt1 = v_.t meter. 
u y 

s, (= OE) is nu DE BAANCOORDINAAT 
LaNGS DE RESULTERENDE BAAN van het 
massapunt op het tijdstip t sec. 

We hebben nu te bewij zen DAT st EEN LINEAIRE FUNCTIE VAN DE TIJD IS. 

Welnu; rassen we in de gearceerde driehoek de cosinusregel toe op 
de zijde 0E(= s-^)* dan volgt; 

s2 = (Xt)2 + (Yt)2 + 2XtYt.cos (f 

o o o o o 
= V *te~' + v ju + 2v .v .t .cos 4 

x y x y 1 

= (vx2 + vy2 + 2vx.vy.cos (p ).t2 

_ _____ ■ | 

dus: st = V (vx + vy + 2vx.Vy.cos (p ).t meter 

dus: s^ l' \constante ( .t meter. 

Conclusie: s ^ is dus een LINEAIRE FUNCTIE van de tijd: 

DE RESULTERENDE BEWEGING IS DUS EENPARIG. 

Tot nu toe hebben we dus bewezen, dat de resulterende beweging in 
het XOY-vlak: ]_o^ R3CHTLIJNIG en 

2°) EENPARIG is. 

ad 3°) Gegeven: = v .t meter 

= v .t meter 
v 

Te bewijzen: v. 

Bewijs: 

/y-as 

res, 
= v_. 

->■ 

+ v. 
y 

We weten nu, dat de resulterende baan 
in het XOY-vlak RECHT is en dat deze 
rechte baan EENPARIG vrordt doorlopen 
volgens de plaatsfunctie 

,t meter. 
st " constante 

r>' 

P* /. 
/ .,S> 

y . 

0/X.--VX X-cts 

Die constante is dus de snelheid van 
de resulterende beweging. 
Dus s, = v ,-t meter. 

0 PGS 

Hierbij is £. 2E i^der tijdstip de 
diagonaal door 0 van het parallelo- 

EE2S ssi X_ - v .t meter en u X 
Yn_ = v .t meter tot zijden, u y 
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Welnu: Op het tijdstip t = 1 sec. is 

51 = v res 

X 1 v 
x 

1 
= V 

y 

merer 

meter 

meter. 

Het massapunt bevindt zich dan in het punt P, d.i. het vier¬ 
de hoekpunt van het parallelogram met v en v tot zijden. 
De diagonaal door 0 van dit parallelogram is 5 gelijk aan 
v 
res 

in.a.w. v 
res 

is jk aan en gericht volgens de dia¬ 

gonaal door 0 van het parallelogram met v •x en Vy tot zijden. 

Volgens de definitie ^van de_ vectors om is ^res ^us vec^or- 
som van de vectoren v^. en v . 

Daar de resulterende beweging EENPARIG en RECHTLIJNIG is 
blijft de vector van de resulterende snelheid bij deze bewe¬ 
ging constant in grootte en richting: op ieder tijdstip is 
dus —s- -> 

v = v ■+ v 
res x y 

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan twee eenparige recht¬ 
lijnige bewegingen met snelheidsvectoren T en v , 
dan is de resulterende beweging in het XOY^vlak:^ 

—v 

V.-tes 

1°) rechtlijnig 

2°) eenparig, zo dat 

3 ) v = v + v ^ ' res x y 

Opmerking. In het bewijs hebben we aangenomen dat het massapunt 
zich ten tijde t = 0 in de oorsprong van 
het coördinatenstelsel bevindt. Dit is 

y-cis slechts een bijkomstigheid: Een eventuele 
verplaatsing van de coördinaatassen doet 
niets af aan de RESULTERENDE BEWEGING IN 
HET BEwEGINGSVXAK. 
Het bewijs is dus ook geldig voor het ge¬ 
val dat: 

y'-ös / 

/ / 
/ A 

ü' 

/ V') 

/ / 
/ / 

X-az 

/ 
x'&s 

xi = v t -+■ X^ meter 
t x o 

xi = v t + Y^; meter, 
r y o 

Punt 2) Algemenere conclusies, 

I. De vectorrekening is dus inderdaad van toepassing op snel¬ 
heidsvectoren: Men kan snelheidsvectoren SAMENSTELLEN als 
pijlen van de vectorrekening. 

„JAf 
v SS V + V 
res x y 

II. Omgekeerd kan men een snelheidsvector ONTBINDEN in twee com¬ 
ponenten. 

\r Vy 

‘Vx 
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Punt 3) Opgave 29. 

A 

« 
5 ! 

|IO . 
> ' 
O l 
o 
n 

1 

A' 

\ 
\ 

\ 
\ 

■t'Aoo 

.Ao.\ 
A ,, r.n/ S /5êc. 

Iemand wil met een cano een rivier 
oversteken die 300V~3 meter breed is. 
De snelheid van de stroom is 2 ^/sec. 
Hij roeit met een constante snelheid 
in een richting die met de richting 
van de stroom een hoek van 120° maakt. 
Hij start in het punt A (zie fig.) en 
bereikt de overkant in het punt A', 
zodat de cano dus t.o.v, de bodem van 
de rivier een rechte baan beschrijft 
die _L de rivier. 

Gevraagd; a) Met welke snelheid moet hij roeien? 

09J/ST 

Oplossing. Alvorens de roeisnelheid uit te rekenen 
moeten we ons eerst een duidelijke voorstelling vor¬ 
men van hetgeen er gebeurt. 
Stroomt het water van de rivier van links naar rechts 
met een snelheid van 2 m/sec, dan wil dit zeggen dat 
alles wat op het water van de rivier drijft ten op¬ 
zichte van de bodem van de rivier deelneemt aan een 
eenparige beweging die van links naar rechts gericht 
is en waarvan de snelheid 2 m/sec. is. 
De cano start in A in DE RICHTING AA,!. Ten opzichte 

van de bodem van de rivier neemt de roeier dus deel 
aan TWEE eenparige rechtlijnige bewegingen. 
Leg in bovenstaande figuur een latje langs de lijn 
AA". Maak op het latje merktekens op de plaatsen A en 
A?t. Beweeg het latje nu met de linkerhand eenparig 
naar rechts en beweeg TEGELIJKERTIJD met de rechter¬ 
hand een potloodpunt eenparig vanuit het merkteken A 
langs het latje naar het merkteken A" met zo'n snel¬ 
heid dat de potloodpunt steeds op de lijn AA' blijft. 
Als de potloodpunt in Aj_ aankomt is deze op het latje 
aangekomen in het merkteken A". 

T.O.V, HET WATEROPPERVLAK heeft de roeier dus het 
rechte baanstuk AA" afgelegd. Dit baanstuk wordt door 
het stromende water eenparig naar rechts verschoven. 
DE SNELHEID WAARMEE HIJ DIT BAANSTUK AELEGT IS DE 
SNELHEID WAARMEE HIJ ROEIT. 

T.O.V. DE RIVIERBODEM heeft de roeisr echter het 
pechte baanstuk AA ’ afgelegd. DE SNELHEID WAARMEE HIJ 

| DIT BAANSTUK AELEGT IS ZIJN RESULTERENDE SNELHEID 
|j t.o.v. DE RIVIERBODEM. 

Met welke snelheid moet hij nu roeien? 

■ \ 
V - 

A k 
.._£6o° i (6* 

A SfcC. 

Fi9.z 

De roeisnelheid v . moet zo'n waar¬ 
de hebben,dat r 

I 1 ) v = v , + v . en 
' res water roei 

2°) vres _L oever. 

Uit het feit dat de gearceerde drie¬ 
hoek rechthoekig is en een hoek van 
60° heeft volgt dat 

v 
roei 

= 4 m/sec. 

Conclusie. Hij moet roeien met een snelheid 
van 4 m/sec. 

Gevraagd; b) De resulterende snelheid t.o.v. de rivierbodem? 

Oplossing. Uit fig. 2 volgt dat 

Tres = 2 Asec. 
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Gevraagd; c) In hoeveel seconden bereikt hij de overkant? 

Oplossing I, AA j = 3OOV3 meter (zie fig. 1) 

vres= ?.' 3 m/sec. 

Dus % 300V3 = 2 V3.t 

dus t = 130 seconden. 

Oplossing II. AA” = 600 meter (zie fig. 1) 

vroei= 4 m/sec' 
Dus 2 600 = 4.t 

t = 13O seconden. 

Conclusie. Hij bereikt de overkant in 150 sec. j 
t 

Gevraagd; d) Bepaal door constructie de plaats waar hij de overkant 
zou bereikt hebben als hij met een snelheid van. 4 m/s. 
geroeid had in een richting die met de stroomsnelheid 
een hoek van 60° maakt. 

Constructie. 

A’ h" P3 

v 
r- 

■■ ,4/ 
: A 

;A<S<A 
% 

Conclusie. De roeier zou dan in punt B de over 
kant bereiken. 

Gevraagd; e) Wat valt er (zonder berekening uit te voeren) te zeg¬ 
gen over de tijd die de roeier dan nodig heeft om de 
overkant te bereiken? 

Antwoord I. Ten opzichte van het wateroppervlak legt 
hij nu het rechte baanstuk.......af, 
dat.......... is.......... het baanstuk... 
in fig. 1. 
De roeisnelheid is ook nu 4 /sec. 
De rooitijd is dus nu...... ....... 

Antwoord II. Ontbind v’ o in een component LANGS de 
oever en Sell component JL op de oever. 

De comp. J_ op de oever is. ........ in fig.2. 

De roeier bereikt de overkant dus in sec. 

Henric van Veldeke College 
Maastricht. 
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DEEL D. HET SAMENSTELLER VAN EENPARIG VERANDERLIJKE RECHTLIJNIGE BEDE 
gingen: 

§ 1. Het samenstellen van twee EENPARIG VERSNELDE rechtlijnige bewegin- 
ZÖNDER BEGINSÏÏËLHËDM. 

Punt 1) Het probleem. 

,+V-cts 
We beschouwen nu het geval dat een 
massapunt deelneemt aan twee EENPARIG 

/ VERSNELDE rechtlijnige bewegingen 
^ / ZONDER BEGINSNELHEDEN. 
Gy / De baan van het massapunt ligt dan in 
f ieder geval IN HET PLATTE VLAK DOOR 
/ HET MASSAPUNT EN DE TWEE BEWEGINGS¬ 

RICHTINGEN d.i. het bewegingsvlak. 
Zonder de algemeenheid van de beschou¬ 
wing te schaden mogen we het punt van 

/ dit bewegingsvlak waarin het massapunt 
zich bevindt op t = O tot oorsprong 

van het coördinatenstelsel nemen. De X-as kiezen we in de rich¬ 
ting van a ; de + Y-as in de richting van a_. x y 
De plaats- en snelheidsfuncties in de X- resp. 
dan; 

o / Öx 
+ K-O.S 

Y-richting luiden 

X-as 

2 
yat meter 

v* = axt m/sec. 

Y-as 

2 
Y+. = lat meter 
^ 7 

v7 = at m/sec 
u j 

We vragen nu naar de baan van het massapunt in het XOY-vlak en 
naar de plaatsfunctie langs deze baan. 

Punt 2) Stelling. Neemt een massapunt deel aan twee EENPARIG VERSNELDE 
rechtlijnige bewegingen ZONDER BEGINSNELHEDEN, DAN IS DE 
RESULTERENDE BEWEGING IN HET VLAK DOOR DE BEWEGINGSASSEN; 

1°) RECHTLIJNIG, 

2°) EENPARIG VERSNELD ZONDER BEGINSNELHEID, en is 

3°) DE VERSNELLING VAN DE RESULTERENDE BEWEGING DE 
SOMVECTOR VAN DE GEGEVEN VERSNELLINGSVECTOREN. 

Bewijs, in drie delen. 

—i-ad 1°) Gegeven. a„; X4. = Ga„t2 meter. 
X u X. 

2 
ay; Yt = iayt meter. 

Te bewijzen; De resulterende beweging in het XOY vlak is 
RECHTLIJNIG. 

plaats in 
Bewijs. 

t 

ƒ H- y-as 

14 

X t 

Xt_j_ 
= 4a t2 !y. = lat 

x 

yt 

r % •• 

j ,4- 
1 > / / 

/*./ / ,n 
! / / .. 

6> t = 0 lx = o 

t= t 
1 xtp = -K*! 

°/jÜL 
! 

Bx -4-x-as 

/ 
Xt2 

* = U I xt2 = W>2 

lenz. 

t 

Yo = 0 

Yj_ = ia„t 

XOY-vlak. 

t- 7 1 

Xt0 “ 2^yt2 
2 

0 

A 

B 

X. ,Y, en X, ,Y, zijn bekend. Dus kunnen 
tl’ ti t2’ t2 J 

we de punten A en B door parallelogramcon- 
structies vinden. 
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De fig. op de vorige biz. is een ANALYSE FIGUUR. 

We moeten nu bewijzen, dat de punten 0, A en B op eenzelfde 
rechte lijn liggen. 

Welnu: AOA^A c/o A0BxB 

Immerss 0Ax 8V j_a t 2, 
2Y1 ' -g-a_t- 2 y 1 

CL 
X 

Dusï 

0Bx:BxB 
2 

-ka,_t- 2 
V 2 = ax:ay |(W=0VBxB © 

A^A // + Y-as 

B B // + Y-as 
X 

VU.SI l Ok^A = L 0BxB © 

Uit © en © volgt dat AOA AcoAOB B volgens ge- 
X X 

val (Z.H.Z.) In gelijkvormige driehoeken zijn de gelijkstan¬ 
dige hoeken aan elkaar gelijk. 
Dus is L_ A OA « L B OB. 

X X 

, + y-ci 

h h j 
yt*/ Ay/ 

i r * 
N 
LA, 

/ 
A 

7 0 _/Ax 

/ 
/ \_ 

Xr, 
B* + X-O.S 

Het punt B moet dus liggen OP DE 
RECHTE LIJN DOOR OMA. 
Daar de tijdstippen t-, en tg volstrekt 
willekeurig zijn, houat de ze bewijs¬ 
voering in, dat ieder punt met coör¬ 
dinaten 2 

X^_ = -|-a t meter 

2 
Y. = xa t meter 

op de rechte door 0 en A ligt. 

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan twee eenparig ver¬ 
snelde rechtlijnige bewegingen ZONDER BEGINSNEL* 
HEDEN dan beschrijft het massapunt IN HET VLAK 
DOOR DE BEWEGINGSASSEN EEN RECHTE BAAN. 

ad 2°) We moeten nu bewijzen dat de resulterende beweging EENPARIG 
VERSNELD is ZONDER BEGINSNELHEID. 

Bewijs o 

,+y-oï 

y* 

rf 
'L 

/ k 

/ ' k N K /YAM'' \ W\\\ \ 7 ” 
n o 
,/y— 

/ 
-VV“ 

+ x-as 

We maken nu gebruik van hetgeen we 
in lu) bewezen hebben, n.1. dat de 
baan RECHT is. 
Op een willekeurig tijdstip t sec. be¬ 
vindt het massapunt zich in een punt 
E van de rechte lijn. 
De coördinaten van punt E zijns 

„E -i ,2 , 
X+. = Hat meter 

U X 

VE 1 ,2 . 
Y, = Ha t meter. 
t 2 y 

st (= OE) is nu DE BAANCOORDINAAT LANGS DE RESULTERENDE BAAN 
van het massapunt op het tijdstip t sec. ^ 
We moeten nu bewijzen dat s^ recht evenredig is met t . 
Welnus Passen we in de gearceerde driehoek de cosinusregel 

toe op de zijde OE (= s, ), dan volgt! 
2 v2 v2 _ Y. / 

st = Xt + Yt + cos.£ 

o 2 1 2, A -i 21 A i . A / 
st = iaxt + Hayt + 2.iaxayt cos § 

st = t(ax + ay + 2axay cos £) t 
_. — | 2 

av + a^ + 2a a,r cos 6 .t meter 
o - x y x y 
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0 
Maar dit is de plaatsfunctie van een eenparig versnelde be¬ 
weging ZONDER BEGINSNELHEID. 

Dus; st - 2 .t meter 

Conclusie; De resulterende bevraging IN HET XOT-VLAK 
is EEN EENPARIG VERSNELDE RECHTLIJNIGE 
BEWEGING ZONDER BEGINSNELHEID. 

ad 3 ) Ne moeten nu bewijzen dat de versnellingsvector van de re¬ 
sulterende eenparig versnelde rechtlijnige bevraging zonder 
beginsnelheid DE SOMVECTOR is van de gegeven versnellings- 

vectoren a. en a. dus dat If = ~a + ~a . 
x ys res x y 

Bewijs. 
in bovenstaande vergelijking is de 
constante gelijk aan de versnelling 
van de resulterende beweging, dus ares> 
Re kunnen vergelijking 0) dus schrij¬ 
ven als ^ ^ 

= Tares't‘£' meter. 

Hierbij is s_t ££ ieder tijdstip ge¬ 
lijk aan de diagonaal door 0 van het 
paral Te 1o gram met 0 

X^.=4-axt^ meter en 

den 
meter tot zij- 

Welnu; Op het tijdstip t = V 2' sec. is; 

sy2 - a 
res 

meter 

Xy2 = ax meter 

Yy^ - dy meter 

Het massapunt bevindt zich dan in het punt P, d.i. het vier¬ 
de hoekpunt van het parallelogram met ax en a-y tot zijden; 

de diagonaal door 0 is dan ares m.a.w. aj-es ik gelijk aan- 
en gericht volgens de diagonaal door 0 van het parallelogram 
met ^ en a.y tot zijden. 

d.w. z. apes is de somvector van a^ en~a-y. 
Daar de resulterende bevraging een eenparig versnelde 
RECHTLIJNIGE beweging is, blijft de vector I^res con¬ 
stant van grootte en richting. 
Op ieder tijdstip is dus; 

ares 
a_ 
x 

a 
7 

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan twee eenparig 
versnelde rechtlijnige bewegingen ZONDER 
BEGINSNELHEDEN, waarvan de respectievelij¬ 
ke versnellingsvectoren ~ax en scV zijn, dan 

is de resulterende beweging 
in het XOY-vlak 

RECHTLIJNIG 
EENPARIG VERSNELD ZONDER BE¬ 
GINSNELHEID, en is 
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Punt 3) Algemene conclusies. 

I De vectorrekening is dus ook van toepassing voor VERSNELLINGS- 
VECT0REN-: 
men kan dus versnejlingsvectoren SAMENSTELLER als pijlen van de 
vectorrekening. 

II Omgekeerd kan een versnellingsvector ONTBONDEN worden in twee 
componenten. 

III De vectorrekening is dus zowel voor SNELKEIDSVECTQREN als voor 
VERSNELLINOSVLCTOREN van toepassing. 

§2. Het samenstellen van EEN EENPARIGE RECHTLIJNIGE BEWEGING en EEN 
EENPARIG VERANDERLIJKE RECHTLIJNIGE BEWEGING waarbij DE BEWEGINGS- 
ASSEN LOODRECHT OP ELMAR STAAT. 

Punt 1) Het probleem. 

■Xas 

+ Y ÜS 

+ Xas 

-Y«s 

We beschouwen nu het geval dat een massa- 
punt deelneemt aan twee bewegingen waar¬ 
van de bewegingsassen LOODRECHT op elkaar 
staan en waarvan de ene beweging EENPARIG 
en de andere beweging EENPARIG VERANDER¬ 
LIJK is. 
We nemen de oorsprong van het rechte XOY- 
coördinatenstolsel in het punt van het 
bewegingsvlak waarin het massapunt zich 
ten tijde t = 0 bevindt. 

We nemen aan, dat de beweging in DE X-RICHTING EENPARIG is. De be¬ 
weging IN DE Y-RICHTING is dan dus EENPARIG VERANDERLIJK, d.w.z. 

0 

of EENPARIG VERTRAAGD, als v" en ay TEGENGESTELD GERICHT zijn, 

of EENPARIG VERSNELD, 1°) ZONDER BEGINSNELHEID, a_ls v^ = 

2°) MET BEGINSNELHEID, als v? enIL 
GELIJK GERICHT zijn. ^ 

Er zijn dus DRIE mogelijkheden. 

Nomen we voor de overzichtelijkheid aan, dat de snelheid in de 
X-richting ~vx POSITIEF gericht is en de VERSNELLING IN DE Ï-RICH- 
TING NEGATIEF gericht is, dan zijn deze mogelijkhedens 

Geval I 

-M 

—> 
'ïrV A Uo 

Geval II 

■;> 
H-X 

-y 

In X-richt.;EENPARIG 

In Y- EENPARIG 
VERTRAAGD 

~x 

i-y 

+x 

-y 

In X-richt.;EENPARIG 

In Y- EENPARIG 
VERSNELD ZONDER 
BEGINSNELHEID. 

Geval III 

+y 

-x +x 
M ay 
y Vrï 

In X-richt.jEENPARIG. 

In Y- EENPARIG 
VERSNELD MET 
BEGINSNELHEID. 

Wh VRAGEN NU VOOR ELK VAN DEZE GEVALLEN NAAR DE RESULTERENDE BAAN 
IN HET X-O-Y-VLAK. 
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Punt 2) Hot opstellen van de plaatsfuncties in de en Y- richting. 

IN DE X- RICHTING? Bij het opstellen van de plaatsfunctie in de 
X- richting moeten we doen alsof de beweging 
in de Y-richting er niet is. 

-Xas 

x De beweging in de X- richting is eenparig; 

-+ y-as N = 0. 
Dus 2 

IN DE Y- RICHTING; Bij het opstellen van de plaatsfunctie in de 
Y-richting moeten we doen alsof de beweging in 
de X- richting er niet is. 
Voor de beweging in de Y-richting geldt in elk 
van de in punt 1) genoemde gevallen de formule 
van de eenparig veranderlijke beweging. WE MOE¬ 
TEN ER ECHTER GOED OP LETTEN H 0 E DEZE FORMULE 
INGEVULD MOET WORDEN. 

Geval I 

-»-yas 

Beginsnelh. + 

Versnelling - 

a si 

-y os 

Geval II 

+ y-ss 

Beginsnelh. O 

Versnelling - 

—> 

'Gy 

-y ss 

Geval III 

+ycts. 

Beginsnelh. 

^ Versnelling 

i -y «s 

Dus ? 

Yt=+|vJ|t-i!ay1t2 m. 

Dus ? 
2 

Y^= - -g- ja^j t meter 

Dus? 

Punt 3) DN RESULTERENDE BAAN IN HET XOY-VLAK in elk van de genoemde gevallen. 

Geval I. 

A 

+ x 

ï tty 

-y 

X-richting Y-richting 

X^ = +■!v 11 meter Yr +K\t 
i|ay|t2 m. 

© 

Voor iedere waarde van t vinden we èèn waarde 
Xt en èèn waarde Y-^, dus èèn punt (X-^jY-fc) in 
het XOYvlak. 
De verzameling van deze punten (X-t^Y^) vormt 
de resulterende baan van het massapunt in het 
XOY- vlak. 

Deze baan is ANALYTISCH bepaald, als we weten WELKE PUNCTIE DE 
YEÜÖÖRDINAAT Van HET BAANFUNT OP EEN ONBENOEMD TIJDSTIP t sec. IS 
VAN DE X-COORDINAAT VAN DIT BaAHPUNT. 

Welnus Deze functie vinden we DOOR DE TIJD TE ELIMINEREN UIT DE 
PLAATSFUNCTIES IN DE X- EN Y- RICHTING. 

Uit (T) volgt s t = -tSL 

Dit substitueren in (2) levert? - +lvoyI y ± 1M. y 2 
t 4|vx|*Xt 2 |vx!2 t 

De ANALYTISCHE vergelijking van de baan luidt dus? 
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DE ANALYTISCHE vergelijking van de Laan luidt dus 2 

Y = 
4 lvO?l 

+ KI 

X 
a- 
Z! 

iv 12 ivX> 
X 
2 

Vraag; Welke gestalte heeft de baan dus? 

Antw.2 Vergelijking @ is de vergelijking van een BERG PARABOOL 
met de volgende bijzonderheden; 

1°) De parabool snijdt de X-as in de 
punten O(o,o)en 

A(+2 Ki 
V 37 o 

!ayi 

-.0) 

De X-coörd. v.h. punt A is dus 4 

2°) De symmetrie as van de xoarabool 
loopt evenwijdig aan- en is ge¬ 
lijk gericht met de vector ay. 

3°) De parabool RAAKT IN 0 aan de 

vector v 
res 
o - 

Hierbij is V res 
o 

= 4 VX X o 
res V 
o. is dus DE VECTOR VAN DE RESULTERENDE BEGINSNELHEID van 

het massapunt IN HST XOY-VLAK. 

ad 3 ) Populair bewijs. Op het tijdstip t = 0 heeft het mas¬ 
sapunt in de X-richting de snelheid vx en in de Y- 
richting de snelheid v$ . 
TEN OPZICHTE VAN HET XOY-VLAK heeft het massapunt op 
t^= 0 dus een snelheid die de somvector is van vx en 
v£, dus; 

4y 
/o' 

res —-»- y v = v 4 vJ o x o 

nr~ 

Op het tijdstip t = 0 is de beweging van 
het massapunt in het XOY vlak dus gericht 
van 0 naar "het volgende punt van de lijn 
00;i. 

ay 

! De resulterende baan van het massapunt IN 
“ 4x HET XOY-VLAK heeft dus in 0 TWEE SaMMGE- 

VaLLEN SNIJPUNTEN met de lijn 00d.w.z. 
DE RESULTERENDE BAAN VAN HST MASSAPUNT 
RAaKT IN 0 AAN DE VECTOR vtes. 

Analytisch bewijs. 

Uit vergelijking © volgt; || = - -j^- . X 

In 0 is X = 0, dus 

- 4lvoyi 
KO ~ +|vxi 

Het linker lid van deze vergelijking is gelijk aan 
de tangens van de hoek die de halfraaklijn in 0 maakt 
met de 4 X-as. 

Het rechter lid van deze vergelijking is gelijk aan 
de tangens van de hoek die de vector vges maakt met 
de 4 X-as. 

De halfraaklijn in 0 aan de resulterende baan valt 
dus langs vg§sa 
Dus moet de resulterende baan in 0 raken aan v^ 
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Conclusie. De resulterende baan van het massapunt IN HET 

XOY-VLAK is M PARABOOL 

die IN DE OORSPRONG RaAKT aAN DE RESULTERENDE 
BEGINSNELHEID en waarvan DE SYMMETRIE-AS EVEN 
WIJDIG LOOPT AAN- EN GELIJK GERICHT IS MET DE 
VECTOR VAN DE VERSNELLING VAN DE EENPARIG VER 
ANDERLIJKE BEWEGING. 

Geval II 

+ y-as 

+ x-as 

-y as 

X-richting 

X, = 4 |v I .t meter 
X/ IX' 

0 

Y 
t 

Y-richting 

- ]a j .t2 ra. 

© 
Om Y als functie van X te vinden moeten 
de tijd t elimineren uit (?) en 0 . 

Uit © volgt", t = —-j~- 

Substitutie in (5) geeft: Y^ 

we 

,.2 

De ANALYTISCHE VERGELIJKING van de resulterende baan in het XOI- 
vlak luidt dus: 

Y X£ 

Vraag: Welke gestalte heeft deze baan? 

Antw» : Vergelijking (S) is de vergelijking van een BERG PARABOOL 
met de volgende bijzonderheden: 

0 is de top van de parabool. 

De negatieve Y-as is de symmetrie 
as van de parabool. 

De parabool raakt in 0 aan vj- : 
Ten tijde t = 0 heeft het massa¬ 
punt nog alleen maar een snelheid 
in de X-richting, zodat de resul¬ 
terende baan in het XOY-vlak in 
O MOET raken aan de resulterende 
beginsnelheid vx . 

t— — -- 

I 
j Conclusie, idem als in geval I. 

Geval III 

X-richting 

- X-as 

+ y-as 

v* X^ = +ivx|.h meter 

+ X-CIS 

'-y-as 

© 

Y-richting 

Y+.= -Jvjl. t -vjajt v m. 

Door de tijd uit © en (8) te elimineren 
vinden we: 

- A2Ü x 

t ' -Kxl t " T,K 
X 

1 layl xr2 
- -^2 * 
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De ANALYTISCHE VERGELIJKING van Ge resulterende baan in het XOY- 
vlak luidt dus; 

v 
o 

! vx| 
X _ j. 
x 2 (Vxl2 © 

(O / 

-XÖ5 

A 

C* ! 

e ■ 
>.i 
»> , 

6 

rAv 

+y*«'= 

Vr 

\!. 

-yas 

+ xas 

Vergelijking © is de vergelij¬ 
king van een BERGPARABOOL met de 
volgende bijzonderheden; 

1°) De parabool snijdt de x-as 

in de punten 0(o,o)en A(-2' 

De X-coörd. van A is dus 

,|Vx|.|vc7! 
sa-rj 
71 

,0) 

?°) De symmetrie-as van de para¬ 
bool loopt evenwijdig aan- en is 
gelijk gericht met de vector lty. 

3°) De parabool raakt in 0 aan 
de resulterende beginsnelheid 

V63 
o 

-   ---— .■— 

Conclusie; idem als in geval I. 

In elk van de gevallen I, II en III is de resulterende baan van het 
massapunt in het XOY vlak dus EEN PARABOOL; 

In geval I is het massapunt op t = 0 o£ weg naar de top van de 
parabool; 

in geval II is het massapunt op t = 0 in de top van de parabool; 

in geval III heeft het massapunt op t = 0 de top van de parabool 

reeds gepasseerd. 

Eindconclusie; Neemt een massapunt deel aan EEN EENPARIGE 
RECHTLIJNIGE BEWEGING en aan een daar lood 
recht op staande EENPARIG VERANDERLIJKE 
RECHTLIJNIGE BEWEGING, dan is DE RESULTEREN 
DE BAAN IN HET VLAK DOOR DE BEWEGINGSASSEN 

. 1°) EEN PARABOOL, die 

2°) IN DE OORSPRONG (baanpunt op t = 0) RAAKT 
AAN DE RESULTERENDE BEGINSNELHEID, en waar¬ 
van 

3°) DE SYMMETRIE-AS EVENWIJDIG LOOPT AAN- EN 
GELIJK GERICHT IS MET DE VECTOR VAN DE VER¬ 
SNELLING VAN DE EENPARIG VERANDERLIJKE BE¬ 
WEGING. 

Punt 4) De resulterende snelheid in een willekeurig punt van de paraboli¬ 
sche baan. 

Gegeven; In de fig. op blz. 77 stelt de para¬ 
bool de resulterende baan in het X0Y- 
vlak voor van een massapunt dat in het 
XOY- vlak deelneemt aan een eenparige 
beweging langs de X-as met snelheid 
vfc en eenparig vertraagde beweging 
langs de Y-as met beginsnelheid ^>7 en 
versnellingsvector d^- 
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De plaatsfuncties en de sneliieidsfuncti.es in de asrichtingen lui¬ 
den dus; 

X - richting 

Xt = -f |v | . t meter 

vt = 4lvxl m/sec. 

Y - richting 

Y, = + . t - iHa,J t2 meter r o y1 

v7 = + jv ^ I - !a it m/sec. 
r 1 o i 1 y' 

Stel, dat het massapunt zich op het tijdstip p sec. in het punt P 
van de baan bevindt. 

Gevraagd; a) De_ snelheden in de X^ en Y richting van het massapunt 
op het tijdstip tp. 

Oplossing, v^ = + |v,J m/sec. 
JJ ! j 

v y _ 
p 

vyi o ! <a. 
yj ■ p 

m 
/ sec. 

Gevraagd; b) De_ vector van de resulterende snelheid in het XOY-vlak 
op het tijdstiyj p sec. 

Oplossing, is v de resulterende snelheidsvector op 
het 1 tijdstip p sec., dan is volgens de 
vectorrekening; 

DE GROOTTE VAN vres; vres = V(v )2 + (vy)2' m/sec. 
— — -- -— p p v v x' v p' 

DE RICHTING VAN v?es; Is £ de hoek die vres maakt met 
p de POSITIEVE X-as,p dan is 

/ v^ 
tg <e • = p 

vx 

Gevraagd: c) Welke hoek maakt de halfraaklijn aan de parabool in F 
met de ■+• X-as? 

Oplossing. Stel, dat de halfraaklijn in P de hoek ^‘ 
maakt met de -f X-as, dan leert de analyti¬ 
sche meetkunde dat: 

tg k 1 = (Èl) 
in P 

(<&) 
Kdtpin P 

Mt'inP 

vin P 

vx r in P 
vx 
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Dus (§ * r (g 
De vector vres valt dus LANGS DE HALFHAAKLIJN IN P 
aan de para^bool. 

DE RESULTERENDE SNELHEID 
VAN HEI MaSSAPUNT IN HET XOY-VIAK 

RMKT 
OP IEDER OGENBLIK 

IN HET BAANPUNT VAN DAT OGENBLIK 
AAN DE RESULTERENDE MAN. 

N.B. 

N.B. 

T\[ R 

CONCLUSIE. 

.. V „-o 

VA , <y vl KHZ 
Vp 

\ 

Gevraagd: d) CONSTRUEER de resulterende snelheidsvector in een wil¬ 
lekeurig aan te wij zen punt van de resulterende Laan 
als de Laan en vA gegeven zijn. 

f 

i+y 

Conclusies.: 

I Tijdens de beweging langs de parabool blijft DE 
X - COMPONENT van de resulterende snelheid in 
grootte en richting gelijk aan v^. 

H OP WEG NAAR DE TOP T neemt DE Y-COMPONENI van de 
resulterende snelheid (lineair) AF in h- richting. 

III IN DE TOP T is de Y-COMPONENT van de resulterende 
snelheid NUL. 

!! DE RESULTERENDE SNELHEID IS IN DE TOP NB 

NB 

NB 

ECHTER 
NIET NUL; 

DE RESULTERENDE SNELHEID IN DE TOP_IS 
IN GROOTTE EN RICHTING GELIJK MN v^. 
Dus; 

res _ — 
vTOP “ vx" 

IV NA HET PASSEREN VAN DE TOP neemt DE Y-COMPONENT 
van de resulterende snelheid (lineair) TOE in 
- richting. 

$3. Het samenstellen van een EENPARIGE RECHTLIJNIGS BEWEGING en een 
EENPARIG VERSNELDE RECHTLIJNIGE BEWEGING ZONDER BEGINSNELHEID. 

Punt 1) Het probleem. 

o 

\ 

We beschouwen nu het geval dat een massapunt in 
het vlak van tekening tegelijkertijd deelneemt 
aan een EENPARIGE RECHTLIJNIGE BEWEGING met 
SNELHEIDSVECTOR v0 en aan een EENPARIG VERSNEL¬ 
DE RECHTLIJNIGE BEWEGING met VERSNELLINGSVECTOR 
a'. 
De hoek (g tussen de vectoren vl en a is wille¬ 
keurig. 
WTe vragen weer naar de resulterende baan. 
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Punt 2) Stelling« Neemt een massapunt deel aan een EENPARIGE RECHTLIJNIGE 

BEWEGING met SNELHEIDSVECTOR v/ en aan een EENPARIG VER¬ 
SNELDE RECHTLIJNIGE BEWEGING ZONDER BEGINSNELHEID met 
VERSNELLINGSVECTOR a, dan is de resulterende baan EM 
PARABOOL IN HET VLAK DOOR DE BEWEGING8ASSEN, die in de 
oorsprong RAAKT aan de vector Vq en waarvan de symmetrie 
as evenwijdig loopt aan- en gelijk gericht is met de vee 
tor a. 

Bewij s. 

A' 

xA 

VS 

\ 
<V + 

o 
o 

o-'3 

Aldus opgevat, neemt het massapunt 
DRIE bewegingen, n.1. 

langs de X-as; een eenp. bew. 

We kiezen de oorsprong van het 
coördinatenstelsel in O; de ne¬ 
gatieve Y-as kiezen we in de 
richting van "a. 
we ontbinden de beginsnelheid v/ 
in een component LANGS DE Y-as 
en een component LOODRECHT OP de 
Y-as. 
We kiezen de positieve X-as in 
de richting van deze tweede com 
ponent van Vq. We krijgen aldus 
de in nevenstaande figuur aange 
geven situatie. 

DE GEGEVEN EENPARIGE BEWEGING _ 
langs de lijn OQ, met snelheid v0 
kan nu opgevat worden ALS DE RE 
SULTANTE VAN EEN EENPARIGE BEWE 
GING LANGS DE + X-as MET SNEL¬ 
HEID vL EN EEN EENPARIGE BEWE¬ 
GING LANGS DE Y-as MET SNELHEID 

in het XOY-vlak dus deel aan 

met snelheidsvector v J. 

langs de Y-asi a) een eenparige beweging met snelheids¬ 
vector vSk 

b) een eenparig versnelde beweging zonder 
beginsnelheid met versnellingsvector ’Ey. 

De bewegingen a) en b) langs de Y-as vormen SAMEN echter EEN 
EENPARIG VERANDERLIJKE RECHTLIJNIGE BEWEGING waarvan v/ de vector 
van de beginsnelheid is en a de vector van de versnelling. 

DE RESULTERENDE BEWEGING VAN HET MASSAPUNT IN HET XOY-VLAK KAN DUS 
OirGEVAT WORDEN ALS HET RESULTAAT VAN DE DEELNAME AAN EM EMPARIGE 
BEWEGING LANGS DS + X-as MET SNELHEIDSVECTOR vv- EN EEN EMPARIG 
VERANDERLIJKE BEWEGING LANGS I 
SNELLING a. 

Y-as MET BEGINSNELHEID vg EN VER- 

Welnus Volgens § 2 is de RESULTERENDE 
BAAN EEN PARABOOL IN HET XOY- 
VLAK, DIE IN DE^ OORSPRONG RAAKT 
AAN DE VECTOR v/ en waarvan DE 
SYMMETRIE-AS EVENWIJDIG LOOPT 
aAN- EN GELIJK GERICHT 13 MET 
DE VECTOR a. 

q.e.d. 
, e 
\ ‘o 
\ 

Conclusie. Neemt een massapunt deel aan een EENPARIGE RECHT- ! 
LIJNIGE BEWEGING MET SNELHEIDSVECTOR ?0 en aan j 
een EENPARIG VERSNELDE RECHTE. BEWEGING ZONDER BE- ! 
GINSNELHEID MET VERSNELLINGSVECTOR a, dan is de i 
resulterende baan EM PARABOOL IN HET VLAK DOOR i 
DE BEWEGINGSASSEN die IN DE OORSPRONG RAAKT aan j 
de vector v0 en waarvan de symm.as //loopt aan- ! 
en gelijk gerisht is met de vector st. _ 
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Opmerking. De coördinaten van de top T zijn: 

Y - 1VX| • 1 VOÓ . y _ 2 
Atop “ a ’ 1top 2 a 

Men kan deze coördinaten dus CONSTRUEREN met behulp van 
evenredigheids-constructies. 

runt 3) Mogelijke gevallen. 

De hoek é tussen v'ó en a mag iedere v/aarde hebben tussen 0° en 180°. 
We onderscheiden drie gevallen: £ stomp, 4 recht en £ scherp. 

Opgave 30. Schets de parabool in elk van deze gevallen. 

(o stomp. 

i v0 

(p recht. (s scherp 

0\ o-e> 

\o. N o- 
.V-, 

a 

Runt 4) Bij zondere gevallen. 

Vraag: Welke baan beschrijft het massapunt als Z 6 = 180° of als 
L <e = 0° ? 

Antw.: 

L 4 = 180°. 

+ yas 

T\ 

L k = oc 
v + y-as 
\ \ 

\ 
\ 
T\ 

'\a 

\-y as \ -yas 

vQ en a liggen dus op èèn lijn en 
wijzen in tegengestelde richtin¬ 
gen. 
Nemen we deze lijn tot T-as met 
de richting van a tot negatieve 
richting, dan luidt de plaats- 
functie: 

p 
l"t = + ]v0, t - -g-!a j t m. 

Aanvankelijk beweegt het m.pt. 
dus eenparig vertraagd in de +Y 
richting tot de snelheid nul is 
(dit is in T), keert dan om en 
beweegt verder eenparig versneld 
in de - Y richting. 
DE Ba AN VAN HET MASSAPUNT BE - 
STaAT DUS UIT DE HALFLIJN 
T . 0 —^ C/r. 

va en a liggen dus op èèn lijn 
en wijzen in dezelfde richting. 
Nemen we deze lijn tot Y-as met 
de richting van a tot negatieve 
richting, dan luidt de plaats- 
functie: 

Y, = - Iv | t - -§•:a; t2 m. 

Nemen we aan, dat het m.pt. zich 
van t = - ca> volgens deze plaats- 
functie bewogen(heeft, dan is 
het massapunt VÓÓR de waarneming 
begon eenparig vertraagd van Y = 
- oo naar het punt T gegaan, in T 
omgekeerd en eenparig versneld 
van T naar 0. Op het ogenblik dat 
het massapunt 0 passeert begint 
de waarneming en beweegt het mas¬ 
sapunt verder eenparig versneld 
met beginsnelheid in de - Y rich 
ting. 
IDE BaAN VaN HET MASSaPUNT BESTAAT 
[DUS UIT DE HALFLIJN T-*-0-*-c/o 
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In de gevallen dat L(f - 180° en [_G - 0° is de parabool van punt 2) 
dus "samengeschrompeld" tot ESN H/iLFLIJN. 

Opmerking. Deze bijzondere gevallen zijn "erg gewild" in eindexamen- 
en proefwerk opgaven.' 

WANNEER DUS VAN SM BEJEGEND MASSAPUNT v0 Ma GEGEVEN 
NB ZIJN DIENT MEN NAUWKEURIG TE ONDERZOEKEN OF v^ en a NIET 

LANGS EENZELFDE LIJFT GERICHT ZIJN* * 

§ 4. DE KOGELBAAN ONDER INVLOED VAN DE ZWAARTEKRACHT ALLEEN. 

Punt 1) Het probleem. 

,+yas 

dn Vf 

_o M 

Vo 

-Xös VX 

h 

y as 

+ Xas 

We beschouwen nu het geval dat een 
kogel (massapunt) vanaf de grond of 
vanuit een punt op enige hoogte boven 
de grond onder een hoek c* met de hori¬ 
zon (elevatiehoek) met een snelheid 
v^ wordt opgeschoten. 
WE VERONDERSTELLEN DAT ER TIJDENS DE 
BEWEGING DOOR DE LUCHT OP DE KOGEL 
GEEN ANDERE KRACHT WERKT DAN DE ZWAAR 
TE KRACHT, DIE (ongeacht het gewicht 
van de kogel) AAN DE KOGEL EEN VERTI¬ 
CAAL NAAR BENEDEN GERICHTE VERSNEL¬ 
LING GEEFT TER GROOTTE VAN g m/sec2. 

We vragen naar de plaats- en snelheidsfuncties van de kogel in de 
horizontale- en de verticale richting, naar de baan van de kogel 
door de lucht en naar de resulterende snelheidsvector op een gege¬ 
ven tijdstip. 

Punt 2) De plaats- en snelheidsfuncties in de horizontale- en verticale 
richting. 

We kiezen de oorsprong van het coördinatenstelsel in het punt van 
waaruit de kogel wordt opgeschoten^ de verticaal door dat punt kie¬ 
zen we tot Y-as en wel zo, dat g gericht is volgens de NEGATIEVE 
Y-as. 
We ontbinden de vector van de beginsnelheid v*0 in een horizontale- 
en in een verticale component, zodat dus 

— 

De X-as kiezen we langs v en wel zo, dat vx in de POSITIEVE X- 
richting wijst. 

Vraag; Wat valt er te zeggen van de beweging in de X-richting? 

Antw.; In de X- richting werkt er op de kogel GEEN KRACHT; 

DE BEWEGING IN DE X - RICHTING IS DUS EENPARIG. 

DE PLAATSFUNCTIE IN DE X - RICHTING luidt dus; 

Hierin is 

Vraag; Wat valt er te zeggen van de beweging in de Y - richting? 

Antw.; In de Y - richting is de beweging EENPARIG VERANDERLIJK met 

BEGINSNELHEID vQy en VERSNELLING "gl . 



DE PLäATSEUNCTIE IN DE Y-RICHTING luidt dans 
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Y. = vj*t t o y\glt2 meter 

MITS 

WE VOOR V 7 INVULLEN ; 

y TTI 

vqj = vQ sin M /sec. 

waarbij de hoek is die de vector v^ maakt 
met de + X - as. 

Dus. 
_ +y 
y I V0 

1/o A.V 

__ j/cv'i J 
0.vx 

+y 

m 

in l-° kwadrant; 

v 7 is + 
U 

vl r ~ " w° 

o 
o\ in 4 kwadrant: 

y . 
v J is - 
o 

Vraag ; Hoe luiden dus de plaatsfuncties en de snelheidsfuncties in 
de X- en Y - richting? 

Antw.; 

X - richting I Y - richting 

^t = vx * t meter 

v x t v x 
111 
/ sec 

Punt 3) D®. baan van de kogel. 

Yt = vy . t - |jg|t2 m. 

v7=v7 - |g|t m/s. 

We elimineren de tijd uit 
xt 

plaatsfunctie; t = —— 
Dan volgt; x 

y 

4 = 

V 
® Y — — 'Si 

• * Xt 2 v2 X vx 
V 

de 

X 
2 
t 

I Conclusie; 

I De resulterende baan van de 
j kogel is een BERGPARABOOL, 
I die IN DE OORSPRONG RAAKT 
AAN D3 VECTOR ~Vq en waarvan 
de symmetrie-as // loopt aan- 
en gelijk gericht is met de 
vector g. 

Gevraagd; a) De stijgtijd. 

Oplossing. Dit is de tijd die de kogel nodig heeft om 
van 0 naar T te gaan. 
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In de top I' is = 

Dus 0 = vQy- |g| . t 

v<7 
duss t = -n— sec. 

0 

Gevraagds b) De coördinaten van de top I. 

Oplossing. De koggl bereikt de top op het tijdstip 
V</ 

t = sec* 
Tins’ 
JJUS° V .V 

_ X_y 
X. top iSI 

meter. 

vr 
7 

Y, =v^-i 
top o iS! 

(v/)2_(v/)2 _ 
—'—— ■“ ' ÏE-* 

IS! sr 

Gevraagds c) De snelheid in de top. 

Oplossing. In de top is V Ï = v top X 

vj =0 top 

N 
-c ! Conclusie. De snelheid in de top is in grootte 

• -°* ! nr. -re ,->Vi+-n rrr mH iV non PS en richting gelijk aan v x 

Gevraagds d) 0£ welk tijdstip komt de kogel in 0j_ (zie fig.) 

Oplossing. In 0; is = 0 
2 

Duss 0 = vj .t - 7- g . t 

0 = t(v^ - 7- jgj .t) 

t = 0 

2vc7 
t = —- sec. 

voldoet niet. Dan is de ko¬ 
gel in 0. 

We merken op dat de stijgtijd (0—*T) gelijk is aan dc 
valtijd (T '0') 

Gevraagds e) De X- coördinaat van het punt 0}. 

Oplossing. De kogel is in 0' op het tijdstip t = 

'Dus° _ VXV(7 
Xq , = 2 —— meter 

2v/ 
SS) 

a 

De X-coördinaat van 0® is dus het dubbele van 
de X- coördinaat van T. 

Gevraagds f) De resulterende snelheid in 0* 
2vo7 

Oplossing. De kogel is in 0' op het tijdstip t = s. 

x m / 
vQJ = vx /sec. 

Y Y 
v0> = Vo Si 

av07 T n V Y ïïl , 
v/- 2vg = - v_y /sec. 
o 

grootte (vQSes)2= (vJ2+(-vJ)2= v^ + (vj)2=vn2 
x O' X 

DU£ 
res 
vc# = vo 

richting tg ^ _ Z-V<Z. = - tg « dus | /= J60°-<* 
Vx 
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Conclusie. In 0' heeft de snelheid dus DEZELFDE j 

GROOTTE als in 0; de hoek die de snel j 
heidsvector in 01 maakt met de + X as j 
is gelijk aan ig = J600 - <A . j 

X*os 2 2 
Vraag, (v,-,, ) = vj~. Moeten.we hier niet uit beslui- 
-U' o , . ros o TA . 

dat Vq, = - vQ: De snelheid m 

0! is immers schuin naar boven gericht en in 0J 
schuin naar beneden! 

Antw.ó De stelling van Pythagoras geeft ons alleen de 
GETALLEN WAARDE van een zijde van een driehoek. 

Uit (vpA0)^' = v 2 mogen we dus alleen maar be¬ 
sluiten DAT DE ° GETALLENWAARDE VAN vt?s GELIJK 
IS AAN DE GETALLEN WAARDE VAN v . 

r»0 O 
Dus vQi - vQ. 

Gevraagd: g) 0_p welk tijdstip komt de kogel in het punt G (zie fig) 
aan? 

Oplossing. De Y- coördinaat van het punt G is — !himeter. 

We moeten t dus oplossen uit de vergelijking: 

- jhj = vy t - i |gj t2 Q 

Y jg; t2 - vy t - jhj = 0 

Zijn t^ en t.p de wortels van deze vierkants-vergelij- 
king, dan is 

, . 2 Sh! . . o 
t-, t0 = - —— — = negatief. 
12 jg, & 

We vinden dus als oplossing een positieve- en een ne¬ 
gatieve wortels De positieve wortel geeft het tijdstip 
aan waarop de kogel in G aankomt; de negatieve wortel 
geeft het tijdstip voor de waarneming aan waarop de 
kogel de lijn y = - lh! meter zou gepasseerd zijn als 
deze zich von eeuwigheid volgens vergelijking (T) be¬ 
wogen had. 

Gevraagds h) De schootsverte (d.i. de X - coörd. van G) 

Oplos sings We moeten dan de positieve wortel von (1) 
substitueren in de vergelijking 

X^ = v . t meter. 
U jL 

Gevraagds i) Met welke snelheid treft de kogel de grond? 

Oplossing. De X- component van de trefsnelheid is 
vx n/sec. 
De Y- component van de trefsnelheid vinden 

we door de positieve wortel von (1) te substitueren in 
de snelheidsfunctie in de Y - richting. 

v 

We vinden dan: 

grootte 

Y = vy — i p-i L m/sec 
grond o * grond ' 

v 

v 
\ / 2 / y \ 2 m / 

gr = “P + (Vond5 /se0’ 

grond <; 
richting Is £ de hoek die v 

de -t- X-as, dan is °' 
grond 

maakt mot 

tg k = vgrond v-. 

NB. vo’r0£1cL 1110G"^ ÏL G RAKEN aan do parabool! 



Vraag, is het mogelijk, dat de kogel de grond lood¬ 
recht treft? 

Antw. ; HEEL BESLIST NIET.’ Want de X- comp, van de tref 
snelheid met de grond is altijd in grootte en 
richting gelijk aan vx. 

Gevraagd; j) Construeer de vector van de resulterende snelheid in 
het punt P Tzie fig.) van de parabool. 

Constructie. 

i+y 

Gevraagds k) Op welk tijdstip maakt de resulterende snelheidsvector 
een hoek van 30^ met de 4 X-as; wanneer een hoek van 

330°? 
Oplossing. 

é - 3oc £ =330° 

Dan is 

vty-p VX 't r? 

Dan is 

vt7= - 

We moeten dus t oplossen 
uit : 

+ JvxV5 = vj- |g| t 

We moeten dus t oplossen 
uit ; 

1 

3 
v. 
X \b =v 7 o - IS! t 

Opmerkingen. 

a) Met nadruk v/ijzen we er op, dat ALLE VRAGEN OVER DE KOGELBAAN, 
vragen zijn over het vergelijkingenschema; 

X - richting Y - richting 

X+. = v . t meter 
-X. 

ï, = v^ t - \ |g| t^ meter 

waarbij vJ- vq sin <X 

nx= n 
m 
/sec, v. y = v y - 

t o 

o 

glt */sec. 

BEGIN DE OPLOSSING VAN EEN SOM OVER DE KOGELBAAN DUS ALTIJD MET DE 
OPSTELLING VAN DIT VERGELIJKINGEN SCHEMA. 

b) vj = vq sin (X ni/sec. 

kan iedere waarde hebben van 0° tot 360°. Met betrekking tot 
vj zijn er dus drie mogelijkheden; 

1 ) vjis positief; In de oorsprong 0 is de kogel dan op weg 
- naar de top. We kunnen zeggen, dat 0 dan 

op de stijgende tak van de bergparabool 
ligt. (zie fig.) 

2°) v7 =0 ; 0 ligt dan in de top van de parabool. De 
- snelheid in 0 is dan v^. (zie figuur) 
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3 ) vj is negatiefs O ligt dan op de dalende tak van de 
bergparabool. In bovenstaande figuur 
(blz. 85) zou 0? dan de oorsprong kun¬ 
nen zijn. 

HOOFDSTUK III. DE KROMLIJNIGE BEJEGING IN EEN PIaT VLAK. 

In hoofdstuk I hebben we de RECHTLIJNIGE BEWEGINGEN 
bestudeerds we hebben toen gezien dat men de SNEL- 
HEIDSEUNCTIE vt vindt door de PIaATSFUNCTIE st te 
differentiëren naar de tijd, en de VERSNELLINGS - 
FUNCTIE a^ door de snelheidsfunctie te differenti¬ 
ëren naar de tijd. We hebben er toen echter bij her 
haling en met nadruk op gewezen, dat de theorie van 
dat hoofdstuk I alleen geldig was voor EEN RECHT¬ 
LIJNIGE be voeging. 

In het onderhavige hoofdstuk III beschouwen we het geval dat een 
massapunt volgens een gegeven plaatsfunctie beweegt langs een 
VAN TE VOREN WILLEKEURIG GEKOZEN, IN EEN PIAT VLAK GELEGEN KROMLIJ¬ 
NIGE BAAN. 
Van de baan veronderstellen we dus: 

1°) dat deze IN EM PIaT VLAK ligt. Dit vlak zullen we HET 
BEWSGINGSVIAK noemen. Meestal kiezen we daarvoor het 
vlak van tekening. 

2°) dat deze KROMLIJNIG is. Hier krijgen we dus te maken met 
het (in de opmerkingen van hoofdstuk I aangeduidde) on¬ 
derscheid tussen DE VERPLAATSING LANGS DE BAAN en DE 
VERPLAATSING TEN OPZICHTE VAN HET BEWEGINGSVLAK. 

3°) dat deze WILLEKEURIG GEKOZEN mag zijn. 

In de nu volgende paragrafen gaan we de bewegingsleer van hoofdstuk 
I UITBREIDEN voor deze kromlijnige bewegingen: In par. 2 zullen we 
vragen naar DE SNELHEID die het massapunt daarbij op een gegeven 
ogenblik heeft TEN OPZICHTE VAN HET BEWEGINGSVLAK; in par. 3 naar 
DE VERSNELLING die het massapunt op een gegeven ogenblik heeft TEN 
OPZICHTE VAN HET BEWEGINGSVIAK. 
Het zal ons daarbij blijken, dat de bewegingsleer van hoofdstuk I 
onverkort geldig blijft VOOR DE SNELHEID EN DE VERSNELLING TM OP¬ 
ZICHTE VAN DE BAAN. 

§ 2. DE SNELHEID t. o. v. HET BEWBGINGSVIAK op een bepaald, ogenblik. 

Punt 1) De plaatsbepaling op de kromlijnige baan. 

De plaatsbepaling op de kromlijnige baan ge¬ 
schiedt op dezelfde wijze als bij de rechtlij¬ 
nige beweging; We kiezen een willekeurig punt 
0 van de baan tot oorsprong van een coördina¬ 
tenstelsel dat LANGS DE GEKROMDE BAAN ligt. 
We geven duidelijk aan in welke richting de 
baancoordinaten positief en in welke richting 
deze negatief zijn. 
Heeft in nevenstaande figuur het punt A de 
baancoordinaat + 1 meter, dan is de baancoor¬ 
dinaat van B + 4 meter, en de baancoordinaat 
van C - 2 meter. 

§ 1) Inleiding. 
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In de sommen komt het vaak voor dat de baan een 
cirkel is. Het punt met baancoörd. b.v. + 3 meter 

A vindt men dan door vanuit 0 in positieve richting 
i ' L-iNGS DE CIRKELOMTREK een booglengte van 3 meter 
r af te leggen. 

Opgave 31« Gegeven. Het punt A op bovenstaande cirkelomtrek heeft 
de baan coördinaat + 1 meter. Be lengte van . 
^AB is jp van de cirkelomtrek. 

Gevraagd. Wijs de volgende punten aan; B (+ 7 meter); 
C(+12 meter); D(+13 meter), E(+15 meter); 
P(- 1 meter); G(-ll meter); H(-12 meter); 
K(-15 meter). 

Punt 2) De plaatsbepaling IR HET BEWEGINGSVLAK. 

Als de baan in het bewegingsvlak vast ligt, ligt 
dus ook de plaats van ieder baanpunt vast. 
Beweegt nu een massapunt volgens een gegeven 
plaatsfunctie langs de gegeven kromme baan, DAR 
BEPAALT DEZE PIaATSFUNCTIE OP IEDER OGENBLIK OOK 
DE PLAATS WAR HET MASSAPUNT IR HET BEWEGINGSVLAK. 

Het is van wezenlijk belang dat we dit goed inzien, want als we de 
snelheid willen bepalen die het massapunt op een gegeven ogenblik 
heeft TEN OPZICHTE VAN HET BEWEGINGSVLAK moeten we de beweging niet 
zien als een beweging LANGS DE BAAN maar als EEN BEWEGING IN HET 
BEWEGINGSVLAK. 

Punt 3) 

N.B. 

DE VERPLAATSING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK in het tijdsinterval van 
t-—>-t -+ At sec. 

In nevenstaande figuur stelt de kromme lijn 
de baan van het massapunt IN HET BEWEGINGS¬ 
VLAK voor; Op het tijdstip t sec. bevindt 
het massapunt zich in het baanpunt At» op 
het tijdstip t+At sec. in het baanpunt A^ _ ^ 

WE VRAGEN NU NAAR DE RESULTERENDE VERPLAAT¬ 
SING VAN HET MASSAPUNT TEN OPZICHTE VAN HET 
BEvi/EGINGSVLAK. 

^ - Bij deze vraag moeten we de baanpunten A^ en 
/^ \ A,. dus beschouwen ALS PUNTEN VAN HET BE- 
- -~mAt+at ^ WEGINGSVLAK. De resulterende verplaat- 

/ At hg ^ sing die het massapunt TEN OPZICHTE VAN HET 
Po + ' BEWEGINGSVLAK in het tijdsinterval van 

/ t -~#*t + At sec. heeft ondergaan is dus IN 
GROOTTE gelijk aan de lengte van DE BAAN- 

KOORDE ^ en is GERICHT van het punt A^ naar het punt + 

Deze resulterende verplaatsing heeft dus EEN GROOTTE en EEN RICH¬ 
TING; HET IS DUS EEN VECTOR. 

In de toekomst zullen we niet meer spreken van de RESULTERENDE ver¬ 
plaatsing t.o.v. het bewegingsvlak, maar kortweg van DE verplaat¬ 
sing t,o.v.Lbewegingsvlak in een bepaald tijdsinterval. 

Definitie. Onder DE VERPLAATSING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 
van een massapunt in het tijdsinterval van 
t-^t + At sec. verstaat men 

DE VECTOR 
DIE VANUIT HET BAANPUNT OP HET TIJDSTIP t sec. 

GERICHT IS NAAR- EN REIKT TOT (dus 
HET BAANPUNT OP HET TIJDSTIP t+At sec. 

(dus At4.At) 

Benaming. Deze vector noemt men DE VERPLAATSING8VECT0R IN HET 
TIJDSINTERVAL VAN t.>-1 4- At sec. 
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Notaties De verplaatsingsvector in het tijdsinterval van t—>t+-Ats. 
wordt in de tekst aangeduid door het symbool 

Ak 
t + At 

Dimensie. De grootte van de verplaatsingsvector wordt uitgedrukt 
in meter. 

Punt 4) DS GEMIDDELDE SNELHEID 
tijdsinterval. 

At ✓ / 

V' 
'/A 

Ak \ 
t+Ab 

T.0.V. HET BEWEGTNGSVLAK in een gegeven 

In nevenstaande figuur is de vector Ah 
dus de verplaatsingsvector in het t—>t + ut 
tijdsinterval van t-^t + At sec. 

Vraag s Welke snelheid ZOU het massapunt t.o.v 
het bewegingsvlak GEHAD HEBBEN als bij deze 
verplaatsingsvector DE BEWEGING IN HET BEWE¬ 
GINGSVLAK EENPARIG EN RECHTLIJNIG GEWEEST 
WAS? 

Antwoord. Dan zou het massapunt in het tijdsinterval van t-^t + /\t sec. 
LANGS DE RECHTE EENPARIG van het punt A^ naar het 
punt zijn gegaan. 

DE SNELHEIDSVECTOR T.O.V HET BEWEGINGSVLAK was dan dus 
gericht langs de lijn A^A, + , van A^. naar A^^. en in 

grootte gelijk aan * /sec. 

Stellen we deze snelheidsveetor voor door v, dan zou dus 
r Ak 
i j_l_ t.-*-t+At m ! grootte ; v = - At 

1 / 
/sec. 

v < > 
richting» gelijk gericht met Ak 

t~->t+ At 

Vraag; Welke betekenis heeft de aldus gevonden vector v voor de ge¬ 
geven kromlijnige beweging? as 

üntw. ; Bij de rechtlijnige beweging werd het quotient -- gede¬ 
finieerd als gemiddelde snelheid voor in het 
tijdsinterval van t~~>t + At sec. 
Zoals we toen hadden opgemerkt was dit eigenlijk DE GEMID¬ 
DELDE SNELHEID LANGS DE MAN in het tijdsinterval van 
t—t + At sec., want AS was de (RESULTERENDE) VERPLAAT¬ 
SING LANGS DE MAN t—>t+At in het tijdsinterval van 
t.->t+At sec. 
Nu is in bovenstaande figuur Ak de (RESULTERENDE) VER 
PLAATSING T.O.V. HET t—t+At 

BEWEGINGSVLAK 
in het tijdsinterval van t-^t+At sec. 

Ak 
De bovengenoemde vector v =(-—1-/.^.) STELT NU DUS 

DE GEMIDDELDS SNELHEID T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 
van het massapunt in het tijdsinterval van t->t +■ At sec♦ voor. 
We zullen deze vector aanduiden door het symbool vgem 

t—*t+At 

Definitie. 

/ » V 

;o 

\ 

£ik v 

.... . .~. .~ ' - ... i 
i 
j 

Onder DE GEMIDDELDE SNELHEID T.O.V. i 
HET BElZEGINGSVLAK IN HET TIJDSINTER- j 
VaL VAN t-^t+Atsec. verstaat men ! 

DE VECTOR DIE I 

IN GROOTTE gelijk is aan m/s . I 
EN NT ! 
IN RICHTING samenvalt met Ak 

t-*t + At 
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I 

Dus ; Vgem 
t-~t PAt 

Ak ; 

GROOTTE; vgem> = m/sec. j 

t .">t ^ :l.t j 

RICHTING; geli.jk gericht met Ak j 
t -^t + At ! 

Opmerkingen, a) Men noemt de vector vgem ook wel kortweg DE GE- 
MIDDELDE SNELHEIDS- t^t +At 
VECTOR in het "tijdsinterval van t.»t a At sec. 

Tot goed begrip van het komende, wijzen we 
Ag_-V -'" \ er met nadruk op, dat, bij verandering van 
/ .^ .At, de vector Jgem ZOWEL VAN GROOTTE ALS 

' ' VAN RICHTING —AMLaPïM VERANDERT. 
/ o 

/ 

I 

Voor iedere waarde van At moeten 
DE GROOTTE en 
DE RICHTING 

van Vgem OPNIEUW EN AFZONDERLIJK 
t—t + At bepaald worden. 

Punt 5) De definitie van DE SNELHEID T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK op het tijd¬ 
stip t sec. 

Definitie. Onder DE SNELHEID T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 
op het tijdstip t sec. verstaat men 

DE LIMIET 
waartoe DE GEMIDDELDE SNSLHEIDSVECTOR IN 
HET TIJDSINTERVAL 

t-H-:-At sec. 
nadert 

als At nadert tot nul. 

Punt 6) THEORETISCHE BEPALING VAN DE LIMIET VAN vgem ALS AT NADERT 
TOT NUL. t~~>t + At 

We moeten nu TWEE LIMIETEN bepalen, n.I.; 

1°) DE LIMIET VAN DE GROOTTE VAN Vgem 
t~>t + At 

2°) DE LIMIET VAN DE RICHTING VMM Vgem 
t-»t + At 

.ad 1°) DE LIMIET VAN DE GROOTTE VAN vgem ALS At ->0 
t^-t ■+ At 

Oplossing. 
Ak 

vgem 
t -*t + At 

t-*t+-At m 
At 

/sec. 

t+4, 
\> — ■ie 

We passen nu een KUNSTGREEP toe; 
Ak AS 
t ~t +-At t + At _ 

v_ 
gern 

\-^. At+at t-^t + At 
/ Var,rr, /yk 

At AS 
t—>t +At 

,'ö 
Ak AS 
t ->t -+ At t t + At m 
AS 
t.>t A At 

At 
/ sec. 

Hierin is AS = S+. , A. - S+. meter, 
t-^tAAt tT"t V 

dus de verplaatsing LANGS DE MAN in het tijds 
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Duss 

lim vgem 
At -»O t—t +• At 

int erva 1 van t —>t -t- At sec. 

AS 
t.>t + At 

Dus; 

lim v( gern 
At—O t—t.t-At 

'We lnus 

lim 
At —>0 

= lim 
At —> O 

AJ£ 
t-.>t •+ At ra 
a < o 

t —t + At 

Al 
t->t +At 
AS 
t.>t + At 

ït 

lim 
At —* O 

/sec. 

A 3 
t.>t + At 

At 
m 
7 sec. 

lim 
At—O 

lim 
At— >0 

t—t + At 
AS 
t—t ~+- At 
AS 
t—t + At 

At 

= 1. Dit wordt in de wiskunde bewezen. 

ds 
dt 

m./ Dit is dus dezelfde snelheid 
vt /sec* aps ligt massapunt op het tijd 

stip t sec. zou gehad hebben 
als de baan recht was. 

(3) 

Conclusie; 

lim vgem 
At—O t-—t+At 

A = v. m/sec. 
dt t ' 

ad 2°) DE LIMIET VAD DE RICHTING VAN vgem ALS At — O 

Oplossing. ^ k 

Als At—O nadert het baanpunt A^ + A_|_ tot het baanpunt A^ 

In de limiet ligt A.,_ + 11; tegen het baanpunt A^ aan. De h 

lijn A^A^_+/^ valt dan langs de raaklijn A^ aan de baan. 

i! Conc 

© M 

i Conclusies DE LIMIET VAN DE RICHTING VAN vgem als 
! At—s- 0 IS DE RICHTING VAN DE/ t—t + At 
j HALFRAAKLIJN IN HET BAANPUNT At AAN DE GEGE- 
j VEN BAAN van het massapunt in het bewegings- 
| vlak. 

Conclusie uit 1° en 2° 

Aw V'o e rn / 
At-o 

DE LIMIET VAN VECTOR vgem ALS 
At-—O IS EEN VECTOR t—t-t-At 
DIE 

1°) IN GROOTTE gelijk is aan 

(|^L) = v, ^ec 
vdtyop het tijdst.t sec. t 

EM 
2°) Waarvan DS RICHTING SAMENVALT 

MET DE RICHTING VAN DE HALF¬ 
RAAKLIJN IN HET BAANPUNT At 
AAN DE GEGETEN KROMLIJNIGE 
BAAN VAN HET MASSAPUNT. 

Vraag; 

Antw.: 

Wat stelt deze limietvector voor? 

Volgens de definitie van DE SNELHEID T.O.V. HET BElïEGINGS- 
VLAK OP HET TIJDSTIP t sec. stelt bovenstaande limietvector 

duS DE SNELHEID T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 

voor van het massapunt op het tijdstip t sec. 
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Vraag» Wat is in het bovenstaande dus bewezen over DE SNELHEID 
T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK van het massapunt op het tijdstip 
t sec? 

Antw.: TWEE dingen; 

1°) Dat de snelheidsvector t.o.v. het bewegingsvlak op het 
tijdstip t sec. 

IN HET BAANPUNT At 
HiAKT AAN 

de gegeven kromlijnige baan van het massapunt. 

2°) Dat men DE GROOTTE van deze snelheidsvector moet 
berekenen ALSOF DE TAAN RECHT WAS, 
dus ; 

vt “ ^dtdro het 

m 

;ijdstip t sec. 
/sec. 

EINDCONCLUSIE. 
BEWEEGT EEN MASSAPUNT ZICH VOLGENS EEN 
GEGEVEN PLAATSFUNC TIE LANGS ESN GEGEVEN, 
IN EEN PIAÏ VLAK GELEGEN BAAN, DAN IS 

DE SNELHEID T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 
OP HET TIJDSTIP t SEC. 

DE VECTOR DIE 

1°) IN GROOTTE gelijk is aan 

- ds n m 
v. 
t vdt'op het tijdst.t sec 

A ) 
en 
IN RICHTING SAMENVALT MET DE HALF- 
RAAKLIJN in het baanpunt A^ aan de 
gegeven (kromlijnige) baan. 

/sec 

Opmerking. Bovenstaande eindconclusie komt eigenlijk hier op neer, 
dat DE SNELHEID die een massapunt op een gegeven ogen- 

blin heeft LANGS DE BAAN ds m/sec.) ip^TIEK IS 

MET DE SNELHEID T.O.V. HET BEWEginGSVLAK op dat ogenblik 
en omgekeerd. 
Bij de behandeling van de kogelbaan hebben we bewezen 
(zie Hoofdstuk II par. 2 punt 4 b en c) dat DE RESULTAN¬ 
TE van de snelheidsvectoren v^ en vvT in het baanpunt 
behorende bij het tijdstip t sec. RAAKT AAN de parabool. 
Op grond van bovenstaande eindconclusie zijn we er nu 
zeker van dat deze resultante DE 'WERKELIJKE SNELHEID is 
die het massapunt heeft op het tijdstip t = p sec.,want 
deze resultante is de snelheid t.o.v. het bewegingsvlak 
en blijkens bovenstaande conclusie is deze identiek met 
de snelheid LANGS DE BAAN. 
In de volgende paragraaf zullen we zien, dat DE VERSNEL¬ 

LING LANGS DE BAAN (d2s ^/sec2) ^IET IDENTIEK IS MET DE 

VERSNELLING T.O.V. hbt BEWEGINGSVLAK. 

§ 3. DE VERSNELLING T.O.V, HET BEWEGINGSVLAK 0£ een bepaald tijdstip. 

Punt 1) DE SNELHEIDSVERANDERING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK in een bepaald 
tijdsinterval. 

At+&t 

^t+Êt 

In nevenstaande figuur stelt de kromme lijn 
een willekeurig gekozen, in het vlak van te¬ 
kening gelegen baan voor. 
We beschouwen het geval dat een massapunt 
volgens een gegeven plaatsfunctie langs deze 
baan beweegt; Op het tijdstip t sec..bevindt 
het massapunt zich in het baanpunt Ap en heeft 
dan de snelheid v^; op het tijdstip t + At sec. 
bevindt het massapunt zich in het baanpunt 
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A-b+At en ^iee;2'fc dan de snelheid 

WE VRAGEN NU NaAR DE SNELHE1DSVERaNDERING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 
ia het tijdsinterval van t_^t_+ ,/vt sec. ’ 

De nadruk ligt hier op de toevoeging nT.O.V. HET BE¬ 
WEGINGSVLAK'!. We vragen nu dus NIET naar de snelheids 
verandering LANGS DE MAN. Deze zou zijn 

dus 

v, . , - v, 
in.I* ix in in 

Mt' 
t + At 

m / 
/ sec. 

/ds% ui/ 

(at5t /se0- 

Dit verschil geeft ons alleen de snelheidsverandering 
LANGS DE BAAN TEN GEVOLGE VAN DE SNELHEIDSEUNCTIE LANGS 
DE BAAN; dit verschil zegt niets over de RICHTINGS VER 
ANDERING DIE DE SNELHEIDSVECTOR NOG BOVENDIEN T.O.V. 
HET BEWEGINGSVLaK ONDERGaAT TEN GEVOLGE VAN DE KROM- 
MING VAN DE MAN. 
Dit verschil is dus NIET de gevraagde snelheidsverar¬ 
de ring T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK in het tijdsinterval 
van t t -+ a t sec. 

In de definitie van DE SNELHEIDSVERANDERING T.O.V. HET BEVEGINGS- 
VLAK IN HET TIJDSINTERVAL VAN t-~>p-s-Ét sec. zal dus zowel de veran¬ 
dering van de snelheid t,g.v. de snelheidsfunctie als de richtings- 
verandering t.g.v. de kromming van de baan verdisconteerd moeten 
worden. Om tot deze definitie te komen moeten we de snelheidsvecto 
ren vf; en vp+Ap dus niet alleen zien aLS VECTOREN-LaNGS-DE-BAAN, 
MAAR OOK EN VOORAL ALS VECTÜREN-IN-HET-BEWEGINGSVLAK. 

DE VRAAG NaAR DE SNELHEIDSVERANDERING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK IN 
HET TIJDSINTERVAL VAN t.■>t + Af SEC. IS DUS EEN VRAaG NAAR DE VERAN¬ 
DERING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK VAN DE SNELHEIDS VECTOR IN PIET TIJDS 
INTERVAL VAN t-^t + ht SEC. 

I 
% 

4-A 
/ t 

t.- 
f ‘<1/ ' 

4 / 

At 

vt 

f 

n 
N 5 

La 'Dezr 
Mfi 

\ , 

bv 

Vraag. Welke grootte en richting zou de snel¬ 
he ids vee tor in het baanpunt Ap + Ap gehad heb¬ 
ben als de snelheidsvector in het tijdsinter- 
val van t -1 + b sec. T.O.V. PIET BEWEGINGSVLAK 
GEEN VERHINDERING HAD ONDERGAAN? 

Antwoord. Als er niets verandert blijft alles 
hetzelfdei De snelheidsvector in het baanpunt 
had dan DEZELFDE GROOTTE en DEZELFDE RICHTING 
moeten hebben als de snelheidsvector in het 
baanpunt Ap. 
De in het baanpunt Ap+Ap getekende vector vp 
had dan dus de snelheidsvector in het baanpunt 
Ap + ,ap moeten zijn. 

Vraag. Welke verandering heeft de sneIheidsvec 
tor dus T.O.V. HET BEWEGING3VIAK ondergaan in 
het tijdsinterval van t-^P-i- At sec? 

Antwoord.In het tijdsinterval van t-*>t + At sec. 
is de snelheidsvector overgegaan van de vector 
vp in de vector vp-w\,t 

Vraag. Welke vectoriële bewerking is er nodig 
om van de in het baanpunt Ap ,pp getekende 
vector Vp te komen tot de vector Vp+ Ap? 

Antwoord. ‘We komen vectorièel van^de in het 
baanpunt Ap + /\p getekende vector, vp tot de vec¬ 
tor vp4-/\ps door bij de vector vp een vector 
/Yv op te TELLEN, zó, dat vector vp p_4P ^-e vec 
torsom wordt van de vectoren vp en ,/\V. 

DUS” ^t+At =Tt + 
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Nadere beschouwing van vector zyv. 

In deze vector "2v is zowel de snelheidsverande 
ring langs de baan t.g.v. de snelheidsfunctie 
als de richtingsverandering t.g.v. de kromming 
van de baan verdisconteerd. 
Nevenstaande figuur brengt dit in beeld: {l) 
en (?) zijn twee kromme banen in het vlak van te¬ 
kening die volgens dezelfde plaatsfunctie be¬ 
schreven worden. 

AtAt+At OP baan ® is dus gelidk aan AtAt+At 
op baan (?) , en de grootte van op baan 0 
is gelijk aan de grootte van "v^+&^ op baan (2) 

DE VECTOREN kV ZIJN VOOR DE BANEN 0 en (2) 
ECHTER NIET GELIJK' 

Conclusie. De grootte en de richting van de vector av worden 
bepaalds 

1°) door de snelheidsfunctie LANGS DE BAAN 

2°) door de vorm van de baan. 

Welnu: Deze vector gV» die men dus bij de vector v^ moet OPTELLEN 
oi de vector vp.t..pp tot vectorsom te krijgen, noemt men DE 
SNELHEIDSVERANDERING T.O.V. HET BEWEGINGSVMK IN HET TIJDS¬ 
INTERVAL VaN t -.-t -i- g,t sec. 

DEFINITIE. Onder DE SNELHEIDSVERANDERING T.O.V. HET BMEGINGS 
VLAK IN EEN BEPAALD TIJDSINTERVAL verstaat men 

DE VECTOR 
DIE MEN BIJ DE SNELHEIDSVECTOR AAM HET BEGIN VAN 
HET TIJDSINTERVAL 

MOET OPTELLEN 
OM DE SNELHEIDSVECTOR aAN HET EINDE VAN HET TIJDS 
INTERVAL 

TOT SOMVECIOR TE KRIJGEN. 

Notatie. De snelheidsverandering t.o.v. het bewegingsvlak in het 
tijdsinterval van t-vt-t,At sec. zullen we aanduiden door 
het symbool —> 

t->t A At 

De constructie van gV 
/ t —>t I At 

'uy 

% 

/ 

A >' 
t+ßjt -"Nh+üt 

N3. M! -■■■- -- !' [ : 

NB. !i| 

1°) Bepaal de baanpunten Ap en Ap^..^ 

2°) Bepaal in deze baanpunten de snel 
heidsvectoren vp resp. Vp+Ap. 
Deze raken in de baanpunten aan 
de baan. 

3°) Construeer _in het baanpunt Ap+Ap 
de vector Vp gelijk, evenwijdig 
aan- en gelijk gericht met de 
snelheidsvector Ap. 

4°) CONSTRUEER HET VECTOR-PARALLELO¬ 
GRAM MET: 
i) de ULAt^At aangrijpende vec 

TOR vp TOT ZIJDE, en 
II) DE VECTOR Vp+At TOT DIAGONAAL. 

5°) DE DERDE VECTOR VAN DIT VECTOR- 
PARaLLELOGRAM IS DAN DE GEVRAAGDE 
VECTOR av p _.^.p + A t 
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Conclusie, 
In de figuur op biz. 93 is 

vector .av 
t — :5>t — j~ ,iit 

DE SNELHEIDSVERANDERING T.O.V. HET BEWEGINGS¬ 
VLAK IN HET TIJDSINTERVAL VAN t-^t+j\t sec. 
rant : . 

vT + Av = v. _ , 
t t-.-t-+At 1 

Opmerkingen; a) 

vt + 
AV = V. 

t -t At 
t.xvb -p At 

Uit deze vergelijking volgt 

.AV 
t -3-t -T .At 

r v. t A At 
V. 
t 

We kunnen de snelheidsverandering t.o.v. liet bewe- 
gingsvlak dus ook definiëren ALS HET VEC TONVERSCHIL: 

v. 
t -+■ V. 

t 

Opgave 32. 

At r. 

Snelh.' VECTOR Snelh. Vector 
aan het EINDE aan liet BEGIN 

v.h. tijdsinterval v.h. tijdsinterval 

b) Als DE BAAN RECHT is kan de bepaling van de vector 
Af herleid worden TOT EEN ALGEBRAÏSCH PRO - 
t ■■>{; i- ,;t BLEEM (zie blz. 31» punt 3) 

c) Wij hebben de vector \v genoemd DE SNELHEIDS¬ 
VERANDERING T.O.Vp t^t+ht 
HET BEWEGINGSVLAK IN HET TIJDSINTERVAL VAN t-t+At sec. 

In de eindexamenopgaven wordt de vector pv 
kortweg genoemd; t~^t-+At 
DE SNELHEIDSVERANDERING IN HET TIJDSINTERVAL VAN 
t -vt 4- At sec. 

Als dus in een eindexamenopgave gesproken wordt over 
DE SNELHEIDSVERANDERING IN ESN TIJDSINTERVAL, wordt 
daar ALTIJD moe bedoeld: DE SNELHEIDSVERANDERING 
T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK IN DAT TIJDSINTERVAL, dus 
de vector Bv 

t-At+■ At 

Ao ^ Gegeven: Een massapunt doorlooxit de om- 
.'' trek van de in nevenstaande figuur gete- 

"x^ kende cirkel EENPARIG met snelheid v 9sec. 

\ Gevraagd.: Construeer de vector Êv 
\ voor elk van de volgende Rt 

tijdsintervallen; 

a) O - 

b) 0 —'--L 

c) 0 - 

d) t0- 

Opmerking: 

t-^ sec. 

^2 sec. 

■t7 sec. 
3 

•t-, sec. 
3 

Uit bovenstaande constructies blijkt duidelijk, dat er 
OOK BIJ DE EENPARIGE BEWEGING EEN SNELHEIDSVERANDERING 
T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK KAN OPTREDEN, n.1. ALS DE BAAN 

GEKROMD IS. 
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Vraag; Bij welke beweging treedt er GEEN SNELHEIDSVERANDERING OF? 

Antw.; Wil er geen snelheidsverandering optreden, dan moet de bewe¬ 
ging aan TWEE VÓÓRHAARDEN voldoen; 

1°) DE BAaN MOET RECHT ZIJD 

2°) DE BEWEGING MOET EENPARIG ZIJN. 

CONCLUSIE'; DE EENPARIGE RECHTLIJNIGE BEWEGING IS 
DE ENIGE BEWEGING 

WAARBIJ GEEN SNELHEIDSVERANDERING OP¬ 
TREEDT . 

Punt 2) DE GEMIDDELDE VERSNELLING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK IN EEN BEPAALD 
TIJDSINTERVAL. 

Definitie. 
Onder de GEMIDDELDE VERSNELLING 
T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK IN HET 
TIJDSINTERVAL VAN t-.~t ■+At sec. 
verstaat men 

DE VECTOR DIE 

IN GROOTTE gelijk is aan HET QUO¬ 
TIËNT; 

DE GROOTTE VAN -5v 
t-*-t.t- At m 

7Z At sec 

IN RICHTING samenvalt met de rich 
ting van äv 

t —ä-t + At 

en 

Notatie. De gemiddelde versnelling t.o.v. het bewegingsvlak in het 
tijdsinterval van t.-t ~r At sec. wordt aangeduid door het 
symbool 

Dus; 

3-gem 
t —1 At 

AV 
t -~-»t A- At 

At 
m 

grootte in — 
sec 

Punt 3) HE VERSNELLING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK OP EEN BEPAALD TIJDSTIP. 

Definitie. Onder DE VERSNELLING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 
OP HET TIJDSTIP t sec. verstaat men 

DE LIMIET 
waartoe DE VECTOR VAN DE GEMIDDELDE VERSNEL¬ 
LING T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK genomen over het 
t i j ds int e rval van t.*-t w At sec. 

nadert, als 
At nadert tot NUL. 

Notatie. De versnelling t.o.v. het bewegingsvlak op het tijdstip 
t sec. wordt aangeduid door het symbool 
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Duss 

lim agem = lim 
At —>o t —>t ■+ At At —> o 

V 
t-^t-H At 

At 
grootte in 

m 

sec2 

NB. Bij het bepalen van de vector a-^ moet men dus TWEE LIMIETEN bepalen, 

n.i. j 1o>) De LIMIET VAlsr DE GROOTTE van ägem 
<j t-^-t-V-At 

! 2°) De LIMIET VAN DE RIGHTING van a|em 
L t-^-t-+At 

In zijn algemeenheid is dit probleem voor ons onoplosbaars wij kun¬ 
nen deze limieten slechts bepalen voor BIJZONDERE GEVALLEN, n.1. 

1°) ALS DE BAAN RECHT IS. Dan is at = ^-4 m/sec2 
- dt2 

2°) BIJ DE EENPARIGE CIRKELVORM!GE BEWEGING. 

3°) Bij de KOGELBAAN. 

§ 4. DE EENPARIGE CIRR 5LV0RMIGE BEWEGING. 

Punt 1) De_ snelheid langs de baan en de hoeksnelheid. 

( V 

ƒ 
/ 

\ 

\ 

„wc\ 
R 
_j. V 

We beschouwen nu de beweging van een massa- 

puuit dat de omtrek van een cirkel EENPARIG 
doorloopt, d.w.z. in gelijke tijdsdelen bo¬ 
gen van gelijke lengten aflegt. De plaats- 
functie van het massapunt langs de cirkel¬ 
omtrek is dus een lineaire functie van de 
tijd. 
De snelheid van het massapunt is op ieder 
ogenblik gericht langs de halfraaklijn in 
het momentele baanpunt aan de cirkels 

DE SNELHEIDSVECTOR VERANDERT T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK DUS VOORTDU¬ 
REND VAN RICHTING; OMDAT DE BEWEGING EENPARIG IS VERANDERT DE SNEL- 

HEIDSVECTOR ECHTER NIET VAN GROOTTE. 

Gegevens De straal van de cirkel is R meter; de omloopstijd (d.i. 
cCë tijd die het massapunt nodig heeft om de cirkelomtrek 
te doorlopen) is T sec. 

Gevraagds a) Hoe groot is de snelheid langs de baan? 

Oplossings De omtrek van de cirkel is 2’J“R meter. Deze wordt in 
T sec. èèn keer eenparig doorlopen. 

Dus 
omtrek ® 
omloopstijd 

27TR m 
T 

/ sec. 

Dus v 
m 
/ sec. 0 

Opmerking. Deze snelheid langs de baan noemt men ook 
wel de LINEAIRE SNELHEID. 

Gevraagds b) Stel, dat het massapunt zich ten tijde t r 0 in het 
punt O van de cirkelomtrek bevindt, bepaal dan 
de baancoordinaat langs de cirkelomtrek op het 
tijdstip t sec. 

Antwoord. s.,_ = vt meter. - o 

dus. 2 'K R 
3t 

.t meter. 



97 

Gevraagd; c) Bepaal het aantal RADIALEN van de middelpuntshoek cA t 
die DE VOERSTRAAL (d.i. de straal van de cirkel die 
vanuit het middelpunt M wijst naar de MOMENTELE PLAATS 
van het massapunt op de cirkelomtrek) heeft beschreven 
in het tijdsinterval van 0.--t sec. 

Oplossing: 

*t = 
'0At 
S 

2 KR 
T 
R 

t 21t 
T 

t radialen 

Dus; 

2 Hf 
cA^ ~ —y-.t rad. 

Gevraagd; d) Wat stelt de factor y in de vergelijking (2) voor? 

Antwoord. Uit vergelijking (A) volgt, dat de middel¬ 
puntshoek «rt-fc een LINEAIRE functie is van de tijd; De 
middelpuntshoek neemt dus EENPARIG TOS en wel MET 4r 
rad. PER SECONDE. 

De factor ^ in de vergelijking (£) stelt dus DE TOE¬ 
NAME VAN DE1 MIDDELPUNTSHOEK (uitgèdrukt in radialen) 
PER SECONDE voor. 
welnu; DEZE TOENAME PER SECONDE van de middelpuntshoek 

noemt men DE HOEKSNELHEID van het massapunt. 

Definitie. Onder DE HOEKSNELHEID van een massapunt dat de 
omtrek van een cirkel eenparig doorloopt ver¬ 

staat men DE T0ENAME pER SECONDE 

van de door de voerstraal beschreven MIDDEL - 
PUNTSHOEK. 

Notatie. De hoeksnelheid wordt aangeduid door de griekse letter 
omega co 

De dimensie van de hoeksnelheid is 
rad. 
sec. 

I Conclusie. Doorloopt een massapunt de omtrek van een cirkel 
eenparig met omloopstijd T sec., dan heeft het 
massapunt de HOEKSNELHEID 

i 'i - 2TE* rad. 

Gevraagd; e) Welk verband bestaat er dus tussen o\p en oo ? 

Antwoord. ......7 

; (A^. = M .t rad. (4) 

Gevraagd; f) 'Welk verband bestaat er tussen de lineaire snelheid 
v en co ? 

Oplossing. „ _ 2‘7fR _ 2'TC ^ -r, m./_ 
V— fp — • R / SGC • 

v = AJ .R m/sec. | (J) 

Dus; 
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Opmerkingen. <*) De vergelijkingen © t/m Pj) moeten onvoorwaarde¬ 
lijk van buiten gekend worden. 

A) Dat de voerstraal in ieder tijdsinterval van een 
seconde een middelpuntshoek van radialen lue - 
schrijft, kunnen we ook aldus inzien: 
In T sec. beschrijft de voerstraal een hoek van 
2 It rad. 2^ 
Dus in èèn seconde een hoek van rad. 

<Y) Vergelijking (2) luidt: 

27T 
*^t ~’ fp t rad. 

Door differentiëren vinden we: 

d<*t _ 27T rad. 
dt I sec. 

Dus: 

w 
d<* rad, 
dt sec. 

Punt 2) De snelheidsVERANDERING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK) in een bepaald 
tijdsinterval bij de eenparige cirkelvormige beweging. 

/ 

At £> vt 

' 

- .; .l,At+üt ® .©t 
; ::: /tikhFd '/V / '>**? ~ 

■ ' 'E' ' © 

ik ::: t: 

Mi 
'w 

j Af 
V// 

V, t+/>t 

evenwijdig 

© 

Gegeven: Een massapunt voert een EENPARIGE BEWEGING uit langs de 
omtrek van de in bovenstaande figuur getekende cirkel waar¬ 
van de straal R meter is. 
Op het tijdstip t sec. bevindt het massapunt zich in het 
baanpunt en is de snelheidsvector v*t; op het tijdstip 
t+At sec. bevindt het massapunt zich in het baanpunt 

. en is de snelheidsvector vl , , , . __ 
Omdat; de beweging eenparig is, is17on grootte van v^ GELUK 
aan de grootte van v^.+ 

Gevraagd: a) Construeer de SNELHEIDSVERANDERING (T.O.V. HET BEWË- 
GINGSVLaK) in het tijdsinterval van At sec. 

Constructie. de figuur; volg de nummers. 
Av is de gevraagde snelheidsveran- 
t-^t + At dering in het tijdsinterval 

t'-a-t-rdt sec. 

Opmerking. De ervaring leert, dat het niet overbodig 
is om er nogmaals op te wijzen, dat er ook bij een een¬ 
parige cirkelbeweging een snelheidsverandering T.O.V. 
HET BEWEGINGSVLAK optreedt’ 

Gevraagd s b) 
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Gevraagd» b) DE GROOTTE van vector a"v ALS FUNCTIE VAN v, R 
en Ak (zie figTT t-^t + At 

Oplossing. De gearceerde driehoeken in bovenstaande 
figuur zijn gelijkvormig volgens het geval (ZHZ), want 
het zijn twee gelijkbenige & a met gelijke tophoeken. 

Duss u\v : Ak = v s R 
t-> t At 

Dus % f.-.-...-_______-.-...— 

! z\v = p . Ak m/sec. 
! t~>t4-At A 

Opmerking; De grootte van Ak kunnen we berekenen met 
behulp van de cosinus-regel; 

/ja =W. At rad. 
t ~-‘t + At 

Gevraagds c) De RICHTING van vector av 
t -.>t +■ A t 

Oplossing. In voorgaande figuur zijn de met een -a ge¬ 
merkte hoeken aan elkaar gelijk. 
Dus [_ B-> = 2,1* 
Daar bij twee evenwijdige lijnen gesneden door een der 
de de overeenkomstige hoeken gelijk zijn, volgt 

L. B = Z # + L o 
Dus j Z_* + Z-0-2.Z_* 
Dus: L o = /_* 
De halflijn A, A, 4 i is dus bissectrice van , 
en staat dus ^loodrecht op de lijn (J) en dus ook lood 
recht op .av 

t -*-t + At 
Dus; 

v" _Lde baankoorde A^A^ + a^. j 

Conclusie uit a), b) en c). 

At vfc 

,//A _>3 

\ \ 
ff ! p 

a Hj- i <, 

vr / \ 
h./.-...' 

De vector Av is de SNEL- 
1 t -~>t.f At 
p^nw. HEIDS verandering (t.o.v, het 

BEWEGINGSVIAK) in het tijdsin¬ 
terval van t ~t •. \t sec. 

v 
t —>-t + At <. 

GROOTTE XV 
t->t + At 

= g Ak m/sec. 

RICHTING Äy J_baankoorde 
t^t4-3 AtAt+At 

f 

Opmerking. Uit bovenstaande figuur volgt, dat de lijn A, L/A^.A^ 
DE DRAGER is van de vector “jv* ' ^ 

t ~>t ■+ At 
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Punt 3) DE GEMIDDELDE VERSNELLING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK) IN HET TIJDS- 
INTERVAL VAN At sec. bij een eenparige cirkelvormige beweging. 

agem 
t-*t-t- At 

AV 
t ~»t H- At 

At 

GROOTTE agem - — • -r+r 
- t->t -+- Et R ^ 

v Ak m / „„„2 
Vsec£ 

RICHTING agem is GELIJK GERICHT met 3# 
t ->t -+• At t~>t -i-At 
dus; 

agem _L baankoorde A^A^^ ^ 
t-4+ ,\t ^ 

Punt 4) DE VERSNELLING (T.O.V, HET BEWEGING SVLaK) OP ffiDT TIJDSTIP t sec. 
bi,j de eenparige cirkelvormige beweging. 

a^_ = lim 
At -r- O 

AV 
t -i>t -+ A t 

At 
Grootte in 

m 

sec£ 

We moeten dus TWEE LIMIETEN bepalen! 

1°) DE LIMIET V.D. GROOTTE van 

AV ' 
t -t At 

Oplossing. 
At 

a, = lim 

At ~>o 

= lim 
At-s-O 

AV 
t-^-t-l- At 

At 

v Ak 
R * et 

= . lim 
R ,, 

At->0 

Am 

* At 

V 
R . lim 

At-->o 

Ak as 
AS ° At 

2°) DE LIMIET V.D. RICHTING van 

W. 
t —-~t ■+ At 

At 

A \ 

ƒ /3>.4^t+At 

■ t^+At / s 

Ü - / - ^ 
av H n+üt 

A t-jt+et 

V 
R 

lim 

kt ->o 

Ak 

as 
lim 
kt "O 

,.as 
kt 

We lhu; 
'\k 

lim = 1 (zie wiskunde) 
At -^o ^ 

lim 
kt ->0 

AS 
At lim 

At • -O 

v. At 
At 

V 

Dus s 
a 
t 

1 v = 
v£ m 
R 

/sec2. 

ägem staat loodrecht op de 
t ~^t -+ At baankoorde A^A^. 

VOOR IEDERE WAARDE VAN At. 

Als dus At-^o blijft ägem 
loodrecht staan op t->t-+At 

de bijbehorende baankoorde A^A^ ^ 

'Welnu; Als At->o nadert de half- 
lijn ^ tot de halfraak- 
lijn in . het baanpunt A^ 
aan de cirkel. 

Conclusie. Conclusie. 

at = 
v2 

R 

m 
/ sec^ 

a3j! L. de half raaklijn in het 
baanpunt a. en is naar 
M TOE gericht. 

Opmerkingen. 

<*) Het rechter-lid van boven¬ 
staande vergelijking is geen 
functie van de tijd; at heeft 
dus op ieder ogenblik dezelf¬ 
de vaarde. 
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NB 

NB 

NB 

NB 

§ 5. 

Punt 1) 

/s) a.j. is de vierde evenredige van 
R, v en V. 
We kunnen at dus CONSTRUEREN 
met behulp van een evenredig¬ 
heids constructie. 

Gegevens t_Z 

Gevraagds a 

Constructie; 

R s v = v : a 

R V 

Doorloopt een massapunt de omtrek 
van een cirkel met straal R meter 
EENPARIG met snelheid v m/sec,dan j 
heeft het massapunt op ieder ogen j 
blik T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK een i 
NAAR HET MIDDELPUNT VAN DE CIRKEL 
TOE gerichte VERSNELLING waarvan 
DE GROOTTE gelijk is aan 

a = m/sec2. 

CONCLUSIE-.- 

v .V 

: / 
i / 
\t fa 

a 

-g- A 
Q. /f\ 

—=*. 
a 

v if 

Deze formule moet onvoorwaardeli.jk ''van buiten:! gekend worden. 

Opmerkingen. 

(h) De versnelling a staat dus op ieder ogenblik LOODRECHT OP DE MO¬ 
MENTELE SNELHEIDSVECTOR. De versnelling heeft dus GEEN INVLOED 
OP DE GROOTTE VAN DE SNELHEID LANGS DE BAAN, MAAR WEL OP DE 
RICHTING VAN DE MOMENTELE SNELHEIDSVECTOR IN HET BEWEGINGSVLAK 
deze versnelling doet het massapunt de cirkelomtrek doorlopen. 

DEZE VERSNELLING HEETs DE CENTRIPETALE VERSNELLING. 

fi) Deze centripetale versnelling wordt veroorzaakt door EEN VAN 
BUITENAF OP HET MASSAPUNT WERKENDE KRACHT, die het massapunt 
dwingt om OP DE CIRKELOMTREK TE.BLIJVEN. 

DEZE KRACHT NOEMT MEN DE CENTRIPETALE KRACHT. 

DE VERSNELLING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK) OP EEN BEPAALD TIJDSTIP 
BIJ DE KOGELBAAN. 

DE SNELHBIDSVBRANDERING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK) in het tijdsin- 
terval van t~^t+ mt sec. 

Henric van Veldeke College 
Maastricht. 
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Punt 1) DE SNELHEIDSVERAEDERING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK) in het tijds¬ 
interval van t -k: +.At sec. • 

Nevenstaande parabool is de baan 
van een kogel die met een begin- 
snelheid v£es onder een /_ (A met 
de horizon vanuit het punt 0 
wordt op geschoten. 
Het schema van de bewegings- en 
snelheids vergelijkingen is dus % 

X-richting ï-richting & 

Xt=|vx;.t m. Yt= + kJ |t - i |g[ V m. 

vo= ivx:,11/sec 
m m 

/ sec. 

Stel, dat de kogel zich op het tijdstip t sec. in het baanpunt Ap 
bevindt en op het tijdstip t + At sec. in het baanpunt 

Gevraagds a) Construeer de snelhei dsve c tor en v^ en vj. +. ^ 

Constructie % De snelheidsvectoren Vj_ en ^4.. A-fc ra^en 
in de baanpunten resp. A^ +, ^ aan de parabool en 
hebben zo’n grootten dat hun X-componenten dezelfde 
grootte hebben als de X-component van v^es, dus gelijk 
zijn aan vx. (Zie ook blz. 78, vraag dj 

Gevraagd 1 b) Construeer de vector z„v = v',. , ,. - T, 
n , , . ... t -s-t + At t ~r t 
Constructie ; zie lig. 

Gevraagd; c) Wat valt er te zeggen over de richting van Tv 

Antwoord. Omdat de vectoren v^ en v^_ + ^ deïeifdfc 'c 
X-component hebben, moeten de punten.T.B, C en D op 
EEN rechte lijn BD liggen DIE LOODRECHT STAAT OP DE 
X-as. 
Daar de vector (Tv evenwijdig loopt aan de rich- 

t.~>t -r At ^ 
ting B- :>D volgt, dat de vector aSr % 

t ->t + At 
lu) loodrecht staat op de X-as en 

2°) naar beneden gericht is. 

r..... ...........*.. ' .. .............1 

I Conclusie; Vector Tv loopt evenwijdig j 
t ->t •+ zit 

aan- en is gelijk gericht met de NEGATIEVE 
Y—as en loopt dus ook evenwijdig aan- en is 
gelijk gericht met de symmetrie-as van de 
parabool. 

Gevraagd; d) Waar is vector /\v dus aan gelijk? 

Ant v/oord; ^ + ^ 

lv = BD = BC + CD = - v7 + 
t-^t-t At 

v 7 
t ■+ At 

Dus; 
Tv 
t.^t i- At 

V y 
t ~4~ At 

- 

Conclusie; Vector av is de verschil- 
t -'-^t -+ At 

vector VAN DE Y-COMPOHENTEN van de snelheids 
vectoren op de tijdstippen t + At en t sec. 
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Gevraagd; e) Daar deze Y-componenten op èèn lijn liggen kunnen we 

dit vectorverschil herleiden tot een algebraisch pro¬ 
bleem. 
Waar is de ALGEBRAÏSCHE WAARDE van £v>t -i-nt GPii gelijk? 

Antwoord. 

Welnu; 

AV 

t.*-t + At 
■ hl ^ - h m /sec. 

v^+At = + jvjl - isI (t+At) = + vj - jg| t - jgj At m/sec. 

y ' Ti , ■ , 
vr = + ivJ > - igi t 
t o • 

- vj = = - jg| At '/sec. 

Dus; 

, m / 
av = - |gj nt /sec. 
t —>t + At 

Het - teken geeft aan, dat av evenwijdig loopt 
aan- en gelijk gericht is t—-t + At 
met de - ï-as, dus dezelfde richting heeft als g. 

Punt 2) De GEMIDDELDE VERSNELLING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLaK) in het tijds¬ 
interval van t-^-t-4- et sec. 

av"3*" 

agem = grootte in m/sec2 
t— t+At A 

Uit punt 1), vraag e) volgt nu; 

grootte Agem = = jgj /sec^ 
agem t-^t~+- At " 

j- .. i ^ -J— 

richting evenwijdig aan-^ en gelijk gericht 
met de vector'g. 

Punt 3) DE VERSNELLING (T.O.V 

a, = lim 

Uit punt 2 volgt; r 

Hieruit volgt, dat 

_ HET BEWEGINGSVLAK) OP HET TIJDSTIP t sec. 

a-gem grootte in m/sec3 
O t-^t4 At 

grootte a^_ = jgj m/sec2 

a, heeft dus op ieder ogenblik de 
waarde jgj . 

richting evenwijdig aan- en gelijk gericht 
met de vector van de valversnelling 

g 
—g.» 

S g 

CONCLUSIE. Bij het beschrijven van dc kogelbaan is de 
VERSNELLING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK) OP 
IEDER OGENBLIK IN GROOTTE EN RICHTING GE¬ 
LIJK AAN DE VALVERSNELLING. 

Opmerkingen, c*) Bij de kogelbaan treedt dus geen andere versnelling 
op dan de valversnelling. 
Dit is achteraf beschouwd ook vanzelfsprekend; Een 
versnelling wordt immers altijd veroorzaakt door 
een kracht en tijdens het beschrijven van de kogel¬ 
baan werkt op de kogel slechts ÉÉN kracht n.1. de 

zwaartekracht, 
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/O Bij de op blz. 79 besproken parabolische baan is 
de versnelling t.o.v. het bewegingsvlak op ieder 

ogenblik evenwijdigjaan- en gelijk gericht met de 
versnellingsvoctor a. 

§6. DE VERSNELLING (T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK) OP EEN BEPüALD TIJDSTIP 
bij een WILLEKEURIGE KROMLIJNIGE BEWEGING. 

Punt 1) De begrippen NORMALE- en TANGMTIBLE VERSNELLING. 

( 

In nevenstaande figuur stelt de krom_ 
me lijn een willekeurig gekozen baan 
in het vlak van tekening voor die door 
een massapunt doorlopen wordt volgens 
een willekeurig gekozen plaatsfunctie. 
Op het tijdstip t sec. bevindt het mas¬ 
sapunt zich in het baanpunt A^. 

Stel, dat de versnelling t.o.v. het 
bewegingsvlak op dat tijdstip wordt 
voorgesteld door de vector Hf Bij de 
eenparige cirkelvormige beweging stond 
de zo vector ap op ieder ogenblik lood¬ 

recht op de baan; bij een beweging met willekeurige plaatsfunctie 
zal de vector ap NIET op ieder ogenblik loodrecht staan op de baan 
(zie b.v. de kogelbaan) 
WE GAAN NU VECTOR at ONTBINDEN IN TWEE COMPONENTEN en wel in EEN 
COMPONENT LANGS DE RAAKLIJN IN HET BAANPUNT A+- AAN DE BaAN en EEN 
COMPONENT’ LANGS DE NORMAAL IN HET BAANPUNT At LOODRECHT OP DE BAAN. 

Benaming. De component LANGS DE RAAKLIJN noemt men DE TaNGENTIBLE 
VERSNELLING OP HET TIJDSTIP t sec. Deze wordt aangeduid 
door het symbool ~tang 

at 
De component LANGS DE NORMAAL noemt men DE NORMALE VER¬ 
SNELLING OP HET TIJDSTIP t sec. Deze wordt aangeduid 
door het symbool ’"'norm. 

af 
Dus i 

tang. . „norm. 
“ at + at 

Punt 2) De natuurkundige betekenis van du normale- en de tangentiële ver¬ 
snelling. 

De versnelling t.o.v. het bewegingsvlak is dus op ieder ogenblik de 
somvector van de momentele tangentiële versnelling en de momentele 
normale versnelling. 
In de hogere mechanica wordt bewezen, dat deze versnellingen ieder 
een eigen rol spelen bij de beweging van het massapunt langs de 
gegeven kromme baan volgens de gegeven plaatsfunctie. 

a) De rol v.d. tang.versnelling. 

De tangentiële versnelling 
zorgt voor DE VERANDERING VAN 
DE GROOTTE VAN DE LINEAIRE 
SNELHEID, dus voor DE SNEL- 
heidsverandering LANGS DE BAAJ. 
In de hogere mechanica wordt 
bewezen, dat 

a. 
tang 
t 

lim 
o 

Vt ~K4t vt m,< p 
-Kt- /sec2 

m.a.w. 

a^e. llm 
Ht O 

,AV 
ta>t At 

Zit 
% 2 / secc 

b) De rol v.d, norm.versnelling. 

De normale versnelling zorgt 
er voor, DAT HET MASSAPUNT DE 
GEGEVEN KROMME BAAN VOLGT. 
De normale versnelling wordt 
altijd veroorzaakt door een 

UITWENDIGE DRUKKRACHT. 
In de hogere mechanica wordt 
bewezen, dat de normale ver¬ 
snelling gelijk is aan 

! norm 
I at 

w2 
R 
't 

m, p 
/ sec^ 
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dus; 

tang dv 
at - dt 

2 
d s ra 

dtc 
/sec 2 

I 
i 

I Conclusie. Men vindt de tangen 
tiële versnelling als functie 
van de tijd, door de snelheids 
functie te differentiëren naar 
de tijd. 

b*v,st=5t7-8t3+5t2-t meter 

vt=35t6-24t2+lot-l m/sec. 
atang_210t5_48t+10 m/sec2 

NB, Een EENPARIGE BEWEGING, onver 
schillig of deze recht- of 
kromlijnig is HEEFT NOOIT EEN 
IANGENTIELE VERSNELLING. 

Hierin is vp de lineaire snel¬ 
heid op het tijdstip t sec. en 
R-k de straal van de cirkel die 
op het tijdstip t sec. i:het 
best past bij de kromming van 
de baan1'. 
In de hogere mechanica heeft 
men een formule om Rp te be¬ 
rekenen. 
<A) Is de baan een cirke 1, dan 

is de straal van deze 
cirkel. 

/s) lä de baan een rechte lijn, 
dan is R^ 11 oneindig groot11. 

In dit geval is dus aaorm= 0 

Hieruit trekken we twee concl.; 

1°) Een RECHTLIJNIGE BEWEGING 
heeft NOOIT een NORMALE 
VERSNELLING. 

2°) Bij een RECHTLIJNIGE BEWE 
GING is de tangentiële 
versnelling tevens DE ver 
snelling (t.o.v. het be- 
wegingsvlak). 

Op blz. 40 hebben we er dus 
terecht op gewezen dat de daar 
behandelde theorie over de ver 
snelling alleen geldig v/as 
voor de rechtlijnige beweging. 

§ 7. Een betere definitie van de eenparig veranderlijke beweging. 

Definitie. Een beweging heet eenparig veranderlijk als de 
TANGENTIELE VERSNELLING CONSTANT IS. 

De plaatsfunctie is DAN en SLECHTS DAN een veelterm van de twoede 
graad. DE VORM VAN DE BAAN DOET DAARBIJ NIETS TER ZAKE. 

Opgave 33- Gegevens s+. = v^t + meter. 
11 - - , - ■ ■ 13 U 

Gevraagd; 1°) Wat stelt deze vergelijking voor? 

Antwoord; de plaatsfunctie van een eenpa¬ 
rig veranderlijke beweging. 

2°) Zegt deze vergelijking iets over DE VORM 
van de baan? 

Antwoord; NIETS. 
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3 ) Wat stelt a voor als de baan RECHT is? 

Antwoord; a stelt in deze plaatstunctie 
ALTIJD de 1ANGENTIELE VERSNEL¬ 
LING voorï als de baan RECHT is, 
is a tevens DE versnelling (t.o. 
v. het bew. vlak) 

4°) Lat stelt a voor als de baan krom is? 

Antwoords Dan is a alleen maar DE TANGEN- 
TIELE VERSNELLING. 

5°) Hoe vinden we bi,j een kromlijnige bewe¬ 
ging de versnelling (t.o.v, het bewegings- 
vlak) ojd een bepaald tijdstip? 

Ant v/oord s 

- „tang . -honn 
at " at + at 

(grootte in m/sec2) 

§ 8. De cirkel vormige beweging met WILLEKEURI GE PLAATSEUNCTIE. 

We beschouwen nu het geval dat een massa- 
0 punt de omtrek van een cirkel (straal R 

meter) doorloopt volgens een gegeven 
plaatsfimctie ^ = f(t) meter. 

Op het tijdstip t sec. bevindt het massa- 
punt zich in het baanpunt A^. 
Op dat ogenblik is; 

/ \ 

AAt 

n A\ 

Vt = 

en 

ds m 
dt 

d2s 

dt" 

/sec. 

m 
/sec 2 

Gevraagd; 1 ) De middelpuntshoek ^ uitgedrukt in radialen. 

Oplossing. 

0) *t = 
ft 
R 

rad. 

Gevraagd; 2°) De hoeksnelheid op het tijdstip t sec. 

Antwoord; We moeten eerst definiëren wat men bij een 
willekeurige cirkelvormige beweging verstaat onder de 
hoeksnelheid op een bepaald tijdstip. 
Bij de eenparige cirkelvormige beweging hebben we ge¬ 
zien, dat 

rp = 
dd rad. 

(zie blz. 98) dt sec. 
Analoog hieraan definieert men bij een willekeurige 
cirkelvormige beweging de hoeksnelheid op een bepaald 
ogenblik als de algebraïsche waarde VAN DB EERSTE AE- 
GELEIDE VAN /dt NAAR DE TIJD op het beschouwde ogen¬ 
blik: 
Dus; 

<p t 
_ ^rtt rad. 

dt sec. 

Gevraagd; 3°) Bereken 

Oplossing; 

Wt = -dt 
d0^t _ _d^ftx _ 1 

" dt^ R ' ~ R 
dst 
dt 

1 Tr rad. 
r,vt IX sec. 

Dus: 

Of; 

v_t = (P^.R m/sec © 
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Conclusie uit (5) . Men vindt de hoeksnelheid op een 
bepaald tijdstip door de algebraïsche waarde van de 
lineaire snelheid op dat tijdstip te delen door de 
straal van de cirkel. 

Conclusie uit (4) . Men vindt de lineaire snelheid 
op een bepaald tijdstip door de algebraïsche waarde 
van de hoeksnelheid op dat ogenblik te vermenigvuldi¬ 
gen met de straal van de cirkel. 

Gevraagd; 4°) Wat verstaat men onder de HOEKVERSNELLING op het tijd 
stip t sec. 

Definitie. Onder de HOEK VERSNELLING op het tijdtsip 
t sec. verstaat men de algebraïsche waar¬ 
de VAN DE EERSTE AFGELEIDE VAN 60 t NAAR 
DE TIJD op het tijdstip t sec. 

Notatie. De hoekversnelling op het tijdstip t sec. 
wordt aangeduid door het symbool cu-. 
Dus; 

© 

Gevraagd; 5°) Bereken q^. 

Oplossing. 

n _ dwt d.vt _ i dvt 
qt “ dt ~ dt^R ; D 

a. 
tang 

_ t 
R d R 

Dus: 

of; 

a. 
tang 
t 

qt ” R 
rad. 

sec 2 

a. 
tang 
t = qt.R m/sec2. (7) 

rad. 
-V sec^ 

Conclusie uit (6) . Men vindt de hoekversnelling op 
een bepaald tijdstip door de algebraïsche waarde van 
de tangentiële versnelling op dat tijdstip te delen 
door de straal van de cirkel. 

Conclusie uit (/) . Men vindt de tangentiële versnel¬ 
ling op een bepaald tijdstip door de algebraïsche 
waarde van de hoekversnelling op dat ogenblik te ver¬ 
menigvuldigen met de straal van"de cirkel. 

SAMENVATTING. 

st = f(t) meter 

ds m 

4 - 
rad. 

vt " dt 
/ sec —= 

vt rad 

a 
tang _ Ivt m / 2 

/sec t dt 

st 
R 

dr/t 
dt “ R 

dot atang rad 
dt R 

/sec. 

/ sec2 

Algemene Conclusies Men vindt een grootheid van de middel¬ 
puntshoek door de overeenkomstige groot 
heid van de omtrek te delen door de 
straal van de cirkel. 



108. 

HOPE D S T U K IV. 

DE LEER DER KRaCHTSN. (DYNAMICA) 

1. KRACHT m MASSA. 

De leer der krachten is opgesteld door Newton. 

Isaac Newton;* 1642 Woolsthorpe, t 1727 Londen; de grootste 
natuurkundige en een der grootste wiskundigen van alle tij¬ 
den; deed in 1686 zijn PHILOSOPHIES NäTURALIS PRINCIPIA MA¬ 
THEMATICA het licht zien. Het bevat de grondslagen der DY¬ 
NAMICA, de toepassing (met gebruik van zijn Hf luxietheorie", 
d.i. differentiaal en integraalrekening) op hemel-mechanica, 
aardse mechanica, getijden-theorie, daarnaast hydrodynamica 
en geluidsleer. Nooit is voo rdien of daarna door èèn man 
zoveel nieuws aan fundamentele concepten en gedetailleerde 
uitwerking tot ons physisch wereldbeeld bijgedragen. Zover 
schreed hij voort, dat het meer dan honderd jaar duurde 
voor de kennis der natuur opnieuw een stap vooruit ging? 
Van 1669 - 1694 hoogleraar te Cambridge. Het hoogtepunt 
valt van 1684 - 1686, toen hij zijn PRINCIPIA schreef. Na 
deze bovenmenselijke inspanning ondervond hij een ernstige 
terugslag; hij werd in 1692 ziek en was na toe aan 
een volledige instorting. 
In 1696 werd hij, bij wijze van officiële erkenning van 
zijn verdiensten, WARDEN OF THE MINT, drie jaar later 
MASTER OF THE MINT. Hij vestigde zich toen te Londen; 
Van 1703 tot aan zijn dood PRESIDMT OF THE ROYAL SOSIETY. 
In 1704 publiceerde hij zijn lichttheorie. 
Hij is nooit gehuwd. In zijn latere jaren was hij zeer wel¬ 
gesteld (Kronig) 

Newton heeft voor de leer der krachten DRIE HYPOTHESEN opgesteld. 
Deze hypothesen zijn in de loop der eeuwen op een dermate evidente 
wijze door de ervaring bevestigd dat men tegenwoordig spreekt van 
de DRIE WETTM VAN' NEWTON. 

I) De eerste wet van Newton. 

Deze wet luidt; Is een massapunt geheel AM ZICHZELF OVER¬ 
GELATEN, dan is dit massaount óf IN RUST, 
of het heeft een EENPARIGE RECHTLIJNIGE 
BEWEGING. 

Wat zegt de ze wet eigenlijk? 

Antwoord. Uit de bewegingsleer weten we, dat de EENPARIGE RECHTLIJ¬ 
NIGE BEWEGING de ENIGE BEWEGING is waarbij GEEIT VkRSNEL- 
LING optreedt. 
In de toestand van blijvende rust treedt vanzelf geen 
versnelling op. 
De eerste wet van Newton zegt dus, DAT EEN MASSAPUNT AAN 
ZICHZELF OVERGELATEN GEEN VERSNELLINGKAN HEBBM. 

De nadruk ligt hier op '"HET NIET KUNNEN HEBBEN“. Dit 
houdt in, dat een massapunt aan zichzelf overgelaten OOK 
NIET IN STAAT IS OM ZICHZELF EEN VERSNELLING TE GEVEN; 
het kan ZICHZELF dus niet IN BEWEGING BRENGEN en het kan 
UIT ZICHZELF niets veranderen aan de grootte eII7of rich- 
ting van zijn snelheid. Daarom noemt men deze wet ook wel 
DE VET DER TRAAGHEID OF INERTIE. 

Toch leert de ervaring dat een massapunt in beweging gebracht kan 
worden en dat er bewre gingen zijn waarbi j tangent ië Ie of normale 
versnellingen optreden. 
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HOE WORDEN DEZE VERSNELLINGEN VEROORZAAKT? 

Antwoord. Daar een massapunt ZICHZELE GEEN VERSNELLING KAN GEVEN, 
moet het zijn eventuele versnelling GEKREGEN HEBBEN, en 
wel ALS GEVOLG VAN DE WERKING VAN EEN BUITEN HET MASSA¬ 
PUNT BESTAANDE OORZAAK. 

ZO'N OORZiAK, 
PUNT TOT 

WAARVAN DE WERKING OP HET MASSA 

GEVOLG 
HEEFT DAT EET MASSAPUNT EEN VERSNELLING KRIJGT, 

NOEMT MEM IN DE MECHANICA EEN 

KRACHT. 

Let wel, de mechanica laat er zich niet over uit, wat een 
kracht IN WEZEN IS; ze zegt alleen wat HET GEVOLG IS als 
een kracht op een massapunt werkt. 

Definitie; EEN KRaCHT IS DE OORZAAK VAN EEN 
VERSNELLING. 

Als een massapunt dus een VERSNELLING heeft, werkt er OP 
dit massapunt EEN KRACHT, en als er op een massapunt een 
(resulterende) kracht werkt, heeft dat massapunt een VER¬ 
SNELLING. 

CONCLUSIE. EEN VERSNELLING KAN ALLEEN EN UIT 
SLUITEND VEROORZAAKT WORDEN DOOR 
EEN KRACHT. 

Opmerking. Het ligt voor de hand om te vragen of dit NATUURKUNDIGE 
KRACHTBEGRIP hetzelfde is als het krachtbegrip dat we 
hebben uit het dagelijkse leven. 
Het antwoord op deze vraag is bevestigend; jaj De eerste 
notie van het krachtbegrip kregen we toen we als kleuter 
onze SPIERKRACHT ontdekten. We dachten ons toen echter 
de kracht alleen maar als oorzaak van BEWEGING en niet 
als oorzaak van VERSNELLING. 
DE MECHANICA HEEFT HET uVOOR-WETENSCHAPPELIJKEV! KRACHT¬ 
BEGRIP ALLEEN MAAR GEZUIVERD VAN VALSE VOORSTELLINGEN; 
ze leert ons wat kracht WEL is n.1. OORZAAK VAN VERSNEL¬ 
LING. 

II) De tweede wet van Newton. 

Deze wet legt verband tussen EEN KRACHT ALS VECTOR en DE VERSNEL¬ 
LING (die een gegeven massapunt krijgt t.g.v. de werking van deze 
kracht) ALS VECTOR. 

De tweede wet van Newton luidt; 

! 1°) DE RICHTING VAN DE KRACHT VALT SAMEN MET DE RICHTING 
j VAN DE VERSNMUlM die een massapunt t.g.v. de wer¬ 

king van de la?acht krijgt. 

1 2°) DE VERHOUDING VAN DE GROOTTE VAN DE KRACHT EN DE 
| GROOTTE VAN DE VERSNELLING t.g.v. deze kracht heeft 
. VOOR EENZELFDE MASSAPUNT 
i ALTIJD, OVERAL EN ONDER ALLE OMSTANDIGHEDEN 
i DEZELFDE WAARDE, MITS de kracht en de ver- 
i snelling MET CONSTANTE EENHEDEN gemeten wor- 
1 den. 

Notatie; Een kracht wordt aangeduid met de letter F (force) 



110. 

Uit 2°) volgt dus; 

NB 

NB 

NB 

t;, ALTIJD 
| = CONSTANT VOOR EENZELFDE MASSAPUNT OVERAL i.h. HEELAL 

ONDER ALLE OMSTAN¬ 
DIGHEDEN 

Deze constante is dus voor eenzelfde massapunt een UNIVERSELE CON- 
STANTE. 

Deze constante wordt bepaald door de mate waarin het 
massapunt GEBONDEN IS AAN DE AETHER (Prof. Hoenen) 

De aether is een voor de zintuigen NIET YZAARNEEMBaAS. 
MATERIEEL ZIJNDE, dat onder meer de drager is van de 
electro-magnetische velden. 

In de tweede wet van Newton wordt dus (bij wijze van 
hypothese) aangenomen, dat eenzelfde massapunt al¬ 
tijd, overal en onder alle omstandigheden in dezelf¬ 
de mate gebonden is aan de aether. 
Ten gevolge van deze binding met de aether verzet de 
natuur zich tegen een snelheidsVERANDERING van het 
massapunt in de aether. Deze constante geeft dus ook 
de mate aan waarin de natuur zich verzet tegen een 
snelheidsVERANDERING van het massapunt in de aether. 

j 
j Benaming. DE UNIVERSELE CONSTANTE - VAN EEN MASSAPUNT 

NOEMT MEN a 
DE MASSA 

VaN DIT MASSAPUNT 

Notatie; De massa wordt aangeduid met de letter m. 

Uit 2°) volgt dus; 
P — = m 

Lus; a 

F = m x a 

Opmerking. m is een universele constante MITS de kracht en de ver¬ 
snelling met ’universeel constante eenheden gemeten wor¬ 
den. 
Deze eenheden zullen in een volgende paragraaf gedefini¬ 
eerd worden. 

NB 

NB 

CONCLUSIE. Uit 1°) en 2°) volgt, dat we de tweede wet van 
Ne v/ton aldus kunnen formuleren; 

F — m x"a. 

Nadere toelichting van het massa-begrip. In navolging van de 
Maastrichtse natuurfilosoof Prof. Dr. P. Hoenen S.J. 
(Rome) nemen we aan dat "het massa hebben' veroor - 
zaakt wordt door de binding van het massapunt met de 
aether. 
Deze aanname zal ons goede diensten bewijzen als we 
het later zullen hebben over ade omzetting van massa 
in energie'1. Het is n.1. aanvaardbaar dat de binding 
met de aether een zekere hoeveelheid energie verte¬ 
genwoordigt. Als dus, door een of andere ingreep, een 
atoomkern van een bepaald element gedwongen wordt om 
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over te. gaan in een kern van een ander element met 
minder massa ZAL ER DUS M BEPAALDE HOEVEELHEID 
ENERGIE MOETEN VRIJKOMEN. 

III De derde wet van Newton handelt over ACTIE EN REACTIE. 

Om deze wet te kunnen begrijpen moeten we eerst de 2e wet van 
Newton met al haar gevolgen nader bestudeerd hebben. Daarom stel 
len we de behandeling van de derde wet van Newton uit tot een 
later tijdstip. 

§ 2. DE ZWAARTEKRACHT. 

Punt 1) Wat verstaat men precies gezegd onder de ZWAARTEKRACHT van een 
lichaam? 

Ieder lichaam op aarde ondervindt een VERTICAAL (d.w.z. loodrecht 
op een stilstaand wateroppervlak) NAAR HET AARDOPPERVLAK TOE GE¬ 
RICHTE KRACHT. 
De grootte van deze kracht is specifiek voor het lichaam. Deze 
kracht is er de oorzaak van dat het ons inspanning kost om een 
lichaam (in het vacuum) op te tillen. Deze kracht doet ons zeggen 
”dat het lichaam ZWAARTE heeft”. Daarom noemt men deze kracht DE 
ZWAARTE KRACHT. 
We zullen later zien dat OP DE AARDPOLEN de zwaartekracht van een 
lichaam dezelfde grootte heeft als de kracht waarmee de aarde daar 
aan dat lichaam trekt, maar dat OP IEDERE ANDERE PLAATS TER AARDE 
de zwaartekracht van een lichaam (t.g.v. de draaiing van de aarde 
en de afplatting van de aarde aan de aardpolen) KLEINER is dan de 
kracht waarmee de aarde op die plaats aan dat lichaam trekt. 

Hieruit volgt, dat we de zwaartekracht van een lichaam NIET mogen 
definiëren als de kracht waarmee de aarde ter plaatse aan het li¬ 
chaam trekt. 

De exacte definitie van de zwaartekracht van een lichaam op een 
bepaalde plaats ter aarde luidt; 

i 
| 

j 

ONDER DE ZWAARTEKRACHT VAN EEN LICHAAM OP EEN BEPAALDE 

PLAATS TER AARDE VERSTAAT MEN 

DE KRACHT DIE OP DE BESCHOUWDE PLAATS DE VALVERSNELLING 
VEROORZAAKT. 

Punt 2) Stelling; OP EENZELFDE PLAATS TER AARDE HEBBEN ALLE LICHAMEN (onge 
acht hun zwaarte) DEZELFDE VALVERSNELLING, 

Bewijs; Zie proef met de valbuis. 

Opmerking; Bij de behandeling van de gravitatie theorie van Newton 
(zie later) zullen we deze stelling ook THEORETISCH be¬ 
wi j zen. 

NB. Vraag. Welke betrekking bestaat er tussen DE ZWAARTEKRACHT VAN EEN 
LICHAAM OP EEN BEPAALDE PLAATS TER AARDE en DE VALVERSNEL¬ 
LING OP DIE PLAATS? 

Antwoord. De tweede wet van Newton luidt; 

m a 

W 

m (de massa) is voor het beschouwde lichaam een UNIVERSELE 
CONSTANTE en heeft dus op iedere plaats ter aarde dezelfde 

waarde. Stellen we de zwaartekracht van het li¬ 
chaam voor de beschouwde plaats ter aarde voor 
door Zm „ (= Z, -i I n en de valversnelling 

t.p. 

-TV, 

HhP. 
door gT>p>, 

ton dat 

Jter plaatse) 
dan volgt uit de tweede wet van New- 

Z, 
'T.P. 

= m.gr 
T.P. 



Punt 3) Over de verhouding; van de zwaartekrachten van tvree lichamen op de¬ 
zelfde plaats ter aarde. 

Stelling I. Op EENZELFDE plaats ter aarde VERHOUDEN DE ZWAARTE¬ 
KRACHTEN VAN TWEE LICHAMEN zich als DE MASSA'S VAN 
DEZE LICHAMEN. 

Bewijs. 

A B 
% 

T.P. N/ SSr.fi 

f 7a 
T.P. 

26 
T.P. 

/'///////, '/// ///// 
Dus: 

Ä enßB zijn twee lichamen met massa's resp. mA 
en m. Deze lichamen bevinden zich op dezelfde 
plaats ter aarde. 
Volgens de tweede wet van Newton is; 

ryk _A 
AJm T.P. 

"T.P. 

= m x g 

B 
= m x g, 

T.P 

T.P 

De valversnellingen zijn gelijk. 

A B rA 

r. P. Z, 
±5 
T.P. 

m m © 
q.e.d. 

Stelling II. De VERHOUDING van de zwaartekrachten van twee licha¬ 
men op eenzelfde plaats ter aarde HEEFT OP IEDERE 
PLAATS TER AARDE DEZELFDE VAARDE. 

Bewijs. In de evenredigheid (5) zijn de termen van het rechter lid 
UNIVERSELE CONSTANTEN. 
De verhouding mA ; m® is dus ook een UNIVERSELE CONSTANTE. 
Welnu; Als het rechterlid van een evenredigheid een univer¬ 
sele constante is, moet het linkef lid dat ook zijn. 

Dus; ^ p j Z^ p = universele constante. 

CONCLUSIE. De verhouding ^ p ; Z® -p heeft op 

| IEDERE PLAATS TER AARDE 

i DEZELFDE WAARDE. 
! 

Nadere beschouwing. 

^T.P. ° ZT.P. = mA ° mB 
t f 

universeel universeel 
constant constant 

.. V 
universeel 
constant 

Uit deze evenredigheid volgt; 

1°) Is de massa van lichaam A b.v. 5 x zo groot als de massa 
van lichaam B, dan is de zwaartekracht van A OP IEDERE 
PLAATS TER AARDE oolc 5 x zo groot als de zwaartekracht 
van B OP DIEZELFDE PLAATS. 

2°) Is omgekeerd, de zwaartekracht van A ERGENS TER AARDE b.v. 
5 x zo groot als de zwaartekracht van B op DIE PLAATS, dan 
is DE MASSA VAN A ook 5 x ZO GROOT ALS DE MASSA VAN B. 

Deze laatste conclusie is bijzonder belangrijk; als we de VERHOU¬ 
DING DER ZWAARTEKRACHTEN van twee lichamen op eenzelfde plaats ter 
aarde weten, weten we ook DE VERHOUDING DER MASSA 8S. 

De verhouding van de zwaartekrachten van twee lichamen op eenzelf¬ 
de plaats ter aarde kan men bepalen met behulp van een HEFBOOMBA- 
LANS. 
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Een hefboombalans is immers in evenwicht als de be¬ 
lastingen van beide schalen even groot zijn. Met 
een hefboombalans kan men dus constateren, dat twee 
lichamen A en B even zwaar zijn. Dan kan men ook 
constateren dat b.v. een lichaam C even zwaar is 
als A en B samen enz. 

Conclusie % Met behulp van een hefboombalans zijn we in 
staat om DE VERHOUDING te bepalen tussen de 
MASSA *S van twee lichamen. 
Kiezen we nu nog een EENHEID VaN MaSSA dan 
kunnen we met behulp van een hefboombalans 
de massa van een lichaam METEN. 

§ 3. D£ EENHEID VaN MASSA. 
De EENHEID VAN MASSA heet HET KILOGRAM. Deze eenheid is willekeu¬ 
rig gekozen^ ("In 1795 voor de FRANSE REPUBLIEK bij een ORGANIEKE 
NET vastgesteld; in 1889 door de eerste CONFÉRENCE GÉNÉRALE DES 
POlDS ET MESURES“ INTERNATIONAAL aangenomen als de eenheid van 
massa). 

DEFINITIE. HET KILOGRAM 13 DE MASSa VAN EEN PLATINA- 
IRIDIUM CILINDER, DIE TE SÈVRES BIJ PARIJS 
BENAARD WORDT. 

Elk land heeft een copie van deze standaard kilo. 

Notatie. De MASSA van het kilogram wordt aangeduid door het 
symbool 1 j*. 

§ 4. De EENHEID VAN KRACHT IN IET DAGELIJKSE LEVEN. 

Punt 1) IN HET DAGELIJKSE LEVEN neemt men op iedere plaats ter aarde als 
EENHEID VAN KRACHT de grootte van DE ZWAARTEKRACHT DIE OP DIE 
PLAATS TER AARDE WERKT OP DE ZICH ALDAAR BEVINDENDE (COPIE VAN DE) 
STANDAARD KILO. 
Deze kracht noemt men DE KILOGRAMKRACHT VAN DIE PLAATS. 

In de tekst wordt deze kracht aangeduid door het symbool lkgf^ p 

DEFINITIE. Onder DE KILOGRAM-KRACHT VAN EEN BEPAALDE 
PLAATS OP AARDE verstaat men DE GROOTTE VAN 
DE ZWAARTEKRACHT DIE OP DE BESCHOUWDE PLAATS 
NERKT OP DE ZICH ALDAAR BEVINDENDE STANDAARD 
KILO. 

Onder 1 kilogramkracht van Maastricht (1 kgf^ ) ver¬ 
staat men dus de grootte van zwaartekracht * die 
IN MAASTRICHT werkt op een zich aldaar bevindende 
standaard kilo. 

Onder 1 ki1ogramkracht van Parijs (1 kgfp ) verstaat 
men de grootte van de zwaartekracht die 'IN PARIJS 
werkt op de zich aldaar bevindende standaard kilo. 

Punt 2) Stelling. De kilogramkracht van een bepaalde plaats ter aarde 
(1 kgfrp p ) is de kracht die aan 1 kg4 een versnelling 
geeft * * die gelijk is aan de VALVSRSNELLING OP DE 
BESCHOUWDE PLAATS. 

s. Op een plaats X ter sparde geeft de zwaartekracht aan alle 
lichamen de valversnelling g^. m/sec~. 
In X geeft de zwaartekracht ^ dus ook aan 1 kg 4 de val¬ 
versnelling % m/sec 
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-ïk- 

Weina; De zwaartekracht van 1 kgl 
gramkracht ' van X (1 kgf^) 

in X is per definitie èèn kilo- 

Conclusie; De kilogramkracht van X (1 kgf„) is in 
grootte gelijk aan^de kracht Ä die aan 

>en versnelling van een massa van 1 kg ' 
m/sec2 geeft. 

¥■ 

Punt 3) Stelling. 1 kgfx ; 1 kgfy - gy ; gy 

m / O 
Bewijs. 1 kgfTr geeft aan 1 kg ' de versnelling van g,r /sec^ï 

1 kgfy geeft aan 1 kg* de versnelling van gy /sec^. 

Volgens de 2e wet van Newton 

F = m . a 
moet dus; 

CONCLUSIES. I 

II 

III 

Opmerking. Uit het bovenstaande blijkt, dat de plaatselijke kgf 
VOOR DE WETENSCHAP NIET GESCHIKT IS ALS EENHEID VAN 
KRACHT; De wetenschap wil een eenheid van kracht die 
ONAFHANKELIJK is van de plaats op aarde, zodat b.v. 
voor de grootte van de krachtwerking tussen de molecu¬ 
len OVERAL TER AARDE DEZELFDE FORMULES GELDEN. 
De wetenschappelijke eenheid van kracht zal in j 6 ge¬ 
definieerd worden. 

§ 5. STELSELS VAN EENHEDEN. 

De tweede wet van Newton luidt; 

F = m x a. 

Deze formule legt het fundamentele verband vast tussen de op een 
massapunt werkende kracht en de daardoor veroorzaakte versnelling. 
DEZE FORMULE VORMT VOOR DE NATUURKUNDE DE BASIS VOOR DE KEUZE VAN 
DE EENHEDEN VAN KRACHT, MASSA, LENGTE EN TIJD. 

1 kgfx ; 1 kgfy = g 
'X gY 

De grootten van de kilogramkrachten van twee plaat¬ 
sen ter aarde VERHOUDEN ZICH ALS DE GROOTTEN VAN DE 
VnLVERSNELLINGKN OP DIE PLAATSEN. 

Proeven leren, dat de valversnelling op een plaats 
ter aarde een functie is van de GEOGRAFISCHE BREED¬ 
TE VAN DIE PLAATS. 

gT>J ^ = 9,831 m/sec2; gDelft = 9,812 m/sec2; 
'N.P 

SPARIJS = 9,800 m/sec2; 

®EVENAAR = 9,779 m/sec2 (g gemeten op ZEE-NIVEAU). 
Dus; 

1 ksfN.Psl kSfD;1 kSfp:1 kSfE = 

9,831:9,812:9,800;9,779- 
Op iedere plaats ter aarde gebruikt men DEZELFDE 
WOORDEN om de kilogramkracht TER PLAATSE te defi¬ 
niëren, maar de aldus gedefinieerde kracht heeft 
op iedere breedte-cirkel een ANDERE GROOTTE; op de 
aardpolen het grootst, op de evenaar het kleinst. 

DEFINITIE. Men zegt dat de eenheden van KRACHT, MASSA, 

LENGTE en TIJD ^ STELSEL VORMEN 

als DE EENHEID VAN KRACHT aan DE EENHEID VAN 
MASSA DE EENHEID VAN VERSNELLING GEEFT. 
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Om een stelsel te krijgen mag men van de vier eenheden (kracht, 
massa, lengte en tijd) er DRIE willekeurig kiezen^ de tweede wet 
van Newton bepaalt dan HOE DE VIERDE GROOTHEID GEDEFINIEERD MOET 
WORDEN. 
Vroeger waren er officieel VIER STELSELS in gebruik. 
In de moderne natuurkunde gebruikt men maar EÉN STELSEL, n.1. het 
z.g. STELSEL VAN GIORGI, dat ook wel 'wordt genoemds 
HET METER - KELOGRAMMASSA - SECONDE - AMPÈRE - STELSEL. 
(afgekort: het M - K - 3 - A - stelselj. 

5 6. HET STELSEL VAN GIORGIs Het M-K-S-A- STELSEL. 

Punt 1) DE GRONDEENHEDEN. 

1°) DE METER ALS EENHEID VAN LENGTE. 

2°) 

5°) 

Definitie. EEN METER is de afstand BIJ 0° C. tussen twee merk 
strepen op een platina-iridium staaf die in Sèvres 
bij PARIJS bewaard wordt. 

HET KILOGRAM ALS EENHEID VAN MASSA. (Zie § 3) 

DE SECONDE ALS EENHEID VAN TIJD. 

Definitie. Hl SECONDE is hot 
1 

86400 
deel van een MIDDELBARE 

ZONNE-DAG. 

DE AMPèRE ALS EENHEID VAN STROOMSTERKTE. 

Deze eenheid zal in de electriciteitsleer gedefinieerd worden 
ze speelt in de mechanica geen rol. 

NB. Het is van wezenlijk belang om uitdrukkelijk vast te 
stellen DAT DEZE VIER GRONDEENHEDEN GEHEEL ONAFHANKE¬ 
LIJK ZIJN VAN DE PLAATS OP AARDE OF HET HEELALï 

EEN METER OP DE PLAATS X IN HET HEET,AT, IS IDENTIEK 
MET DE METER OP DE PLAATS Y; 

HET KILOGRAM :I X IN HET HEELAL IS IDENTIEK 
MET HET KILOGRAM OP DE PLAATS Y j 

EEN SECONDE i? " X IN HET HEELAL IS IDENTIEK 
MET EEN SECONDE OP DE PLAATS Y. 

Punt 2) DE AFGELEIDE EENHEDEN. 

1°) DE EENHEID VAN SNELHEID is bij deze grondeenheden 1 ra/sec. 

2°) DE EENHEID VAN VERSNELLING is bij deze grondeenheden 1 m/sec2 
dit is dus de versnelling van die eenparig versnelde rechtlij 
nige beweging waarbij de snelheid in iedere seconde toeneemt 
met 1 m/sec. 

3°) DE EENHEID VaN KRACHT. 

Nu de eenheden van massa en versnelling vaststaan, laat de 
tweede wet van Newrton ons geen vrijheid meer in de keuze van 
de eenheid van kracht:Deze v/et schrijft ons eenvoudig voor 
WAT DE EENHEID VAN KRACHT NU IS n.1. DE KRACHT DIE AAN EEN 
MASSAPUNT VAN 1 kg* DE VERSNELLING GEEFT VAN 1 m/sec2. 
Deze eenheid vein kracht noemt men EEN NEWTON. 

DEFINITIE. EEN NEWTON IS DE KRACHT DIE AAN EEN 
MASSAPUNT VAN 1 kg* 
DE VERSNELLING GEEFT VAN 1 m/sec2. 

Stelling. EEN NEWTON HEEFT OVERAL TER AARDE EN' IN HET HEELAL 
DEZELFDE WAARDE. 

Bewijs. blz. 116. 

NB 

NB 
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a = 1 /sec^ 
F 

m = 1 kg* 
1 Newton 

1 kg* is een universeel constante eenheid van massa, 

1 ^/sec? :i ;i ‘7 versnelling. 

Volgens de 2° wet van Newton 

F = in x a 

MOST DE KRACHT die aan de universeel constante eenheid van 
massa de universeel constante eenheid van versnelling geeft, 
OVERAL IN HET HEELAL DEZELFDE GROOTTE HEBBEN, dus ZELF OOK 
EEN UNIVERSEEL CONSTANTE EENHEID ZIJN. 

V/as dit niet zo, dan was de °° wet van Newton een ONWAAR¬ 
HEID.' 

CONCLUSIE. DE NETTON IS EEN UNIVERSEEL CONSTANTE EENHEID 
VAN KRACHT. 

Punt 3) Het invullen van de formule F = m x a. 

Om een massapunt van 1 kg^ een versnelling van 1 m/sec2 te geven 
is een kracht nodig van 1 Newton. 

Om een massapunt van m kg* een versnelling van 1 m/sec2 te geven 
is een kracht nodig van m Newton. 

Om een massapunt van m kg* een versnelling van a m/sec2 te geven 
is een kracht nodig van m x a Newton. 

Hieruit 
mule 

Dus. 

volgt voor het stelsel van Georgi, dat in de 

F = m x a 

F ALTIJD IS UITGEDRUKT IN NEWTON, 

m ALTIJD IS UITGEDRUKT IN kg* 

a ALTIJD IS UITGEDRUKT IN m/sec2. 

.....Newton =.kg*" x .....m/sec2. 

f or- 

NB, Vraag. Wat is de DIMENSIE van een NEWTON? 

Antwoord. 

Getallenvoorbeelden. 

1°) Gegevens m = 5 kg* 

a - 8 /sec^ 

Gevraagds F 

Oplossing. F = mxa = 5x8 kg*.—= 40 NEWTON. 
—^-— sec^ 

CONCLUSIE. Als de massa is uitgedrukt in kg* en de 
Trppcnpl 1 i nP in ^-/ ppc2 
DAN IS DE KRACHT AUTOMATISCH UITGEDRUKT 
IN NEWTON. 
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2°) Gegevens F = 20 Newton 
0 ui/ p 

a = 2 /sec^. 

Gevraagds ra. 

Oplossings m 20 Newton kg*.m/sec‘- 
IT" m 

/sec 2 
= 10 m 

/sec 2 
= 10 kg*. 

CONCLUSIE. Als de kracht is uitgedrukt in Newton en 
de versnelling in m/sec2, DAN IS DE MASSa 
AUTOMATISCH UITGEDRUKT IN kg*. 

3 kg*. 

3°) Gegeven; F = 600 Newton, 

m 

Gevraagds a. 

Oplossings a F _ 600 Newton 
m 3 kg* 

= 200 kg*;m/sec2 = 200 m/sec2. 
kg* 

I CONCLUSIE. Als de kracht is uitgedrukt in Newton en 
i de massa in kg* , DAN IS DE VERSNELLING 
! AUTOMATISCH UITGEDRUKT IN m/sec2. 

Punt 4) Op het ogenblik hebben wij nog geen ''GEVOELS-INDRUK* van de New¬ 
ton j deze hebben we wel van 1 kgf, T.P. 
We vragen s MET HOEVEEL kgfT p IS EEN NEWTON AEQUIVALENT? 

NEWTON STELLING; 1 kgfT.p> - gT^ 

Bewijs. 1 kgfm ^ geeft aan 1 kg* een (val)versnelling 
x*^* van gT^p> /sec2. 

Stel 1 kgf^ p = X New* on. 

'Welnu; F = m . a 

Dus; X = 1 . g, 
T.P. 

Duss 

CONCLUSIE. 

V — er 
A ÖT.P. 

I 1 kgfT#p< - gTiPi Newton. 

Getallenvoorbeelden. 

1 kgf. „= g,, 
ö in X X 

NEWTON 

1 kgf , =9,831 NEWTON 
ö aan pool ^ 

= 9,812 NEWTON 

= 9,800 NEWTON 

= 9,779 NEWTON 

1 kgfDelft 
1 kgf. ‘Parijs 
1 kgf 

ö evenaar 

Ronden we de valversnelling af op 10 m/sec2, dan is de afgeronde 
waarde van 1 kgf dus gelijk aan 10 NEWTON. 
Dus; 

Dus; 

1 kgf T.P. 
c- 10 NEWTON 

1 NEWTON ^ 10 kgf 
T.P. 

CONCLUSIE. EEN NEWTON IS ONGEVEER GELIJK aAN DE ZWAARTE¬ 
KRACHT VAN 

EEN ONS. 
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Opmerking;, EEN NEWTON heeft overal ter aarde DEZELFDE GROOTTE; 
1 kgfrp p is op de evenaar het kleinst, op de polen het 

1*-t* grootst. 
In de sommen wordt de valversnelling meestal afgerond 

* 10 /sec1-. 

Staat dus in de sommen 1 kgf op je tenen, dan staat op 

iedere teen EEN NEWTON! 

*7 Het CENTIMETER - GRAMMASSA - SEC0N1S - STELSEL. (Het C-G-S-STELSEL) 

DE GRONDEENHEDEN. 

1°) EEN CENTIMETER ALS EENHEID VAN LENGTE. 

2°) EEN GRAMMaSSA (1 gr* ) ALS EENHEID VAN MASSA. 

3°) EEN SECONDE ALS EENHEID VAN TIJD. 

DE AFGELEIDE EENHEDEN. 

1°) DE EENHEID VAN SNELHEID IS 1 —, 
S0C 

2°) DE EENHEID VAN 'VERSNELLING IS 1 , 
Os sec^ 

3 ) DE EENHEID VAN KRACHT. 

De tweede wet van Newton (F = m x a) legt nu vast wat in 
dit stelsel de eenheid van kracht moet zijn, n.1. DE KRACHT 
DISKAAN I3EN MASSAHJNT VAN 1 gr*' EEN VERSNELLING GEEFT VAN 

1 m/sec‘~. 
Deze kracht heet EEN DYNE. 

! Definitie. EEN DYNE IS DE KRACHT DIE AAN EEN MASSa- 
! PUNT VAN 1 gr* EEN VERSNELLING GEEFT VAN 

I -i cm 

sec^ 

Opmerking. De dyne is ook een universeel constante eenheid van 
kracht. 

Vraag; Wat is de DIMENSIE van een dyne? 

Antwoord; F = m x a. 

..... dyne = ..... gr * x .... 
cm 

gGG2 
De DIMENSIE van EEN DYNE is dus; 

DYNE i = gr * x 

Stelling. 1 gtfpQ]_ƒ■-£ = 981,2 dyne. 

sec sec£ 

vijs. 1 Srfpeppp geeft aan 1 gr^ een versnelling van 981,2-iE-p 

Stel 1 SrfpGlfp = X dyne. 

Dan volgt; 
X = 1 x 981,2 

Dus; x = 981,2 

Dus; 1 gh 
)elft 

= 981,2 dyne. 

Evenzo; 1 grfp .. = 980,0 dyne. 
'Parijs 

,5 Stelling; 1 NEWTON = 10v DYNE. 

is£ 1 NEWTON geeft aan 1 kg* een versnelling van 1 m/sec^. 

Stel 1 Newton = X dyne. ! F = m x a. 

1 kg* = 1000 gr* 
iïi / p cm / p 1 /sec^ = 100 /sec^ 

} X = 1000 x 100 10 5 

CONCLUSIE. 
5 1 Newton = 10^ dyne. 
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§ 8. HET GEWICHT VAN EEN LICHAAM. 

Punt 1) 

DEFINITIE. 

Imks 

ONDER HET GEWICHT VAN EM LICHAAM VERSTAAT 
MEN DE GROOTTE VaN DE ZWAARTE KRACHT 

VAN DIT LICHAAM. 

Dus DE GROOTTE van de kracht die ter plaat¬ 
se de valversnelling veroorzaakt, dus 

DE GROOTTE van Zm ^ 

Opmerking. Omdat de zwaartekracht van een lichaam altijd IN HST 
ZWAARTEPUNT' VAN HET LICHaaM aangrijpt, kunnen we, als 
we over de zwaartekracht spreken, ieder lichaam beschou 
wen als een MA3SAPUNT. 
De definitie van het gewicht van EEN LICHAAM is dus ook 
de definitie van het gewicht van een MASSAPUNT. 

Punt 2) De GEWICHTSM3TING in DE OFFICIËLE NATUURKUNDE en IN HET DAGELIJKSE 
levënT 
Bij de bepaling van het gewicht van een lichaam gaat het er dus om, 
DE GROOTTE van DE PLAATSELIJKE ZWAARTE KRACHT van een lichaam TE 
MIETEN, d.w.z. OM HET VERGELIJKEN VAN DE GROOTTE van de plaatselij¬ 
ke zwaartekracht van het lichaam 1ST DE GROOTTE VAN DE EENHEID VAN 
krachtT 
Welnu; In de officiële natuurkunde is DE NEWTON de eenheid van 

kracht; in het dagelijkse leven is de kgfT p de eenheid 
van kracht. * * 

DIT HEEFT TOT GEVOLG DnT DE GEWICHTSMETING IN DE OFFICIËLE NATUUR- 

EEN aNDERE UITKOMST OPLEVERT 
DAN DE GEWICHTSMETING IN HET DAGELIJKSE LEVEN. 

We zullen deze gewichtsmetingen afzonderlijk onderzoeken. 

—^a) Het gewicht van een lichaam in de officiële natuurkunde, dus 
de gewichtsmeting met DE NEWTON nLS EENHEID VAN KRACHT. 

STELLING. Bevindt een lichaam met massa m kg* zich op een plaats 
ter aarde waar do valversnelling gm p m/secz is, 
DAN is het gewicht van dat LICHaAM-1 of*die PLaATS: 

ZT,p, = m*ST.p. NEWTON. 
Bewijs. p geeft aan het lichaam met massa m kg*" de val- 

*' * versnelling gT p m/sec^. 

Volgens de tweede wet van Newton is dus; 

ZT p: = m.gjj! p Newton. 

NB ! CONCLUSIE. HET GEWICHT VAN EEN LICHAAM (UITGERDUKT IN 
i NEWTON) OP EEN BEPAALDE PLAATS TER AARDE 
! IS GELIJK AAN HET PRODUCT VAN 

DE MASSA VAIT HET LICHAAM (uitgedr. in kg* 
NB EN DE VALVERSNELLING OP DIE PLAATS (uitge¬ 

drukt in m/sec,::-). 

NB IN FORMULE; ZT p. = m x gT p NEWTON. 

HET AANTAL NEWTON VaN HET GEWICHT TER PLAATSE hangt 
dus af VAN DE GEOGRAFISCHE BREEDTE VAN DE BETROKKEN 
PLAATS. 
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B) Het gewicht van een lichaam UT HET DAGELIJKSE LEVEN", dus de 

gewichtsmeting met DE kgfm ,ri. ALS EENHEID VAN KRACHT. 
J- • X # " ————————— 

STELLING. Bevindt een lichaam, met massa m kg* zich op een plaats 
ter aarde waar de valversneHing g™ p /sec^ is, 
DAN IS HET GEDICHT VAN DAT LICHAAM1* ^* OP DIE PIAATS; 

Z, 
'T ■P. = m k8fT.P. 

-vijs. Z, 
T.P. 

Dus s 

Maar 

Dus; 

Dus s 

geeft aan het lichaam met massa m kg* de valver¬ 
sne Hing gm iU/sec2. 

J- • J- • - 
Zrp p = m x gij, p. Newton. 

ST.P. Newton = 1 kgfT.P. 

Z, 
'T #p> = m x 1 kgfT.p> m kgfm 

T.P. 

JT • P , _ ^ ^ p 

Met nadruk merken we op, dat m de grootte van de MASSA 
van het lichaam uitgedrukt in kg^ is; m is universeel 
CONSTANT. 
Heeft een lichaam dus b.v. een massa van 50 kg* dan 
WEEGT DIT LICHAAM OP IEDERE PIaATS TER AARDE (en in het 

heelal)ï plaatselijkp KILOGRAM-KRACHT-EENHEDEN. 

Omgekeerde Weegt een lichaam ERGENS OP AARDE 50 kgfm p 
DAN HEEFT HET LICHAAM DE MASSA VAN 50 1#^ * 

CONCLUSIES. 

I. Het getal dat het gewicht van een lichaam UITGEDRUKT IN DE 
PLAATSELIJKE KILOGRAMKRACHT aangeeft , is 

GELIJK AAN 

het getal dat DE MASSa van dit lichaam UITGEDRUKT IN kg* aan¬ 

gek- 
II. EEN LICHAAM WEEGT OVERAL TER AARDE (en in het heelal) 

hetzelfde aantal 
PLAATSELIJKE 

KILOGRAMKRACHT EENHEDEN. 
DIT AANTAL IS &SLIJK AAN HET AANTAL kg4 VAN DE MASSA VAN DIT 
LICHAAM. 

Opmerking^ In de omgangstaal zegt men wel, DAT EEN LICHAAM 
OVERAL HETZELFDE GEWICHT HEEFT. Deze zegswijze is 
dus MISLEIDEND. 
EEN LICHAAM HEEFT OP IEDERE BREEDTE-CIRKEL EEN 
ANDER GEWICHT; HET WEEGT ECHTER OVERAL HETZELFDE 
AANTAL 

PLAATSELIJKE KILOGRAMKRACHT EENHEDEN. 

Vraag. Wat besluit je uit elk van de volgende gegevenss 

a) Een kogel weegt 30 kgf^, p 

Antwoord. DE MASSA VAN DE KOGEL IS 30 kg*. 

b) Een kogel heeft een massa van 80 kg*. 

Antwoord. De kogel weegt OVERAL (dus zowel op de 
noordpool, als op de evenaar, als te Parijs, als op 
Cape Kennedy, als te Amby) 80 kgf^ p 

c) Een lichaam weegt te Cairo 70 kgfg^gro . 

Hoe p~root is zijn gewicht in Parijs? 

Antwoord; 70 kgf-> . . . 
- ° Parijs 

EINDCONCLUSIE.. 
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EINDCONCLUSIE OVER HET GEWICHT VAN EEN LICHAAM. 

Men dient onderscheid te maken tussen de gewichtsmeting 
IN DE OFFICIËLE NATUURKUNDE en de gewichtsmeting IN HET 
DAGELIJKSE LEVEN: 

IN DE OFFICIËLE NATUURK. 

WORDT UITGEDRUKT IN 

NEWTON 

ZT^ = m x &T.P. 

IN HET DAGELIJKSE LEVEN. 

Z^11 WORDT UITGEDRUKT IN 

kgf T.P. 

2^^ - m x 1 kgfT^ 

gT.P. * 1 kgfT.P. 

§ 9. DE DRUK IN HET STELSEL VAN GIORGI. 

Punt 1) 

Punt 2) Het omrekenen van de noude druk-eenheden" in N “2 

We moeten nu de in de eerste ronde gebruikte eenheden van druk 
OMREKENEN in N 

ïn? 

DE SLEUTEL VOOR DIT OMREKENEN IS DE VERGELIJKING: 

1 ksfT#P# =.ST>p. . NEWTON 

De in de eerste ronde gebruikte eenheden van druk zijn: 

grfm p 1 OHO * p kgf m p. 
1°) 1 cm. water = 1 -.-g -1 -1^=10 -è^=10xgT:P. Li 

-2 m * m2 cm 
10000 mc 

grfr 
2°) 1 cm. kwik = 13,6 AP-*=13,6x 10x gm p N ■ X • Jr • 

N 
cnr ?:136ï5p.p. 5? 

yj') 1 atmosfeer = 76 cm. kwik = 76 x 136 x g^ p -S? 

Dit van buiten leren: 

N 76 cm. kwik = 76 x 136 x gm D —rr x. r. 

In de weerkunde vrordt als eenheid van druk de MILLIBAR gebruikt. 

5 N Definitie. 1 bar = 10' 

1 millibar = 100 

ïïV- 
N 
s? 
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~%r*' 

Opmerking. In de warmteleer hebben we 0° C. gedefiniëerd als: 
DE TEMPERATUUR VAN SMELTEND IJS ONDER NORMALE DRUK. 
Onder de NORMALE DRUK verstonden we de druk van 76 cm. 
kwik, dus de druk van 76 x 1J6 x gm „ —h— 

Daar de aldus gedefiniëerde normale druk van g™ p af¬ 
hangt, ZOü“Ö°C. DUS VOOR IEDERE BREEDTE-CIRKEL1öp * AARDE 
EÉN ANDERE TEMPERATUUR VOORSTELLEN, terwijl de officiële 
natuurkunde juist wil, dat 0ÜC. een universeel constante 
temperatuur is.' 
In de officiële natuurkunde wordt de NORMALE DRUK dan 
ook nader gedefiniëerd. 

Definitie: Onder de normale druk verstaat men de j 

druk van 1,013.105 -%■ I j 
_____i 

Deze waarde vindt men (afgerond) als men in het product 
76 x 136 x gT p DE VALVERSNELLING IN PARIJS INVULT. 

We geven nu de officiële definitie van 0° C. 

DEFINITIE. 

0° C. is de temperatuur van smeltend ijs onder de 

druk van 1,013.10^ -AL 
mP 

De definitie van 100° C. 

DEFINITIE. 

100° C. is de temperatuur waarbij de maximum-span¬ 
ning van waterdamp gelijk is aan 

1,013.105 4y . 
m^ 

§ 10 ..'E CENTRIPETALE KRACHT. 

>vm k 3* 

r // 
\ \v —* tri/ A \ Air Istx.. 

h 

We beschouwen weer het geval dat een 
massapunt (massa m kg*) de omtrek van 
een cirkel (straal R meter) EENPARIG 
doorloopt met snelheid v m/sec. 
Omdat de beweging EENPARIG is KAN er 
GEM TANGENTIELE VERSNELLING ZIJN. 
Omdat DE BAAN EEN CIRKEL IS, MOET het 
massapunt, zoals we in de bewegings¬ 
leer bewezen hebben, EEN NORMALE VER¬ 
SNELLING HEBBEN, die voortdurend naar 
het middelpunt van de cirkel gericht is, 
en daarom CENTRIPETALE VERSNELLING heet 

grootte Zoals we bewezen hebben is de 
van deze centripetale versnelling ge 
lijk aan; p 

ü vR m / p 
a = -55- /sec . 

Deze centripetale versnelling, die dus 
volgens de bewegingsleer noodzakelijk 
is wil het massapunt de cirkel-omtrek 
eenparig doorlopen, KAN ALLEEN MAAR 

DOOR EEN KRACHT VEROORZAAKT WORDEN: TIJDENS HET EENPARIG DOORLOPEN 
VAN DE CIRKELOMTREK MOST ER DUS OP HET MASSAPUNT EEN KRACHT VERKEN 
DIE: 
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1°) VOORTDUREND NAAR HST MIDDELPUNT 
VAN DE CIRKEL TOE GERICHT IS, en 

2°) VOLGENS jQE TWEEDE WET VAN NEWTON, 
F = m x a, 

IN GROOTTE GELIJK ZIJN AAN; 

I ' 

I 2 
I C = m.V NEWTON. 
I re 

Benaming. Deze kracht noemt men 
DE CENTRIPETALE KRACHT. 

CONCLUSIE. Doorloopt een massapunt (massa m kg * ) de omtrek 
van een cirkel EENPARIG, dan moet er voortdurend 
van buiten af op het massapunt een CENTRIPETALE 
KRACHT werken die in grootte gelijk is aan; 

C = NEWTON. 

Opmerking, Als het massapunt de cirkelomtrek EENPARIG doorloopt 
blijft de grootte van de centripetale kracht constant; 
doorloopt het massapunt de cirkelomtrek NIET eenparig, 
dan werkt er op ieder ogenblik een centripetale kracht 
WAARVAN DE GROOTTE WEL EEN FUNCTIE VAN DE TIJD IS. 
Op het tijdstip t sec. is deze centripetale kracht dan 
gelijk aan; 2 

Ct = NEWTON. 

| 11.IET SAMENSTELLEN VAN KRACHTEN. 

Deze paragraaf zal als volgt worden ingedeeld; 

Deel A, Het samenstellen van krachten die op eenzelfde massapunt 
v/erken. 

A I; TWEE krachten op eenzelfde massapunt. 

A II; Andere methode om krachten samen te stellen; het 
samenstellen van meerdere, op eenzelfde massapunt 
werkende krachten. 

A III; EVENWICHT van op eenzelfde massapunt werkende krach¬ 
ten. 

A IV; Een massapunt onder invloed van meerdere krachten. 

Deel B. Het samenstellen van TWEE krachten die op een STAR 
lichaam werken. 

B I; Twee krachten met EENZELFDE WERKLIJN. 

B II; Twee krachten met ELKAAR SNIJDENDE WEERLIJNEN. 

B III; Twee EVENWIJDIGE GELIJK GERICHTE krachten. 

B IV. Twee EVENWIJDIGE TEGENGESTELD GERICHTE krachten. 

B V; Koppels. 

B VI; De hefboom. 

B VII; Het zwaartepunt van een lichaam. 

Henric van Veldeke College 

Maastricht. 
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Deel A. Het samenstellen van krachten 

A Is Het samensteller van TWEE op EEh ZEDE’DE massapunt werkende 
krachten. 

Punt 1) Het probleem. 

^ re» 

/ 
Ah 
M a. 

We beschouwen nu het geval, dat op een 
mgtssapunt M (massa m kg* ) twee krachten 
Fn en F0 Newton werken. 

Do kracht F-j geeft aan het massapunt de 
versnollingJa]_, waarbij Pi - m.'ap Newton; 
de kracht Fp geeft aan hgt massapunt de 
versnelling ap, waarbij Fp = m.ap Newton. 

Het massapunt M heeft nu dus TWEE versnel 
linger, n. 1. lap en ~ap. 

Uit de bewegingsleer vreten we, dat we deze versnellingen overeen¬ 
komstig de vectorrekening MOGEN SAMENSTELLEN; 

a! + a2 " ares 

F 
heeft dus tot gevolg DAT HET MASSAPUNT sIeCHTSWEÉU VERSNELLING 

De gelijktijdige werking van de krachten F-i en Fp op het massapunt 
M heeft dus tc ' " m — ——— —— _____ 
HEEFT, n.1. ~ares. 

We vragen nu naar de grootte en richting van de kracht DIE OP DIT 
MASSAPUNT MOET WERKEN OM DIT MASSAPUNT DE RESULTERENDE VERSNELLING 
a^g TE GEVEN. 

Punt 2) STELLING. DEZE KRaCHT IS IN GROOTTE EN RICHTING GELIJK AAN DE 
SOMVBCTQR VAN DE KRAGHTSVECTOREN Fx en Ifp. 

Bewijs. 

a* f 
Fr*, 

WW 

re$ / 

L 
M F. 

We construeren ares en Fres. 

h(ap M ares) <x> A(Fp M F-^gg) 

Immerss 

Fp % Fp = map ; mag = ap % ap] Geval 

(overeenk. lL bij // ) ƒ ZHZ 

ïïelnus In gelijkvormige driehoeken 
zijn de gelijkstandige hoeken gelijk 
en vormen de gelijkstandige zijden 
een aaneengesloten evenredigheid. 

Duss lu) /_ (a 1 ares^ 

De vectoren F en a" 
-res-res 

2°) F 
res 

Maar F- 

a = Fn 
res 1 

= ma^ 

a 

F ) res; 

zijn dus gelijk gericht, 

i 
1 F 

> 
'res 

a = m 
res 

a-^ = m Dus Fres = m.arGS 

De kracht die in grootte gelijk is aan Fres geeft aan het 
massapunt dus een versnelling die gelijk is aan ares. 

Uit 1°) en 2°) volgt; 
F. res m. a res 

Conclusie; De kracht die in grootte en richting gelijk is 
_aan de somvector van de krachtsvectoren Fp en 
Fp, dus F = F, + F0, 

res 1 2’ 

geeft aan het massapunt een versnelling die in 
grootte en richting gelijk is aan de resulte¬ 
rende versnelling 

ares = al + a2 
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.funt 3) Algemenere conclusie. 

Bovenstaande stelling ..zegt eigenlijk, dat de gelijktijdige werking 
van de krachten Fp en F2 voor .het massapunjp hetzelfde gevolg heeft 
als de werking van de kracht jres (= jfp + F 2) ALLEEN. 

Dus: 

De werking van F-^ en F2 

SAME N 

:»> —t*-  > 
De werking van Fres=Fp •+ F2 

ALLEEN 

We kunnen 
F. 
res 

= F 
1 

dus 
+ F 

de 

2* 

krachten Fp en Rp VERVANGEN door de kracht 

CONCLUSIE. V7e kunnen twee op eenzelfde massapunt werkende 
krachten SAB/IENSIELLEN overeenkomstig de VECTOR 
REKENING. 

Benaming. F noemt men DE RESULTANTE van de krachten Fp en F2° 

Punt 4) Bijzondere gevallen. 

a) F-^ en Fh, gelijk gericht; 

h) F-^ en F2 tegengesteld gericht: 

c) L en L zijn gelijk van groot 
te en tegengesteld gericht: 

In dit geval HOUDEN DE KRACHTEN ELKAAR 
IN EVENWICHT. Men zegt ook wel dat de 
krachten elkaar nu OPHEFFEN, maar dit 
moet men goed verstaan.1 De krachten 
Ik en F2 BLIJVEN BESTAAN, MAAR ZE BE- 
LeTTEN ELKAAR OM AAN HET MASSAPUNT 
EEN VERSNELLING TE GEVEN. 

In deze bijzondere gevallen werken de krachten dus langs eenzelfde 
lijn. (Men drukt dit ook wel uit door te zeggen, dat de krachten 
DEZELFDE WERKLIJN of DEZELFDE DRAGER hebben.) 

~3>i 

M Fl M 
1 r,z s 

i?' — F -| + Po 
res 1 2 

-.-ï> ff 
p H 

I4esl=lb - h 

M 
F = 0 

_I__ _ " T Door aan DE TWEE RICHTINGEN LANGS DEZE 
M GEMEENSCHAPPELIJKE WERKLIJN tekens toe 

te kennen (b.v. naar rechts + en naar links - ) kan men in deze 
bijzondere gevallen het bepalen van de resultante herleiden tot een 
ALGEBRAÏSCH PROBLEM: de gevallen a, b en c worden dan samengevat 
in èèn vergelijking, n.1. 

'res 
= F-, + F 

1 2 

Punt 5) We kunnen dus twee op eenzelfde massapunt werkende krachten SAMEN- 
STELLEN overeenkomstig de vectorrekening. 
Omgekeerd, KUNNEN WE EEN KRACHT OOK ONTBINDEN in twee COMPONENTEN: 
en wel op (oneindigj^ veel manieren. 
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/ 

'R ? F 
^... 

\ / * ' 

i 

De werking van kracht R 

ALLEEN 
J 

De werking van jje krach¬ 
ten P en Q 

SAMEN 

A II; Een andere methode om twee op eenzelfde massapunt werkende 
krachten samen te stellen; het samenstellen van meerdere 
op eenzelfde massapunt werkende krachten. 

Punt 1) De X- en Y- componenten van een kracht. 

~X 4X 

-y 
VIER MOGELIJKHEDEN ; 

In nevenstaande figuur stelt vector P 
oen kracht voor die op een zich in 0 
bevindend massapunt werj^t. 
We ONTBINDEN de kracht P in twee com¬ 

ponenten die langs de respectievelijke 
assen van het coördinatenstelsel val¬ 
len; 
kracht heet de X-component van P; 

kracht Pp heet de Y-component van P. 

P in lw kwadr. j P in 2° kwadr. P in 3° kwadr 
,0 

P in 4e kwadr. 

p s 
+y 

a ry 

-x t 

P o 
x 

Al_+x 

-y 

-X Px — 
0 

'ê... 

<k 
+x 

py 

-y 

+y 

-p 

We moeten wel bedenken, dat de componenten en Py GEWONE KRACH- 
TEN zijn waarvan; 

DE GROOTTEN gelijk zijn aan een bepaald AANTAL newton, en 
DE RICHTINGEN samenvallen met DE POSITIEVE-OF DE NEGATIEVE 

RICHTING VAN EEN DER COÖRDINAAT ASSEN. 

De bijzonderheid, dat deze krachtscomponenten Px en Py PER DEFINI¬ 
TIE LANGS DE X- resp. Y- A3 VALLEN, VERSCHAFT ONS DE MOGELIJKHEID 
OM DE RICHT INGEIT VaN DEZE COMPONENTEN LANGS DE RESP. ASSEN VAST TE 
LEGGEN DOOR AAN DEZE COMPONENTEN EEN ALGEBRAISCH TEKEN 

TOE TE KENNE N. 

BIJ WIJZE VAN AFSPRAAK kennen we aan een krachtscomponent DIE 
LANGS EEN POSITIEVE AS VALT ESN + TEKEN toe, en aan een krachts- 
component DIE LANGS EEN NEGATIEVE AS VALT EEN - TEKEN. 

Vraag; Welk NUT heeft deze afspraak? 
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Punt 

Vraag; Welk NUT heeft deze afspraak? 

Antwoord; HET NUT VaN DEZE AFSPRAAK IS, DAT NU VOOR IEDERE 
WAARDE VAN HOEK (K (zie f^g.) VOOR DE X- en Y-C'W 
PONEN TEN VAN EM KRACHT P DE VOLGENDE FORMULES 
GELDEN; 

VOOR DB X- COMPONENT VOOR DE Y- COMPONENT. 

I Py = P cos a Py = P sin a 

Controleer deze formules in bovenstaande figuren. 

Opgave y\. Bepaal in elk van de volgende gevallen de ALGEBRAISCHE 
WAARDEN van de krachtscomponenten P^ en Py 

-x 

2öN. 

lik +x 

|PV = 20 cos 60 1 A. 

iPv = 20 sin 60 
i ± 

+y 
son. 

\ 
\ 

-x -t-X 

-y 

px “ 

u - 

+y 

<v 

20 N 

pr = 

-+X 

y 

+ x 

2o M 
•y 

px = 

PY‘ 

) Omgekeerd, is de kracht P zowel wat betreft de grootte als de rich 
ting ^volkomen bepaald als de ALGEBRAISCHE WAARDEN van de componen¬ 
ten Py en Py bepaald zijn. 

Opgave 53. Gegeven; P^ = - 6 Newton. 
Py = - 8 Newton. 

Gevraagd; P (dus de grootte en de richting) 

P 

¥ 

Oplossing, 

+y-as 

-.. _ x> 
A • y 

V 

— 

-6 o 

+ 8 

\ 

+ x-as 

■y« 
-9». 

Berekening van P, 

DE GROOTTE P2 = ( 

We beginnen de oplossing met het ma¬ 
ken van een tekening; 

1 Teken X- en Y-as. Geef duidelijk 
de + en - richtingen aan. 

—^ 

2 Teken de componenten Py en Py zo 
veel mogelijk op schaal. 

—=►• 

3 Construeer de vector P. 

Uit de constructie volgt dat bij 
deze gegevens de vector 1? in het twee¬ 
de kwadrant ligt. 

)2 + ( )2 = 100 

! P =10 NEWTON.! 

? 
NB. NIET ± 10, ’want de stelling van Pythago¬ 

ras geeft ons alleen de rekenkundige ge¬ 
tallen waarde. 

DE RICHTING 
tg cA = de ALGEBR. WAARDE v. Py 

de ALGEBR.WAARDE v. P^; 
+8 _ _ 4 
-6 3 
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Punt 3) De X^ Zz component VAN NE EES UL TAN TE van twee op EENZELFDE 
massapunt werkende krachten. 

In nevenstaande figuur zijn P en Q. 
twee op een zich in 0 bevindend massa¬ 
punt werkende krachten; R is hun resul 
tante. 
We ontbinden P in Px en Py 

Q, in Qx en 'ïï 

R in Rx en ~Ry 

Ne vragen nu naar het verband tussen 

a) Px, 5x 

b) Py, Q,y ©£ Ry 

STELLING I. DE ALGEBRAISCHE WAARDE VAN Ry IS GELIJK AAN DE SOM 
VAN DE ALGEBRAISCHE WAARDEN VAN Py K\T Qx» 

Dus: % = Px + QX 

Bewijs. In bovenstaande figuur zijn de gearceerde 
driehoeken congruent (geval ZHH) _ 

Hieruit volgt dat het lijnstuk Qx gelijk is aan PP' 
Daar de vierhoek, waarvan het punt P’ en de pijl¬ 
punten van P, Py- en Ry de hoekpunten zijn, een 
rechthoek is, volgt: 

Rx = Px - PP' 

= Py -1%! 

Dus: j Px = Dx + Qx 
| I 

. ~ 1 q.e.d. 

STELLING II. DE ALGEBRAISCHE WAARDE VaN Ry ISjGELIJK AAN DE SOM 
VAN DE ALGEBRAISCHE WAARDEN VAN Py EN Qy . 

Dus: Ry = Py + Qy 

Bewijs: idem als stelling I. 

CONCLUSIE, kracht Algebr.waarde X-comp. Algebr.waarde Y-Ccrnp 

ïf 

Q 

R Rx = Px * Qx Ry = Py + Q. y 

Opgave 36» Gegeven: P; grootte Newton, /_ck- 30 o 

Q; grootte 10 Newton, JL&- 120 
Gevraagd: R = P + Q 

Oplossing. 

o 

: \° 

+y 

- JX \ S'* : 

vrv° 
o +x 

1Kracht algebr.w. 
I 1 X-comp. 

Algebr.w. 
Y-comp. 

i ~ ! 

1 10\/3 | + 15 
! —> i 
! io ; - 5 
L__ __J.... _ ... 

+ 5V3 

+ 5V3 
! ^ 1 
Ir i * ïo +10V3 

V 
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-x 

—v- 
+y 

Ky A.^ 
/ 1 

O 
<r 

/ / i 
/ I 

j/40\ 
-10 

r'X 
-y 

+x 

R2 = 100 + 300 = 400 R = 20 Newton 

Q{ = 60c 

Opgave 37. 

-x 10 

:+y 

44 
1 *A 

4o„ Br' 

pr'\ \3° 

«4.V 
\ 

\ 

\\ 
04 
'\ 

i+y 

R < 
! R2 = 27 + 9 = 36 ->• R = 6 Newton 

tg<X = = - |V3 ~^ <* = 330( 

A III. EVENWICHT VAN KRACHTEN NIE OP EENZELFDE MaSSAPUNT WERKEN. 

Punt 1) Definitie. Men zegt, dat enige op éénzelfde massapunt werkende 
krachten MET ELKAAR IN EVENWICHT ZIJN, (of elkaar in 
evenwicht houden) als DE RESULTANTE VAN DEZE KRACHTEN 
NUL IS. 

We gaan nu onderzoeken welk verband er tussen de grootten en de 
richtingen van de op een massapunt werkende krachten moet bestaan 
opdat de ze krachten met elkaar in evenwicht zullen zijn. 

We zullen eerst onderzoeken aan welke voorwaarden de krachtsvectoren 
MEETKUNDIG moeten voldoen opdat deze krachten met elkaar in even¬ 
wicht zijn; daarna onderzoeken we de ALGEBRAISCHE voorwaarden. 

Punt 2) De MEETKUNI) IGE v oerwaarden. 

Geval I. TWEE op eenzelfde massapunt werkende krachten. 

Opdat twee op eenzelfde massapunt werken- 
de krachten met elkaar in evenwicht zijn 

.'"('i is nodig en voldoende, dat deze krachten; 

& 
v 
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1°) GELIJK zijn van grootte, en 

2°) TEGENGESTELD ZIJN van richting. 

Immers, dan en slechts dan is de SOMVECTOR van deze 
krachten NUL. 

Opgave 38. 

Construeer de kracht die met de kracht S in even 
wicht is. 

Geval II. 

M 

DRIE op eenzelfde massapunt werkende krachten. 

Gegeven; P en Q, zijn twee op eenzelfde massa¬ 
punt M werkende krachten. 
Deze krachten maken een hoek £ (* °> 
£ 180°) met elkaar. 

"M Gevraagd; De kracht F _zo dat de krachten' P, <$. en 
' 1f~met elkaar in evenwicht zijn. 

Oplossing; Volg de tekst bij de figuren 1 en 2. 

fig. 1^ 

De krachten P en Q,, hebben de 
kracht ïT totere suit ante, d.w.z. 
de krachten p” en Q” 

hebben SAMEN dezelfde 
uitwerking als de 
kracht R ALLEEN heeft. 

De gevraagde kracht F moet dus 
IN EVENWICHT ZIJN MET DË 
RESULTANTE R VAN DË 
KRACHTEN P MTq7 

fig. 2. 

F is de gevraagde kracht. 
Meetkundige bij zonderheid; 

De kracht F is 
GELIJK EN TEGENGESTELD 

aan de resultante R van de 
krachten P en 

CONCLUSIE. Drie op eenzelfde massapunt werkende krachten 
zijn DAN EN SLECHTS DAN met elkaar IN EVEN¬ 
WICHT ALS EM VAN DEZE KRACHTEN GELIJK EN TE¬ 
GENGESTELD IS AAN DE SOMVECTOR VAN DE ANDERE 
KRACHTEN. 

Nadere bijzonderheden. 
—> 

a) In fig. 2 is de kracht JP ook ^gelijk en tegengesteld aan de som- 
vector van de krachten en F; Q is ook gelijk en tegengesteld 
aan de somvector van P en F. 

b) ALS DRIE OP EENZELFDE MASSAPUNT WERKENDE KRACHTEN MET ELKAAR IN 
EVENWICHT ZIJN LIGGEN DEZE DRIE KRACHTEN PERSÉ IN EENZELFDE 
PLAT VLAK. 

c) 

.,4' 

t 

Ö 

ß 

De krachten A, B en C zijn met elkaar in 
evenwicht. 
Passen we nu in de gearceerde driehoek de 
sinusregel toe, dan volgt; 

_A_ _ B _ C 
sin» sin* sino 

Dus; 



Dus: 
A = B _ C 

sincK “ sin/2. “ sin^ 

Geval III. VIER op eenzelfde massapunt werkende krachten. 

Opdat vier op eenzelfde massapunt werkende krachten met 
elkaar in evenwicht zijn is nodig en voldoende dat 
DE SOMVECTOR VAN DRIE VAR DEZE KRACHTEN GELIJK EN 

TEGENGESTELD IS AAN DE VIERDE KRACHT. 

Opmerking. De krachten behoeven nu NIET IN EENZELEDE 
PLAT VLAK TE LIGGEN. 

Geval IV, VIJF OE MEER op eenzelfde massapunt werkende kcachten. 

Voor evenwicht is nodig en voldoende dat EÉN VAN DEZE 
KRACHTEN GELIJK EN TEGENGESTELD IS AAN DE SOMVECTOR 
VAN DE ANDERE KRACHTEN. 

De evenwicht makende krachten behoeven dan niet in een¬ 
zelfde plat vlak te liggen. 

Punt 3) DE ALGEBRAISCHE VOORWAARDEN. 

X-cfs 

Analoog aan de in deel A II punt 3) 
bewezen stelling, geldt voor de resul¬ 

tante van enige niet in een plat vlak 
gelegen, op eenzelfde massapunt wer¬ 
kende krachten dat: 

X X 

Ry = 
Rz = IFZ 

R2 = Rx2 + Ry2 + Rr2 
LZ 

Welnu: De som van drie kwadraten is dan en slechts dan nul als elk 
van deze kwadraten nul is. 

CONCLUSIE. Opdat meerdere (eventueel niet in eenzelfde vlak 
gelegen), op eenzelfde massapunt yrerkende krach¬ 
ten met elkaar in evenwicht zijn, is nodig en 
voldoende dat: 

ën 2EX = O en XFy = 0 IFZ = 0 

A IV. Een massapunt onder invloed van meerdere krachten. 

In dit onderdeel willen we een overzicht geven van de toe¬ 
standen van rust of beweging waarin een massapunt kan verke¬ 
ren als er op dit massapunt meerdere krachte#werken. In aan¬ 
sluiting hierop zullen we de kogelbaan behandelen voor het 
geval dat er behalve de zwaartekracht nog andere krachten op 
de kogel werken. f-Vor onderste ld wordt dat elk van deze 

Punt 1) De mogelijke gevallen. * <! krachten constant is van grootte en 
| 2?lCiX"b • 

Geval I. De krachten zijn met elkaar* in evenwicht (heffen elkaar 
op) 

De resultante van deze krachten is dus NUL. 
Overeenkomstig de EERSTE WET VAN NEWTON is het massapunt 
dan OF IN RUST, OF HET HEEFT EEN EENPARIGE RECHTLIJNIGE 
BEWEGING. 

Geval II. De krachten zijn NIET in evenwicht met elkaar. 
—# 

In dit geval is er dus een resulterende kracht R. 
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Met betrekking tot de beweging van bet massapunt is bet 
R dus ALSOF ER SLECHTS EEN KR/lCHTTTOP HET MASSAPUNT WERKT. 

Hot massapunt Heeft dan OVEREENKOMSTIG DE TITELDE WET VAN 
NEWTON ALTIJD EEN VERSNELLING DIE BEPAALD WORDT DOOR DE 
FORMULE; 

■JS*' _jj.. 

R = m . a 

CONCLUSIE. Werken op oen massapunt meerdere krackten die 

elkaar NIET in evenwicht houden, dan heeft het 
massapunt altijd EEN VERSNELLING. 
Is R de resultante van de gegeven, krachten, dan 
volgt de versnelling uit de formules 

R = m x a. 

B. Vraags Welke beweging voert het massapunt dan uit? 

Antwoords Er zijn VIER MOGELIJKHBDENs 

1°) Hot massapunt heeft GEEN BEGINSNELHEID. 

^_ Het massapunt krijgt dan o.i.v. R een 
eenpo.rig versnelde rechtlijnige bewe¬ 
ging zonder beginsnelheid. 

M a 

p 
s.j_ = \ at meter. 

2°) lo PP a maken met elkaar een HOEK 0 o 

M 

On — 
3 ) vf 

a 
Het massapunt krijgt dan o.i.v. R een 
eenparig versnelde rechtlijnige bewe¬ 
ging. 2 

s^ = + |v0i t + y! al t meter. 

en a maken met elkaar een HOEK 180 o 

-rgf- 
d 

n 0^ 4 ) v0 en 

Het massapunt krijgt dan o.i.v. R een 
eenparig vertraagde rechtlijnige bewe¬ 

ging 
O - ITT- I 4- _i. s.t = + |v | t - -g-lo.lt 

2 
meter. 

maken met elkaar een hoek ± 0° en £ 180°. 

De baan van het massapunt is dan 
een PARABOOL DIE 

1°) gelegen is in het vlak door 
v0 en a, 

2U) in 0 raakt aan v0, en 

3°) waarvan de symmetrie-as even¬ 
wijdig loopt aan- en gelijk 
gericht is met de resulterende 
versnelling a. 

Punt 2) De kogelbaan voor het geval, dat er o£ de kogel BEHALVE DE ZWAAR¬ 
TEKRACHT nog een andere kracht werkt. 

We zullen deze theorie behandelen aan de hand van getallenvoor¬ 
beelden. 

Henric van Veldeke College 

Maastricht. 
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Opgave 38. 

+y 
— 

-x T 
o 

500ro! 
1 

X. S 

Een kogel (gewicht 4 kgüh p ) wordt van¬ 
uit een punt 0 op een hoogtê van 200 me- 

*3o7sac. ter boven de grond VERTICAAL OMOOG 
'r-/wo rif-v/Ton met een beginsnelheid van 30 m. 
_per sec. 

Tijdens de beweging werkt op de kogel be¬ 
halve de zwaartekracht nog een constante 
HORIZONTAAL gerichte kracht van 40 Newton, 
grn p. =10 m/sec2. 

^9S.P. * 

S 
///////////////Z/,7////77y 

Gevraagds a) Welke beweging voert de ko¬ 
gel uit in HORT ZONTALE rich¬ 
ting. 

Antwoord; In horizontale richting werkt op de kogel de kracht F van 
40 Newton. Deze kracht geeft aan de kogel dus een HORIZON 
TAAL gerichte versnelling. 

40 m.a 
hor. 

De kogel weegt 4 kgf^ p ; dus m 

Dus: «> “ ’ 

= 10 m/sec2. 

4 kg*j 

Dus a 
'hor. 

In horizontale richting heeft de kogel GEEN beginsnelheid. 

. Conclusie. De beweging van de kogel in horizontale rich¬ 
ting is eenparig versneld zonder beginsnelheid. 

Gevraagd; b) Welke beweging voert de kogel uit in VERTICALE richting? 

Antwoord; In verticale richting werkt op de kogel alleen de 
zwaartekracht Z van 4 kgf^ p (=40 NEWTON). 

Deze zwaartekracht geeft aan de kogel de valversnelling 
ter plaatse, dus gm p , Deze is in grootte 10 m/sec2 

en is naar beneden gericht. 
De kogel heeft een verticaal naar boven gerichte begin 
snelheid. 

Conclusie; In verticale richting is de beweging eenpa¬ 
rig vertraagd met beginsnelheid + 30 m/sec2 
en versnelling - 10 m/sec2. 

Gevraagd; c) Stel de plaats- en snelheidsfuncties 0£ in de horizon¬ 
tale en de verticale richting. 

Oplossing; We kiezen de oorsprong in 0; de + X-as in 
de richting van E en de -Y-as in de rich¬ 
ting van g"T p 

Gevraagd; d) 

X-richting. 

v^ = 0 ; ax = + 10 m/sec2 

Dus; 

X_j_ = + 5t2 meter 

v* = + 10t m/sec. 

Y-richting. 

v^ = + 30 m/sec;ap =-10^s^ 

Dus; 

Y^ = + 30t - 5t2 meter 

v[ = + 30 - 10t m/sec 

Welke baan beschrijft de kogel in het XQY vlak? 
Schets deze baan. 

Antwoord; Indien we uit de plaatsfuncties de tijd zou¬ 
den elimineren, zouden we in wiskundige moei¬ 
lijkheden komen. 

Om uit te maken welke baan de kogel nu be¬ 
schrijft in het XOY-vlak, moeten we anders 
te werk gaan. 
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CD Ïê. bepalen de resulterende 
beginsnelheid v.d. kogel 
t.o.y. bet XOY-vlak. Deze 
is v| . 

(2) We bepalen de RESULTERENDE 
VERSNELLING v.d. kogel t.o. 
V. het XOY-vlak. Dit is de 
vector ^ 

ares = ahor * ST.P. 

WE KIEZEN NU EEN HULPCOQR 

DINA TEN-STELSELi 
De oorsprong in 0; Y * as 
in de richting van aLes; 

We ontbinden vQ in een com 

ponent langs de Y'as en 
een component ~L Y' as. We 
kiezen de + Xsas in de 
richting van de laatstge¬ 
noemde component van vQ . 

Langs de X'as is de beweging van de kogel EENPARIG; 
langs de Y'as eenparig vertraagd. 

Conclusie. De baan van de kogel in het bewegingsvlak 
is is EEN PARABOOL, DIE: 

1°) in 0 raakt aan de beginsnelheid van de 
kogel t.o.v. het bewegingsvlak (dus aan 
v*), en waarvan 

2°) de symmetrie-as evenwijdig loopt aan- 
en gelijk gericht is met de versnelling 
van de kogel T.O.V. HET BEWEGINGSVLAK 

(dus //£gs). 

Opmerking. Ten opzichte van het XOY coördinatenstelsel 
is de baan van de kogel dus EEN SCHEEFLIG¬ 
GENDE PARABOOL; t.o.v. het X'OY'-coörd. 
stelsel is deze baan EEN (RECHTLIGGENDE) 

BERGPARABOOL. 

Recept 

Gevraagd: e) 

Oplossing: 

De maximale hoogte van de kogel boven de grond. 

De^kogel bereikt de grootste hoogte boven de grond als 

0 = 4 30 - 10t —t~i .= 3 sec. 

V = o- 

Gevraagd: f) 

Oplossing: 

Opmerking: 

Gevraagd: g) 

Oplossing: 

dus als 

Dan is: Y^ = 4 90 - 43 = + 43 m. 

De hoogte boven de grond is dan + 45 + 200 = 245 meter. 

De X-coörd. van het hoogste punt boven de grond. 

X^ = 5 x 9 = +• 45 meter. 

X^ = + 45 meter ] Dus Y^ = X^ 

Y-, = + 45 meter I Dit punt moet dus liggen op de lijn 
^ J Y = X, d.i. de X’as, want /_■* = 45°. 

Conclusie. In M (zie fig.) bereikt de kogel de groot¬ 
ste hoogte boven de grond. 

De snelheidsvector in M. 

v 

grootte 

3 

= 4 30 

Y vi = o 
5 

m 
/sec. 

•> v^ = 4 30 
m 
/ sec. 

richting // 4 X-as. 
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Gevraagds h) Ojd welk tijdstip is de snelheid v.d. kogel minimaal? 

Oplossing; In de top van de parabool, want dan is v^! = 0. 

In dat punt loopt de snelheidsvector // + X;as. 

Daar in de ze opgave de X*as een / 45° met de + X-as maakt, moet 
de snelheidsvector in de top dus ook een /_ 45° maken met de 
+ X-as, d.w.z. v£ = v£ 

+10t = 30 - 10t 

t = 1 sec, 

Gevraagd; i) 

Oplossing; 

De coördinaten van de top. 

X-^ ^ = 5*^ = 11,25 meter. 

33,75 meter. 
s 

Gevraagd; j) Op welk tijdstip treft de kogel de grond. 

Oplossing; De Y- coörd. van het trefpunt is - 200 

Dus; -200 = + 30t - 5t2 

Dus; 5t2 - 30t - 200 = 0 

t2 - 6t - 40 = 0->(t - 10)(t + 4) = 0 

t^ = + 10 sec. 

tp = - 4 sec (heeft geen betekenis, omdat de 
kogel op t = 0 wordt opgescho¬ 
ten) . 

Gevraagd; 

Oplossing 

Gevraagd; 

Oplossing 

k) De coörd. van het trefpunt met de grond. 

X 

Y. 
10 

10 

— + 5.100 = + 500 meter. 

= - 200 meter. 

1) De trefsnelheid met de grond. 

IGrootte; ho 

r\ 

V 10 

+ 100 

+ 30 

+ JCiC. o7s 

m / 
/sec. 

- 100 - 70 
m 

tc. V 10' 

dus V. 10 1100^ + 70^ » I0V149 7sec. 

-70 _ _7_ 
" 10 

'/sec. 

m 

Opgave 39. 

Vl0 jRichting; 
tg f 

(p in 4 

+100 
o 

kwadrant. 

+y 
-ÏSJ 

vl 
K 

A 
(3) ifj 

x ft* <*> 0 

Ky 
AA' 

/ %° 

- 
Va 

+X 

'sl 2 - 5 |> 

y 

Een. kogel (gewicht 5 kgf^ p ) wordt 
vanuit een punt 0 op de * grond 
onder een elevatiehoek ck = 45° opge¬ 
schoten met een beginsnelheid van 
80\/2 m/sec. 
Tijdens de beweging boven de grond 
werkt op de kogel een kracht K met 
COPSTAPTE GROOTTE en CONSTANTE RICH¬ 
TING ; De grootte van deze kracht is 
50 Newton; de richting van deze kracht 
maakt met de horizontale component van 
Vq een stompe hoek waarvan de tangens 
r> is. De verticale componenten van 
K en v"o zijn gelijk gericht. 

= 10 m/sec 
3T.P. 



136 

Gevraagd; a) 

Oplossing; 

X 
Kies de + X-as in de richting van v ; de - Y-as in de 
richting van Z. 

Bepaal de X- en I- componenten van v/ en X. 

X - richting. 

v^ = v cos. = 4- 80 m/sec. 

= K cos. £ = - 40 Newt. 

Y - richting. 

Vq = vQsin.(7(= + 80 m/sec. 

= K sin£ = + 30 Newt. 

Gevraagd; b) Welke beweging 

Oplossing; 

-wN 
-<—.—^ .-— 

De kogel weegt 

Dus; 

voèrt de kogel uit in de X-richting? 

De kogel heeft in de X-richting een 
beginsnelheid van + 80 m/sec. 
In de X-richting werkt echter op de 
kogel nog een kracht van 40 Newton, 
negatief gericht. 
Kx = m.ax 

5 dus m = 5 kg* 

- 40 - 5.ax 

o m / p 
a = - 8 /sec^. 

Conclusie; De beweging in de X-richting is een eenpa¬ 
rig vertraagde beweging met beginsnelheid + 80 m/sec. 
en versnelling - 8 “Vsec^. 

Gevraagd; c) Welke beweging voert de kogel uit in de Y-richting? 

Oplossing; 

In de Y-richting heeft de kogel een begin- 
l+V snelheid van vY = + 80 m/sec. 

33 In de Y-richting werken er nu TWEE KRACHTEN 
^u° op de kogel n.l.s 

a Hy(+30MiLo) if positief gericht, dus = + 30 Newt. 

2°) Z negatief gericht; Z = - 5»10 = - 50N. 

De RESULTANTE van ïT en Z is dus een kracht 
ïf die NEGnTIEE gericht is en 20 Newton 
y groot is. 

R = - 20 Newton. 

R = m.a_7 
1 y 

- 20 = 5.ay 

V-* 
z (-SON) 

-y 

ia = - 4 m/sec2. 1 
1 y_________I 

Conclusie; In de Y-richting voert de kogel een eenpa¬ 
rig vertraagde beweging uit met beginsnel¬ 
heid vY = + 80 m/sec. en versnelling 

0 ay = - 4 m/sec2. 

Gevraagd; d) Vul hot onderstaande vergeli,jkingen-schema in. 

Antwoord; 

-x 

+y 

A^--+so%cc. 

«X 

-—-é£- 

X - richting. 

or3-_ + 80r%ec 

+ K 

ay 

ax = 

4 = 

Opmerking. 

m 
/sec. 

m / p 
/ sec^ 

meter 

m / 
/sec. 

Y - richting. 

ay = 

4 = 

vl = 

m/sec. 

m/sec"' 

moter. 

m 
/ sec. 
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Opmerking. De vragen a, b en c dienden 

alleen om dit vergelijkingen-schema voor 
te bereiden. 
Bij de sommen beantwoordt men deze vra¬ 
gen :,OP KIATF en begint de oplossing 
“IN HST NET,? mot dit vergelijkingen- 
schema. 

Gevraagd: e) Welke baan beschrijft de kogel IN HET XOY-vlak. 
Schets deze baan. 

We volgen weer het recept: 

(l)\7e bepalen de re snit erende 
beginsnelheid v.d, kogel 
t.o.v. het XOY vlak. 
Deze is ^0* 

(Ê)We bepalen de resulterende 
VERSNELLING v.d. kogel 
t.o.V. het XOY vlak. 

Deze is ^es = + "ay 

f5)We bepalen HET HUIPCOÖRDI- 
NATENSTELSEL X?OY« zo,dat 
W langs de - Y*as valt 
-np o O 

en de beweging langs 
de + X-as eenparig is. 

Conclusie: De baan van de kogel in het XOY-vlak is 

een parabool, 

die in 0 raakt aan de vector van de resul¬ 
terende beginsnelheid en waarvan de symme- 
trie-as evenwijdig loopt aan- en gelijk ge¬ 
richt is met de vector van de RESULTERENDE 
versnelling. 

Gevraagd: f) De coördinaten van de top van deze parabool 

Oplossing: In de top loopt de snelheidsvector // + X'as 
tg /jk - Dus de tangens van de hoek die de + X’as 
maakt met de X-as is - 2. 

In de top van de parabool is dus vj. = 

Dus: 80 - 4t = - 160 + 16t 

240 = 20t —t = 12 sec. 

Hieruit volgt: X^. = X^ = 

Y, = Y-, 
top ” X1Z 

Gevraagd: g) De snelheidsvector in de top van de parabool, 

Oplossing: 
Grootte: V 

.x 
top 

y 

= V 
X 
12 

= - 16 ^sec 

= + 32 rj)sec 

322 = 16V3 %ec v 
top 

/ y vY = v"0 = 
top 12 

Dus v 
top 

\ / ' p 
\/16^ 

Richting: Maakt met de + X richting een stompe 
hoek waarvan de tangens - 2 is. 

Gevraagd: h) 



138. 

NB 

GevraagcU h) 

Oplossing; 

Gevraagd; i) 

Oplossing; 

Gevraagd; j) 

Oplossing; 

Gevraagd; k) 

Oplossing; 

Gevraagd; 1) 

Oplossing; 

Gevraagd; m) 

Oplossing; 

-x 
© j? 
-'S“— 

4' 

© 

o' 

Op welk tijdstip loopt de snelheidsvector // Y-as. 

Op dat tijdstip is v^ = 0 

Dus 0 = 

t = 10 sec. 

De snelheidsvector op dat tijdstip. 

Grootte; V^q = 0 

VI0 1 v10 = 

! Richting; // + Y-as. 

De maximale hoogte boven de grond. 

In het hoogste punt boven de grond is v: 

Dus 0 = 

t = 20 sec. 

„„ m, >v10 = 40 ^ 
= + 40 /si -——-- 

t = o 

Dus h Y, 
max "20 

De coördinaten van dit hoogste punt. 

X2Q = 1600 - 4.400 = 0 

= + 800 meter. 

Y. 20 = + 800 meter I 
j 

] Dus punt M 
~ (zie fig.T 

De snelheidsvector in M. 

v.. 
lil 

Grootte; V 
x 
20 = - 80 m/s 

v: y _ 
20 " 

0 

! ni/ 
tv,, z 80 /sec. 

rM 

Richting; // - X-as. 

In welke richting had de kracht K moeten werken opdat 
de baan van de kogel een halflijn geweest zou zijn? 

De baan in het XOY-vlak is dan 
en slechts dan een halflijn als 
Vq en 'etpQ s langs dezelfde lijn 

\+y / vallen. 
,_4 Daar ares gelijk gericht is met 

I ƒ de resulterende kracht i / —=%>- 

/ R = 2 t. K, 
| / zal de kracht K dus zó gericht 

moeten zijn, DAT DE RESULTERENDE 
p---4 x KRaCHTVECTOR 1 LANGS DE DRAGER 

! VAN VECTOR T0 VALT. 

We moeten dus een parallelogram 
vr~> construeren waarvan 0 oen hoek- 

~"p! 2 punt is, de diagonaal Icings de 
jy lijn 00* valt, vector ~Z een zij¬ 

de is en de andere zijde de 
grootte K heeft. 

(ï)We moeten dus vanuit het punt P (zie fig.) een lijn 
stuk ter grootte van K omcirkelen op de lijn 00*, en 
dan 

(2)het parallelogram aftekenen. 

Daar K = Z en (_ • = 45° moet (_ P = 90°. 

Conclusie. Opdat do baan van de kogel een halflijn ge¬ 
weest zou zijn, had de kracht K evenwijdig 
moeten lopen aan de - X-as, 

Gevraagd; n) 
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Gevraagds n) Stel, dat noch de grootte noch de richting van kracht 
K gegeven was, dor vjaren er blijkens bovenstaande con¬ 
structie oneindig veel krachten If mogelijk waarbij de 
baan van de kogel een halflijn is. 

Bepaal de grootte en de_ richting van de kleinste von 
alle mogelijke krachten ÉÜ 

Oplossing; Laat in voorgaande figuur vanuit P de loodlijn neer 
op de lijn 00*. enz. 

Deel B van $ 11. 
■■■■ ■  .. — ■■.... y . 

Het sojnenstellen van twee krachten die op een STAR lichaam werken. 

Inleiding. 

Punt 1) Het begrip STAR LICHAAM in de mechanica. 

Natuurkundig verstaat men onder een VAST LICHAAM, een lichaam waar¬ 
van de moleculen een vaste plaats t.o.v. elkaar hebben. Oefent men 
op zo'n lichaam een kracht uit, dan ondergaat dit lichaam altijd 
een (kleine) vormverandering. 

Als men IN DE MECHANICA over een vast lichaam spreekt, bedoelt men 
een Uchaam DAT VOLSTREKT ONVERVORMBAAR IS. 
Het vaste lichaam uit de mechanica is dus een IDEALISERING van het 
natuurkundig vaste lichaam. Om deze idealisering aan te duiden 
noemt men een vast lichaam in de mechanica een STAR LICHAAM. 

Punt 2) Men zegt, dat een kracht OP EEN LICHAAM werkt, als ze werkt op ÉÉN 
van de massapunten (de moleculen) waaruit het lichaam is opgebouwd. 
Dit punt noemt men HET AANGRIJPINGSPUNT van de kracht. 

Punt 3) 
A 

Punt 4) AXIOMA. 

In nevenstaande figuur is A het aangrijpings 
punt van de kracht F. De LIJN door A en F 
noemt men DE DRAGER of DE WERKLIJN van de 
kracht É. 

In nevenstaande figuur zijn P en Q, twee op 
eenzelfde star lichaam werkende krachten 
met dezelfde werklijn, de zelfde grootte, 
maar met tegengestelde werkrichtingen. 

De ervaring leert, dat deze krachten GEEN 
VERANDERING VEROORZAKEN IN DE TOESTAND VAN 
RUST OF BEWEGING VAN EET LICHAAM; „ 
Deze krachten houden elkaar dus in evenwicht 
(heffen elkaar op). 
Het doet hierbij niets ter zake of het star¬ 
re lichaam MASSIEF of HOL is. 

Dit ervaringsgegeven zullen we be schouwen als een EMPIRISCH AXIOMA; 

| TWEE LANGS EENZELFDE LIJN OP EEN STAR LICHAAM WERKENDE, EVEN 
I GROTE EN TEGENGESTELD GERICHTE KRACHTEN MET VERSCHILLENDE AAN- 
! GRIJPINGSPUNTEN, HOUDEN ELKAAR IN EVENWICHT. 

Punt 5) STELLING. De uitwerking van een op een star lichaam werkende 
kracht verandert niet, ALS MEN DIE KRACHT LANGS HAAR 
WERKLIJN VERPIAATST. 

In het punt A van., een star lichaam 
grijpt de kracht f aan. 
In een willekeurig, pynt B VAN DE 
WERKLIJN VAN KRACHT F laten we 
twee gelijke en ^tegengesteld ge¬ 
richte krachten P enf aangrijpen, 
DIE EVEN GROOT ZIJN ALS KRACHT F_^ 
en dezelfde werklijn hebben als F. 
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De krachten P en Q heffen elkaar op; de drie krachten F, 
P en Q HEBBEN SAMEN DUS DEZELFDE UITWERKING ALS DE KRACHT 
ï alleen. 
We kunnen, volgens het; empirisch axioma, echter ook zeg- 
gLen, DAT DE KRACHTEN F EN cj ELKAAR OPHEFFEN; De krachten 
F, P en Q HEBBEN SAMEN DUS DEZELFDE UITWERKING ALS DE 
KRACHT J? ALLEEN. 
DE KRACHT^ ALLEM HEEFT DUS DEZELFDE UITWERKING ALS DE 
KRACHT F ALLEEN.. 

CONCLUSIE. De uitwerking van een, op een star 
lichaam werkende kracht verandert 
niet, ALS MEN DEZE KRACHT LANGS HAAR 
WERKLIJN VERPLAATST. 

B I. Het samenstellen van twee op eenzelfde star lichaam werkende 
krachten MET DEZELFDE 'WERKLIJN. 

Gegeven; De krachten P en Q, heb¬ 
ben dezelfde werklijn. 

Gevraagd;De resulterende kracht. 

Oplossing; We mogen de krachten 
LANGS HUN WERKLIJN verplaatsen; 
V/e verplaatsen kracht Q langs 
haar werklijn zö dat A het aan¬ 
grijpingspunt wordt. 

Het probleem is dan teruggebracht 
tot het samenstellen van twee IN 
EENZELFDE PUNT AANGRIJPENDE KRACH 
TEN. 

Hun resultante R is dus; 

R = P + Q. 

B_II. Het samenstellen van twee op eenzelfde star lichaam werkende 
krachten WAARVaN DE WERKLIJNEN ELKAAR SNIJDM. 

Punt 1) De constructie van de resultante. 

o 

\ 

Gegeven; (aangrijpend in A) en 
Q (aangrijpend in B) zijn 
twee op een star lichaam 
werkende krachten. 
De werklijnen van deze 
krachten liggen in het 
vlak van tekening en SNIJ 
DEN ELKAAR IN 0. 

A L 
\ 

\ c , Gevraagd;De resulterende kracht, 
d.w.z. de kracht die de- 

'Xx zelfde uitwerking heeft 
\ -•> als de krachten P en Q. 

* SAMEN hebben. 

\ 

Constructie. x 

Q We verplaatsen de krachten P en Q* langs hun werklijnen naar 0. 

Volgens het verplaatsingsaxioma hebben de in 0 aangrijpende 
krachten P en ^dezelfde uitwerking als de in A resp. B aangrij¬ 
pende krachten P~ en Cf. 

(2) We construeren de resultante R van de in 0 aangrijpende krach- 
ten P en (j,. 

R ALLEM heef t_ nu dezelfde uitwerking als de in 0 aangrijpende 
krachten P en Q, DUS DEZELFDE UITWERKING ALS DE IN A RESP. B 
AANGRIJPENDE KRACHTEN P EN Q. 
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Q)We verplaatsen de in O aangrijpende kracht R langs haar werklijn 
wzo dat C het aangrijpingspunt wordt. 

De in C aangrijpende kracht R ALLEEN heeft nu dezelfde uitwer¬ 
king op het starre lichaam als de in A resp. B aangrijpende 
krachten P en Q SAMEN hebben. 

CONCLUSIE. De in C aangrijpende kracht R is de resul¬ 
tante van..de in A resp. B aangrijpende 
krachten P en Q. 

Opmerking. We zijn natuurlijk niet VERPLICHT om de kracht R in 
punt C van haar werklijn te laten aangrijpen. 
Het is wel gebruikelijk om fi als het aangrijpings- 
punt te beschouwen. 

Benaming. C noemt men HET MIDDELPUNT of HST ZWAARTEPUNT van de 

in A resp. B aangrijpende krachten j? en Or 

Punt 2) Gevraagd; Een meetkundige bij zonderheid van het punt C, 

Antwoordi 

/: V \ 7^ 

;■ i 

/ 
1 ■ t-\ 

/ 

p 

;a 
Vu 

'X. % 

De gearceerde driehoeken I en II 
zijn congruent en hebben dus HET¬ 
ZELFDE OPPERVLAK. 

Dus; -g-R x p 

Dus: 

of s P i Q, 

Maar i 

1 = x q* 

P x p! = Q. x q’ 

= q* ï p' 

P = q P 

Dus; 

Dus: 

p • q » q - p 

P x p = q x q © 

Conclusie. Het punt C verdeelt het lijnstuk AB 
in twee stukken AC en CB zo, dat 
opp. a(CA,P) = opp. a(CB,<J) 

Punt 3) Om deze conclusie gemakkelijker onder woorden te kunnen brengen 
heeft men in de mechanica een nieuw begrip ingevoerd, n.l.s 
HET MOMENT VAN EEN KRACHT T.O.V. EEN PUNT. 

Geval I Geval II 

/V 

>4 

a 
t-,v 

a. 
p> 

/t ■ / 

/ 

t- 
L, •, 

a V 

\o- $ 

V <A° 

In bovenstaande figuren stellen Fp en F2 krachten voor dio langs de 
getekende werklijnen op een vast lichaam werken. O is een willekeu¬ 
rig punt in het vlak van tekening. 
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Benamingen; 1) De lengte van de loodlijn a vanuit Q op de werklijn 
van de kracht neergelaten heet DS ARM VAN DE KRACHT 
T.O.V. HET PUNT 0. 

?) Zou het punt 0 VAST zijn, zodat het vaste lichaam om 
0 kon draaien, dan zou de kracht in geval I aan 
het vlak van tekening^een draaiing MET DE KLOK MEE 
geven, en de kracht Po in geval II een draaiing 
TEGEN DE KLOK IN. 
Welnu; Een draaiing MET DE KLOK MEE zullen we POSI¬ 

TIEF, een draaiing TEGEN DE KLOK IN NEGATIEF 
noemen. 

DEFINITIE. ONDER HET MOMENT VAN EEN KRACHT T.O.V. EEN PUNT 
VERSTAAT MM HET PRODUCT VAN DE KRACHT SN DE ARM, 
MET IN-ACHT-NÄME VAN HET TEKEN. 
HET MOMENT IS POSITIEF, ALS DE DRAAIING VAN' DE 
KRACHT T.O.V. HET PUNT POSITIEF IS; HET MOMENT 
IS NEGATIEF, ALS DE DRAAIING VAN DE KRACHT T.O.V. 
HET PUNT NEGATIEF IS. 

Notatie. Het moment van een kracht t.o.v. een punt wordt aangeduid 
met de hoofdletter M. 

Dimensie. De dimensie van M is Newton x meter. 

Opgave. J*' 

v-~> 

/> , 
/ V' 

._,M = + 
EtovO 

Nxiri 

O/ 

/'f 
/ 'Vv .O 

/v Y, 

o 

Nxm 

^tovO 

? ! 
,4, 

<v / A 
'^eA / ^ 

^tovO 
Nxm 

i>7 «// 

*0/ 

x %- Ae? 
H/V F 

^tovO 

Nx m 

Opmerkingen, a) Bij het bepalen van het moment van een kracht t.o.v,, 
een punt, moet men dus op DRIE dingen letten; 

1°) het teken; 
2°) de grootte van de kracht; 
3; de grootte van de arm. 

DE LIGGING VAN DE KRACHT OP DE WERKLIJN DOET NIETS 
TER ZAKE. 

b) De grootte van het moment van de 
kracht F t.o.v. het punt 0 = 
2 x Opp. A (0,]f) 
Uit de meetkunde weten we dat 
Opp^ A(0,]f) niet verandert, als 
we F* langs haar werklijn verplaat 
sen. 

c) Het moment van een kracht t.o.v. een punt is NUL, 
als; 
1°) de grootte van de kracht nul is, 

2°) de grootte van de arm nul is; dus als het punt 
0 op de worklijn van de kracht ligt. 

Punt 4) 
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Punt 4) 

A ' 
' • l~ 

P 
4- 

\ 

In punt 2) wonden we voor de ligging 

van C op AB de bijzonderheid: 

P x p = Q. x q. (ï) 

We kunnen deze vergelijking nu 
schrijven als: 

- Pp + Q,q = 0 (§ 

hu is Pp = M 
van P t.o.v. C 

-f Qa = M. 
van Q, ;.o.v. C 

Uit vergelijking <£) volgt dus, dat 
het punt C zo?n ligging heeft op AB, 
dat 

M + _^M =0 
P t.o.v.C t.o.v.C 

CONCLUSIE, Het middelpunt C van de in A resp. B aangrijpen¬ 
de krachten P en 4, heeft zo*n ligging op het lijn 
stuk AB dat de algebraische som van de momenten 
van de krachten P en t.o.v. C gelijk is aan HUL. 

Benaming. Deze stelling zullen we DE MOMENTENSTELLING noemen. 

B III. Het samenstellen van twee EVENWIJDIGE GELIJKGERICHTE 
krachten. 

Punt 1) De constructie van de resultante. 

© H O ' __ H (£) 

si A' _ h-> 

-- } P© 

Q In A resp. B grijpen _de 
evenwijdige krachten P” 
en q aan. 
We laten in de punten A 
en B twee gelijke en te¬ 
gengesteld gerichte 
HULPKRACHTEN' H aangrij¬ 
pen waarvan de werklijnen 
langs DE LIJN AB vallen. 

R, 

A 
^.ïf y / 

! 
ad / 

/ 

/© 

R 

, 'P, 
~.w 

/\ 

t _ _ JVk 

v~ We bepalen de resultanten 
Rp en R2 

We verplaatsen Rp en R2 
langs hun werklijnen naar 
het snijpunt 0. 

(2) j kQ) We ontbinden de in Cf aan 
grijpende krachten Rp en 
Ro elk in twee componen¬ 
ten zo, dat de H èèn 

? component wordt. 
De andere component van Rp is dan gelijk en // p; 

de andere component van Ëb, is dan gelijk en // Q. 

(5) Daar de in 0 aangrijpende krachten P en Q sa menvallpn, hoeft de 
resultante van deze krachten dezelfde richting als P” en Q*, en is 
de grootte van deze resultante gelijk aan: 

R = P + Q. 

© We verplaatsen deze resultante langs haar werklijn naar het punt C. 
De kracht R, die in C aangrijpt, heeft diezelfde uitwerking ais de 
in A resp. B aangrijpende krachten E en C SAMEN hebben. 

CONCLUSIE. 
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i_______________________ 
—s*- 

CONCLUSIE. _R is _de result ante van de evenwijdige krachten 
p" en 0,. 

I. Grootte; R : P + Q 

"R <i 
| Richting; R // P // 

Punt 2) STELLING. AC ; BC = Q, ; P 

In woorden; Het aangrijpingspunt van de resultante ver¬ 
deelt het verbindingsstuk der aangrijpings¬ 
punten 

INWENDIG 

in stukken DIE OMGEKEERD EVENREDIG ZIJN met 
de aangrenzende krachten. 

Bewijs. 

\AC0vnx I -»AC 

ABCOc^AII-.5-BC 
Dus; 

; OC - H s P —»AC x P = OC x H] 

; OC = H : Q -»BC x Q, = OC x H \ 

AC x P = BC x Q 

Dus 
! AC BC v O. 

CONCLUSIE. De resultante van twee EVENWIJDIGE GELIJKGERICH 
TE krachten loopt evenwijdig aan- en is gelijk 
gericht met de gegeven krachten, en is in groot 
te gelijk aan de rekenkundige som van de twee 
gegeven krachten. 
Het aangrijpingspunt van de resultante verdeelt 
het verbindingsstuk der aangrijpingspunten van 
de gegeven krachten INWENDIG in stukken die OM¬ 
GEKEERD EVENREDIG zijn met de aangrenzende 
krachten. 

Punt 3) Eenvoudige constructie van het punt C. 

% 
,..o 

a 

1~ V') «*) 

fl 
»i 

a-l 
i 

0 

ik 

AC s BC = Q ; P 

Getallenvoorbeeld. 

Gegeven; P = 2 Newton. 
Q, = 4 Newton 
AB - 0,12 meter. 

Gevraagd;R, AC en BC 

Oplossing; R=P+0, = 2 + 4 = 6 Newton. 
AC ; BC = 4 ; 2 
(AC+BC);(4+2) = AC ; 4 
0,12 ; 6 = AC ; 4 - -> AC =0,08 meter 

BC = 0,04 meter 

Deel B IV. 
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Deel B IV. Het samenstellen van twee EVENWIJDIGE TEGENGESTELD 
gerichte krachten van verschillende grootten. 

In A resp. B grijpen de even¬ 
wijdige en tegengesteld gerich 
te krachten f en o' aan. 
ïïe nemen aan, dat deze krach¬ 
ten NIET GELIJK VAN GROOTTE 
zijn, 
Stel, dat de kracht £ groter 
is dan de kracht P. 
Y/e ontbinden de kracht Q, in 
twee EVENVYI JDIGE GELIJKGERICH¬ 
TE KRACHTENs Een van deze 
krachten grijpt aan in A en is 
gelijk en tegengesteld aan de 
gegeven kracht P; de andere 
kracht is dan in grootte gelyk 

aan Q, - P. Het aangrijpingspunt C van deze kracht moet nu OP DE 
HALFLIJN AB60 liggen, en wel zo, dat AB s BC = (Q, — P) ; P 
De gegeven krachten ? en Tf hebben nu SAMEN dezelfde uitwerking a|s 
de krachten P", Pp en (Q, - P). 
Van deze drie heffen de krachten P en Pp elkaar op, zodat alleen 
de kracht (Q - P) ov§rblijft. 
De gegeven krachten P” en Ö” hebben SAMEN dus dezelfde uitwerking 
als de kracht (Q - ?) aI,TEEN heeft. 

CONCLUSIE. De kracht (Q - die JLn C aangrijpt is de resultante 
van de krachten P en Q'. 

Punt 2) Berekening van R, AC en BC. 

__ | De grootte; R = Q, - P. 
<i ~> 
De richting; R loopt evenwi,jdig aan- en is gelijk¬ 

gericht met de GROOTSTE van de gegeven 
krachten. 

Het aangrijpingspunt C; 

AB s BC z: (Q - P) *. p 

(AB + BC) ! (Q - P + P) 

dus s AC : Q 

Dus; ____________ 

AC % BC = Q ; P 

Conclusie; Het punt C ligt op HEI VERLENGDE AAN DE KANT 
VAN DE GROOTSTE KRACHT van het lijnstuk AB, 
en verdeelt het lijnstuk AB UITWENDIG in 
stukken die OMGEKEERD EVENREDIG ZIJN met de 
aangrenzende krachten. 

Eenvoudige constructie van het punt C. 

= BC ï P 

= BC ! P 

Punt 1) De constructie van de resultante. 

—> 

'f i 
i 1 

t / 
A / te-?) /_ (p) 

(C£-P) = R 

$ -f-AR 
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Getallenvoorbeeld; 

Analyse. 
Gegeven; P = 5 Newton. 

Q, = 17 Newtcn. 

AB = 0,24 meter. 

Gevraagd; R; AC en BC. 

/ 

Oplossing; 
Grootte; R = 17 - 5 = 12 Newton. 

R 1 I Richting; evenwijdig aan en gelijk 
gericht met 

Aangrijpingspunt; 
AC ; BC = 17 ; 5 

(AC - BC) ; (17 - 5) 

0,24 ; 12 

BC 

AC 

BC ; 5 

BC ; 5 

0,10 meter 

0,24 + 0,10 = 0,34 m. 

EINDCONCLUSIE van de delen B III en B IV. 

B III B IV 

W 
—?*■ — 

R//P// Q,; gelijk gericht 

R = P + Q 

AC s BC = Q s p 

k 
R 
/ 

i 
-p 

/ /! 
R 

/ / Cl 

I Ié- 

&/ Ic 

R // en gelijk gerichipmet de 
grootste kracht, dus Q,. 

R = Q - P 

AC ; BC = Q ! P 

Deel B V TWEE GELIJKE, EVENWIJDIGE EN TEGENGESTELD GERICHTE 
KRACHTEN; KOPPELS. 

Punt 1) Het begrip KOPPEL. 

'4 

A 

i 

I 

! 
I 
% 
! 

— '—— .»».fa. 

P en Q zijn twee op eenzelfde star 
lichaam werkende krachten, waarvan; 

1°) DE GROOTTEN GELIJK ZIJN. 

2°) DE WERKLIJNEN EVENWIJDIG LOPEN. 

3°) DE RICHTINGEN LANGS DE RESP. 
WERKLIJNEN TEGENGESTELD ZIJN. 



147. 

I Ill DIT GEVAL KUNNEN DE TWEE KRACHTEN 

! NIET 
I 

I DOOR ÉÉN ENKELE KRACHT VERVANGEN WORDEN. 

S! Dit tweetal krachten geeft aan het starre lichaam dan ook 

j GEEN VOORUITGAANDE BEWEGING (of TRANSLATIE) 
i 

j zoals een enkelvoudige kracht doet, maar 

EM DRAAIENDE BEWEGING (of ROTATIE) OM 

I HET ZWAARTEPUNT VAN HET LICHAAM. 

| Dit wordt bewezen in de hogere mechanica. 

Benaming. Zo*n samenstel van TWEE GELIJKE EVENWIJDIGE EN 
TEGENGESTELD GERICHTE KRaCHTM noemt men 

EEN KOPPEL. 

Opmerking. Uit het feit, dat de krachten van een koppel niet door 
ÉÉN enkele kracht kunnen vervangen worden, volgt ook, 
dat het niet mogelijk is om een koppel door èèn enkele 
kracht in evenwicht te houden. 

Punt 2) STELLING. De ALGEBRAISCHE SOM van de momenten van de krachten van 
een kopoel heeft t.o.v. IEDER PUNT IN HET VLAK VAN HET 
KOPPEL dezelfde ALGEBRAISCHE WAARDE. 

Het teken van deze algebraische waarde geeft de DRAAI¬ 
RICHTING aan van de draaiing die het koppel aan het 
starre lichaam geeft. 

Bewijs; zie bis. 148 

Henric van Veldeke College 

Maastricht. 



Bewijs: 

^vanPt.o.vX -^P*AX 

MvanQt.ovX = ~^*BX 

+ = +P.AX - R.BX 

= P(+AX - BX) 

= P(+AB) 

= +P.AB 

~r 

M 
VanPt,o.vX 

vanQt.o.vX 

- P.AX 

+ q.Bx 

it Q - P.AX 4-q.BX 

P(-AX + BX) 

P(-AB) 

-P.AB 

Deze uitkomst hangt NIET af 
van de ligging van punt X. 
De positieve waarde van deze 
uitkomst komt overeen met de 
positieve draaiing die dit 
koppel aan het vlak wil geven. 

Deze uitkomst hangt NIET af van 
de ligging van punt X. 
De negatieve waarde van deze uit 
komst komt overeen met de nega¬ 
tieve draaiing die dit koppel 
aan het vlak wil geven. 

Conclusie; De algebraïsche som der momenten van de krachten van 
een koppel heeft t.o.v, ieder punt in het vlak van het 
koppel dozelfde algebraïsche waarde♦ 
Het teken van deze algebralsche waarde geeft de DRAAI 
RICHTING van het koppel aan. 

Nadere besch ouping. In beide gevallen is de absolute waarde 
van de uitkomst van ï,fe, v gelijk aan het product 

van de grootte van èèn der krachten van het koppel en de lood¬ 
rechte afstand tussen de werklijnen van de krachten van het kop- 

RRA. * 

Deze loodrechte afstanden tussen de werklijnen noemt men de aRM 
van het koppel. 

Conclusie. 

/ PEN 
M-*- _L 
lwPt.ovX+ fe, v =+ KRACHT .ARM 

qt.o.vX \vKOPPEl) MPt.ovX+I^t.ovX 

EEN \ 
KRACHT .ARM 
vKOPPEL/ 
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De algebraïsche som van de momenten van de krachten van een koppel 
t.o.v. een (willekeurig) punt van het vlak van het koppel noemt men 
kortweg HET MOMENT VAN HET KOPPEL. 

Definitie: Onder HET MOMENT VAN EEN KOPPEL verstaat men het j 
product van EEN DER KRACHTEN van het koppel en 
de ARM van het koppel, met in acht-name van het 
TEKEN. 
Is de rotatie + , dus MET de klok MEE, dan is 
het moment + , 
is de rotatie - , dus TEGEN de klok IN, dan is 
het moment - . 

Opmerkingen, a) De dimensie van het moment van een koppel 
= Newton x meter. 

b) Het moment van een koppel is NUL als: 

of de krachten nul zijn, of de arm nul is. 

In het eerste geval zijn er dus geen krachten, in 
het tweede geval houden de krachten P en elkaar 
in evenwicht. ~p" ïf -^-H.---W-- 

Punt 3) We vermelden nog twee stellingen (zonder deze te bewijzen) 
I) TWEE in eenzelfde plat vlak werkende koppels met GELIJKE MAR 

TEGENGESTELDE MOMENTEN, heffen elkaar op. 

II) Werken in eenzelfde plat vlak meerdere koppels, dan kunnen deze 
vervangen worden door EEN ENKEL KOPPEL waarvan het moment ge¬ 
lijk is aan DE ALGEBRAISCHE SOM VAN DE MOMENTEN VAN DE GEGEVEN 
KOPPELS. 

Opmerking. Deze stellingen worden uitvoerig bewezen in groep E. 

Deel B VI. DE HEFBOOMWET. 

Punt 1) Definitie; Een hefboom is een star lichaam dat in een vast punt om 
een horizontale as kan draaien. 

Voorbeelden: 

H 

Een staaf, in èèn punt om een horizon 
tale as draaibaar. 

Een schijf, in èèn punt om een hori¬ 
zontale as draaibaar, b.v. een KATROL. 

Punt 2) Definitie. Een hefboom is in evenwicht, als ALLE op de hefboom wer¬ 
kende krachten elkaar in evenwicht houden. 

Opmerking. Wij zullen steeds stilzwijgend veronderstellen dat ALLE 
op een hefboom werkende loc achten IN EENZELFDE PLAT VLAK 
ide as liggen. 

Punt 3) STELLING. Een hefboom is DAN EN SLECHTS DAN in evenwicht als alle 
VAN BUITENAF op de hefboom werkende krachten een resul¬ 
tante hebben WAARVAN DE WERKLIJN DOOR HET VASTE DRAAIPUNT 
VAN DE HEFBOOM GAAT. 

Bewijs: DAN. 

Gegeven: De VAN BUITEN AF op de hefboom werkende krachten 
(vergeet de zwaartekracht niet) hebben een resul¬ 
tante waarvan de werklijn door het vaste draaipunt 
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gaat. 

Te bewijzen; De hefboom is in evenwicht. 

Stel, _dat S het vaste draaipunt van de hefboom 
is en R de resultante ven ALLE VAN BUITEN AE OP 
DE HEFBOOM WERKENDE KRACHTEN. 
Zoals gegeven is, gaat de werklijn van R door 
het draaipunt S. 
DE HEFBOOM OEFENT DUS OP DE HORIZONTALE AS DOOR 
S DE KRACHT 1? UIT. 
Maar de as blijft, volgens het gegevene, in RUST. 
DUS MOET DE KRACHT R DOOR EEN KRACHTWERKING VAN 

DS AS OP DE HEFBOOM IN EVENWICHT GEHOUDEN WORDEN. 

De AS moet dus nu OP DE HEFBOOM de kracht - R 
uitoefenen. 

De resultante van ALLE (uitwendige + inwendige) OP DE 
HEFBOOM WERKENDE KRACHTEN is dus NUL. 

De hefboom is dus in evenwicht. 

q.e.d. 

Bewi ,j s; 

Bewijs; SLECHTS DAN. 

s 

Zou de werklijn van de resultante R van alle 
VAN BUITEN AF op de hefboom werkende krachten 
NIET DOOR S GAAN (zie nevenstaande figuur), dan 
is het ONMOGELIJK, dat de as deze kracht R in 
evenwicht houdt; de hefboom gaat dan draaien om 
de as. 
VÖÖR EVENWICHT IS HET DUS NODIG, DAT DE WERKLIJN 
VAN DE RESULTANTE 1 DOOR HET VASTE DRAAIPUNT S 
GaAT. 

CONCLUSIE; Een hefboom is DAN EN SLECHTS DAN in evenwicht 
als alle van'/Duiten af op de hefboom werkende 
krachten een resultante hebben waarvan de werk¬ 
lijn door het vaste draaipunt van de hefboom 
gaat. 

Punt 4) Opgave 40. 

a 
H 

i 

Gegeven; Een gewichtslose staaf 
AB (lengte 4 meter) kan 
in het midden S draai¬ 
en om een horizontale 
as. 
In A werkt op de staaf 
een verticaal naar be- 

A 

;© 

m Fy / 

r 

p 'il 
1 ; SOHfewtpn 

»0° . & 
2 mater 

ßj 

De hefboom is in horizontale 

neden gerichte kracht 
van 20 Newton. 
In B werkt op de staaf 
een onbekende kracht F 
waarvan de werklijn in 
het verticale vlak door 
de staaf ligt en met de 
staaf een hoek van 50° 
maakt (zie fig.). 

stand in evenwicht. 

Gevraagd; a) CONSTRUEER de kracht F. 

Constructie. Op de hefboom werken twee krachten, n.1. 
de kracht 1? en de te construeren kracht F. 
Omdat de hefboom in_ evenwicht is moet de werklijn van 
de resultante van P en F door het punt S gaan. 

Q We verplaatsen de kracht P langs haar werklijn tot O 
het aangrijpingspunt wordt. 

(2) +(|) We construeren het parallelogram waarvan; 
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Q. een hoekpunt is, 
P een zijde, 
de diagonaal valt langs OS, en 
de andere zijde valt langs OB. 

(?) De vector F stelt dan de gevraagde kracht voor. 

(5) Verplaats de vector F langs haar werklijn zo dat 
B het aangrijpingspunt wordt. 

Gevraagd; b) Bereken de grootte van de kracht F. 

Oplossing; S is dus het middelpunt van de krachten P en F. 
Volgens de momentenstelling moet dus; 

M + M = 0. 
P t.o.v.S F t.o.v.S 

Dus; -20. 2 ■+ l.F =0. 

F = 40 Newton. 

Gevraagd; c) Construeer en bereken de grootte en richting van de 
kracht die DE AS op de hefboom uitoefent. 

Oplossing; 

0 

De gevraagde kracht grijpt aan in S en i§. gelijk en 
tegengesteld aan de kracht R. 
Door in AI van bovenstaande figuur de 
posinus-regel toe te passen op de zijde 
R vinden we; 

R2 = 400 + 1600 + 2.20.40.1- = 2800 

dus; 

dus; 

S 3 

R = 20V7 Newton 

Grootte; S =■ 20V7 Newton 

i Richting: tg. d\ - j V3. 

Punt 5) Aantekening bij de oplossing van vraag b. 

We konden de kracht F berekenen door toepassing van de 
momentensfellipg; S moet het middelpunt zijn van de 
krachten 'P en F) dus moet 

M -t- M — 0. 
P t.o.v.S F t.o.v.S 

Vraag; Hoe moeten we de ojjbekende kracht berekenen als 
er VAN BUITENAF MEER DAN TWEE krachten op de 
hefboom werken en de hefboom in evenwicht is. 

Antw.; Dan moet de werklijn van de resultante van de 
VAN BUITEN aF op .de hefboom werkende krachten 
DOOR S GAAN. In groep E zal exact bewezen wor¬ 
den, dat deze werklijn DAN EN SLECHTS DAN door 

S gaat ALS DE ALGEBRAISCHE SOM VAN DE MOMENTEN VAN AL¬ 
LE VAN BUITENAF OP DE HEFBOOM WERKENDE KRACHTEN t.o.v. 
HET DRAAIPUNT S GELIJK IS AAN NUL. 

! ALGEMENE CONCLUSIE. Een hefboom is DAN EN SLECHTS DAN in evenwicht 
als de ALGEBRAISCHE SOM VAN DE MOMENTEN VAN 
ALLE VAN BUITENAF OP DE HEFBOOM WERKENDE KRACH 
TM t.o.v. HET VaSTE DRAAIPUNT GELIJK IS AAN 
NUL. 

Punt 6) Opgave 41. 

I 

Af 

ij'5 Mtwt. 

V 

Gegeven; De hefboom AB (gewicht 45 N.) 
kan om een horizontale as 
door S draaien. 
Z is het zwaartepunt van de 

A hefboom. 
AS = 6 meter; ZS = 2 meter; 
BS = 10 meter. 
In B werkt een kracht P van 
6 Newton die een hoek van 30° 
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Deel 

Punt 1 

Punt 2 

met de hefboom maakt. 

GevraagdsWelke verticale kracht F moet 
in A op de hefboom werken op¬ 
dat deze in horizontale stand 
in evenwicht zal zijn. 

Oplossing; Voor evenwicht moets 

M M M = 0 
Z t.o.v.S 1' t.o.v.S F t.o.v. w o 

dus + 4) x 2 6x5 =0 
F t.o.v.S 

Conclusie 

= - 60 Newt.xmeter. 
F t.o.v.S 

De gevraagde kracht F moet dus t.o.v. S een moment heb¬ 
ben dat; 

1°) negatief is ->-F moet verticaal naar BENEDEN 
gericht zijn, 

2°) - 60 Newton x meter groot is 

Welnu; AS = 6 meter. 

! Grootte; F = 10 Newton 

dus F r 10 Newton 

F -j 
in A 

Richting; verticaal naar beneden. 

B VII HEI ZWAARTEPUNT van een lichaam. 

Een lichaam bestaat uit moleculen. Elk molecuul ondervindt een 
zwaartekracht. De resultante van al deze zwaartekrachten is DE 
ZWAARTEKRACHT VAN HET LICHAAM. Het middelpunt van al deze molecu¬ 
laire zwaartekrachten is HET ZWAARTEPUNT VAN HET LICHAAM. 

Soorten van evenwicht. 

Ieder lichaam is dus onderhevig aan de werking van de zwaartekracht 
die aangrijpt in het zwaartepunt van het lichaam. 
Deze zwaartekracht kan door èèn enkele kracht in evenwicht gehouden 
v/orden. Aldus is het mogelijk een lichaam op enige afstand boven de 
grond door ÉÉN enkele kracht in evenwicht te houden b.v. door oen 
lichaam in een punt verticaal onder het zwaartepunt te ondersteunen 
of in een punt verticaal boven het zwaartepunt vast te houden. 

In de evenwichtstoestanden die kunnen ontstaan als men de zwaarte¬ 
kracht DOOS Effl ENKELE KRaCHT IN EVENWICHT HOUDT onderscheidt men 
DRIE MOGELIJKHEDEN % 

lu) STABIEL EVENWICHT. 

2°) LABIEL EVENWICHT. 

3°) INDIFFERENT EVENWICHT. 

ad 1°) 

ad 2°) 

Een lichaam, IN EEN PUNT ONDERSTEUND, verkeert 
EVENWICHT, als bij een kleine draaiing van het 
zwaartepunt STIJGT. 

Een lichaam, IN ÉÉN PUNT ONDERSTEUND, verkeert 
EVENWICHT, als bij een kleine draaiing van het 
zwaarteount DAALT. 

in STABIEL 
lichaam het 

in LABIEL 
lichaam het 

ad 3°) Een lichaam, IN ÉÉN PUNT ONDERSTEUND, verkeert in INDIFFE¬ 
RENT EVENWICHT, als bij een kleine draaiing van het lichaam 
het zwaartepunt OP DEZELFDE HOOGTE BLIJFT. 

Voorbeeld; 
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Voorbeeld; We beschouwen een homogene schijf die in een punt S 
draaibaar is om een horizontale as. 

/ 
i 'i T 

\ 

.j...,. 

A 

T\ 

\ 

S verticaal BOVEN Z S verticaal ONDER Z 

S Hs. BIEL EVENWICHT LA. BI EL EVENWICHT 

S IN het zwaarte^). Z 

INDIFFERENT EVENWICHT. 

12. De DERDE WET VAN NEWTON: DE WET VAN ACTIE EN REACTIE. 

Punt 1) Het probleem. 

[/ / 'H ’ 
& :wa»A 

Op & 

Nevenstaande figuur geeft een schematisch 
beeld van de situatie dat een lichaam A 
(b.v. een locomotief) aen ander lichaam B 

(b.v. een wagon) voor zich uit duwt. 

Het lichaam. B ondervindt dan een naar 
rechts gerichte kracht vgn het lichaam A. 

Deze kracht noemt men de ACTIE KRACHT VAN A OP B: pvan^A . 
op B 

Vraag: Merkt A er iets van, dat A een actiekracht op B uitoefent? 

Antw.: A voelt zich IN ZIJN BEWEGING TEGENGEWERKT DOOR B: van A uit 
bekeken, is het ALSOF OP A EEN KRACHTJWERKT DIS AFKOMSTIG IS 
VAN B en NAAR LINKS gericht is; ■i?Vah"B~ 

op A 

r'van & j-V 

ijv/WWW 

van J3 
Deze naar links gerichte kracht F ^ noemt men de 

RE-ACTIE KRACHT VAN B OP A 

Conclusie; B voelt -de ACTIE KRACHT VAN A 

A voelt de RE-ACTIE KRACHT VAN B 

& actie-kracht 

reactie 
kracht 

Het probleem is nu; Bestaat er een verband tussen de actiekracht 
van A op B en de reactiekracht van B op> A? 

Punt 2) De hypothese van Newton. 

Newton heeft de volgende hypothese uitgesproken: 

DE ACTIE- M REACTIE KRACHT HEBBEN ALTIJD 

1°) DEZELFDE WERKLIJN, 

2°) DEZELFDE GROOTTE, maar 

3°) ZIJN ALTIJD TEGENGESTELD GERICHT. 

Dus.: i: r~, .. 

-.-"^h- -i - V.1fN .. -..-dezelfde werklijn. 
facits. | ■ ' | " j auia. 

Notatie: F 
actie 

= - F 
reactie 
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Deze HYPOTHESE staat bekend als DE WET VAN ACTIE EN REACTIE. 

CONCLUSIE; Oefent een lichaam A een kracht uit op lichaam 
B, dan oefent het lichaam B een REACTIEKRACHT 
uit op het lichaam A die, langs dezelfde lijn 
werkend, gelijk en tegengesteld is aan de nCTIE 
KRACHT VAN A OP B, zodat 

actie reactie* 

Punt 3) Reflexie; a) E , . = - E ... 
actie reactie 

Heffen deze actie- en reactiekrachten elkaar dan niet 
UI 
Antwoord, Twee langs eenzelfde lijn werkende, gelijke 
en tegengesteld gerichte krachten heffen elkaar DAN 
SN SLECHTS DAN op indien deze krachten OP EENZELFDE 
LICHAAM werken. 
Welnu; aan deze voorwaarde is hier NIET voldaan, want 

actie 
E 

werkt OP LICHAAM B, en j De actie en de reactie 
lkrachten heffen elkaar 

reactie dus NIET op. 

b) 0]D B werkt de actiekracht van A. 

Bij de bepaling van de resultante van ALLE op B wer¬ 
kende krachten MOET MEN DEZE ACTIEKRACHT DUS MEEREKE¬ 
NEN. 
Op A werkt de reactiekracht van B. 

Bij de bepaling van de resultante van ALLE op A wer¬ 
kende krachten MOET MEN DEZE REACTIEKRACHT DUS MEERE¬ 
KENEN. 

NB i| c) ZOLANG- A EN B MET ELKAAR IN CONTACT ZIJN, HEBBEN A MB 

jj DEZELFDE PLAaTSFUNCTIE, 

M DUS DEZELFDE SNELHEID 

EN DEZELFDE VERSNELLING. 

Is R^ dan de resultante van ALLE op A werkende kr., en 

, R ,s ;5 n krachten 
! -D 

! dan is; 

: % " ”VaA 

Eg = ffig.ag aA " aB “ asaiaenstel' 
I i 

§ 13. Massapunten door een koord verbonden. 

Punt 1) Een ideaal koord. 

Bij de sommen waarin twee massapunten door een koord verbonden 
zijn, wordt van het koord altijd verondersteld, dat het; 

1°) ONREKBAAR is. Een gespannen koord heeft dus altijd een 
constante lengte. De_ afstand tussen de door een gespan¬ 
nen koord verbonden massapunten blijft dus constant. 

2°) VOLKOMEN BUIGBAAR IS 

3°) GEWICHTSLOOS IS. 

Zo’n koord bestaat in werkelijkheid natuurlijk niet; daarom noemen 
we dit een ideaal koord. 

Punt 2) De_ spanning in een koord. 
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Punt 2) De spanning in een koord. 

oord. 

Is het koords,gespannen'4, 
MaSSAPUNT. DEZE KRACHT, 

In nevenstaande figuur is het massapunt 
A aan een uiteinde van een koord beves¬ 
tigd. 
dan oefent het„koord EED KRACHT UIT OP HET 

aangeduid door S, noemt men DE SPANKRACHT 
OF KORTWEG DE SPANNING IN HET KOORD. 

Definitie; Onder DE SPANNING IN EEN KOORD verstaat men de 
kracht die het koord uitoefent op een aan dit 

i koord bevestigd massapunt (lichaam). 

i 
i. 

Punt 3) Axioma. 
a sTfó g, We beschouwen nu het geval dat twee mas- 

— - - - -tp-. sapunten A en B door een GESPANNEN koord 
met elkaar verbonden zijn. Daar het koord 

GESPANNEN is, oefent het een spankracht Sa uit op het massapunt A 
en een spankracht ,Sp op het massapunt B, 

BIJ WIJZE VAN AXIOMA NEMEN WE AAN DAT ALTIJD EN ONDER ALLE OMSTAN- 
DIGHEDEN DE SPANKRACHTEN Sa Efflg DE ZET,EDE GROOTTE HEBBEN. 

Dus s _.__......^ 

! sA = sB j 

In eenzelfde koord zijn de spanningen aan beide uiteinden altijd 
gelijk. 

Punt 4) Stelling. Twee massapunten door een koord verbonden, hebben (MITS 
het koord gespannen is en de massapunten in de lengte¬ 
richting van het koord bewegen) dezelfde snelheid en de¬ 
zelfde VERSNELLING. 

Bewijs °. Omdat het koord ONREKBAAR is, is het verschil van de baan- 
coordinaten van de uiteinden van het koord op ieder ogen¬ 
blik constant gelijk aan de lengte van het koord. 
De uiteinden van het koord hebben dus, op deze constante na, 
DEZELFDE PLAAISPUNOTIE, dus dezelfde snelheidsfunctie en¬ 
de zelfde versnellingsfunctie. 

Punt 5) Bij zondere gevallen. 

I Katrol vraagstukken. 

A 

I J 

V 

k- 

p J 

1 T 
-P 

m 

A3 

V 

m- 
p - ^ 

mp < 
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Zp = nip.g Newton 

Zq> = n^.g Newton 

Dan is; 

S = Zp = 

K = 2S 

4 ‘ 1 

De massapunten zullen nu bewe¬ 
gen; P'*' en Qt 

Zp < s < 
Daar het koord onrekbaar is, 
HEBBEN P EN Q BIJ DEZE BEWEGING 
DEZELFDE VERSNELLING; astelsel* 

Rekenen we de richting waarin 
het koord beweegt zowel voor P 
als voor Q als de positieve 
(zie ~h) ) dan volgt; 

yQPJLQ}. + \ ~ S “ IIbj*astelsel ] 

+ S “ %> = mp*astelsel 

In deze vergelijkingen zijn S 
en aspe]_se]_ de onbekenden; We 

kunnen deze dus berekenen. 

De plaatsfuncties. 

VAN P VAN Q 

II SLEEPVRAAGSTUKKEN (alleen HORIZONTALE TRANSLATIE) 

$ A 

WA 

V In nevenstaande figuur zijn A on B 
oRn. twee door een koord verbonden massapun 
.->+ ten. Op A werkt de kracht F" (zie fig.) 

Bij de beweging langs het horizontale vlak ondervindt A van het 
vlak de WRIJVINGSKRAGHT WA NEWTON, en B de WRIJVINGSKRACHT WB 
NEWTON. 
A en B hebben bij deze beweging weer DEZELFDE VERSNELLING; aspe]_s 

VOOR A geldt; + F - S - W,, = m, ,a„ 

VOOR B S 

A jx stelsel 

Wt, = iii-n.a. E _iB stelsel 

Uit deze vergelijkingen kunnen S en a 
stelsel 

berekend worden. 

14. LIFT-VRAxiGSTUKKEN. 

We beschouwen nu de situaties waarin een massapunt op een horizon^ 
taal vlak ligt en het vlak beweegbaar is. 

Geval I. Het vlak is in rust. 

+ 

j 
i 

V 

Geval il. 

VA 

A is dus in rust; De resultante van 
ALLE OP A WERKENDE KRaCHTEN MOET DUS 
NUL^ZI JN. 
Is lf de NORMALE DRUK van het vlak op 
het massapunt A, dan moet dus; 

+ N - m..g = 0 - 
A ° 

a 
m. g N^wt, 

dus; 

I N = m,.g Newton. 
! A ° 

Het vlak beweegt EENPARIG naar boven. 
A |M 

V 

a beweegt dus EENPiDRIG naar boven; de 
resultante van ALLE op A werkende 
krachten moet dus NUL zijn. 
Dus + N - . g = 0 

A 

Dus 

V -,i rrVd 

N = m,.g Newton. 
A D 
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Geval III. Het vlak beweegt EENPARIG naar beneden. 

A beweegt dus ook EENPARIG: + N - m^.g = 0 

N = m,.g Newton, j 

_A_i 

Geval IV. Het vlak beweegt EENPARIG VERSNELD NAAR BOVM; 
versnelling a Iü/sec2, 

A beweegt nu dus ook EENPARIG VER¬ 
SNELD naar boven met versnelling 
a m/sec2. 
De resultante van ALLE op A werkende 
krachten moet nu dus een naar boven 
gerichte kracht zijn die zofn groot¬ 

te heeft dat A een versnelling heeft 
van a m/sec^. 
Dus: 

+ N - m,. ,g = -*■ m,. .a. 
il ü 

Uit deze vergelijking volgt de grootte van de normale 
druk N. 

N = m,.g + m,.a = m, (g + a) Newton, ii 0 A i-i ° 
_ 

m-./ 
6-C ‘ 

A 
Ä A 

V ■ 

-a-7. sacv 

h 

"a-9 

Geval Ir vlak beweegt EENPARIG VERSNELD NaaR BENEDEN: 
_> versnelling = a m/sec2. 

.A 

% 

zAsmA’9 

De resultante van ALLE op A werkende 
krachten moet A een naar beneden geg¬ 
riente versnelling geven van a m/sec2 
Dus: 

+ N - m,.g = - m,.a 
A ° ü 

Dus: 

! N = m,. .g - m, .a = m, (g - a) Newton. 
I il xi. Xx. 

i 

§ 15. De ALGEMENE GRAVI IA TIE-WET ViJI NEWTON. 

A I- F & 
- -*- 

^ F? me,t«r 

In nevenstaande figuur stellen n en B 
twee massapunten voor, resp. met massa 

mA en mB 
De afstand tussen A en B bedraagt R m. 

Newton stelde de volgende HIPOTHESE op: 

NB-. 

NB. 

NB. 

1°) De mas sap unten A en B TREKKEN ELKAAR WEDERKERIG AAN. 

2°) Deze krachten zijn gericht volgens de verbindingslijn 
der massapunten EN HEBBEN DEZELFDE GROOTTE. 

5°) De grootte van deze wederkerige, gelijke aantrekkings¬ 
krachten wordt gegeven door de formule: 

F r C mA x mB 

R2 
Newton. 

In deze formule is C een UNIVERSELE CONSTANTE; de z.g. 
GRAVITATIE CONSTANTE. 

Deze gravitatie constante is pas in 1798 (Newton stelde 
deze hypothese op in 1686) voor het eerst bepaald door de 
Engelse natuurkundige CAVENDISH 
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16. 

C = 6,664.10 
-11 

dus; F = 6,664.10 
-11 rnA 

m 
— Newton. 

R‘ 

De ZWAARTE, 
aarde. 

KRACHT van een lichaam op verschillende plaatsen ter 

De zwaartekracht is de kracht die de valversnelling veroorzaakt. 
De ervaring leert, dat de valversnelling op de polen groter is 
dan op de evenaar. 

Stelling. Dat de zwaartekracht van een lichaam op de polen groter 
is dan op de evenaar, heeft TWEE OORZAKEN; 

1° oorzaak; De aarde draait om een as, 

2° oorzaak; De aarde is aan de polen afgeplat. 

Bewijs ad 1. We nemen aan dat de aarde een bol is. 

A) Berekening van de zwaartekracht van m kg op de 
polen. 

. ~ 'y(tn kg* 
/ / \ 
' /zpciap 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ M 

/ 

Is de massa van de aarde M kg , dan is de 
gravitatiekracht die op een aardpool werkt 
op m kg * s 

® Voi = c pr ■ 
M 

De factor (C.-4r) is dus gelijk aan gpQop* 

Hieruit volgt tevens, dat de valversnelling 
op de pool voor alle lichamen dezelfde waar 
de heeft. 

B) Berekening van de zwaartekracht van m kg* op de 
evenaar. 

rrikcjf/ 

X/ 
\ 

> 
o 

V hinkt-.. 
Z 

/ 

i H. pooL 
\ / 

De gravitatiekracht van Newton is op de evenaar 

eveneens; ™ 1T1 
ÏV , = C. —4=p Newton, 
newton ^2 

Dit is ook de enige kracht die op dit massapunt werkt. 
Daar de aarde eenparig om haar as draait, voert ie¬ 
der massapunt op de evenaar een eenparige cirkelvor¬ 
mige beweging uit met lineaire snelheid; 

27Z’R m 
- T /sec. v T = 86400 sec. 
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Om het massapunt op deze cirkelbaan te houden is een 
centripetale la?acht nodig vans 

F 
centr. 

m. v2 

R 
Newton. 

Deze kracht moet geleverd worden door FA- 
Tewton' 

Was F*T.j_ <F_4.„, dan vloog het massapunt van de 
'Newton x centr’ 

Was F*. , _ = F„„ , . dan zou F 
Newton centr’ 

aarde af; 
w , het massapunt 
Newton 1 

de cirkel eenparig doen door¬ 
lopen, maar er zou geen kracht 

meer overschieten om het massapunt een valversnel- 
ling te geven. 
Het massapunt zou dan op de evenaar GEEN GEWICHT 
HEBBEN. 

In werkelijkheid is F- 
Newton > hentr. ’■ 03 gravitatie- 

kracht dwingt het massapunt dus om de dage¬ 

lijkse cirkelbaan te doorlopen EN ER SCHIET NOG EEN 
KRACHT OVER OM DE VALVERSNELLING"TE VERPOR ZAKM. 

Deze overschietende kracht is de zwaartekracht 
RR I" 'TT 1 I nr. r-i T ' 1 1 “V O II Cu. 

Duss 

Z *" F — E 
evenaar " Newton ~ centr. 

= C 
M.m 

R2 

mv 
R 

2 
Nev/ton 

Dus; 

Z. 
evenaar = (c4 

V_ 
R 

■)xm Newton 

De 
M 

factor (C-^ - ^-) is gelijk aan g 
2 

R 
evenaar 

Hieruit volgt, dat alle lichamen op de evenaar de¬ 
zelfde valversnelling MOETEN hebben. 

Conclusie uit A en B. 

pool = (G^ m Newtoa 

2 
Z = (O 
evenaar v 

R' 

v 
R 

■) .m Newton 

Bewijs ads 2_ oorzaak. 

r Zr 
pool evenaar 

De lichamen op de polen liggen dichter 
bij het zwaartepunt van de aarde dan 
de lichamen op de evenaar. 
Dus s 

■p \ E 
Newton ' Newton 
pool evenaar. 

Henric van Veldeke College 

Maastricht. 
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Hoofdstuk V. ARBEID EH ARBEIDSVERMOGEN. 

§ 1. DE ARBEID DOOR EEN KRACHT DIB CONSTANT BLIJFT DJ GROOTTE EN 

RICHTING. 

Punt 1) Opmerking vooraf. 

Als men in de natuurkunde zegt DAT EEN KRACHT ARBEID VERRICHT be¬ 
doelt men daar iets heel anders mee dan wanneer men zegt DAT EEN 
KRACHT WERKT. Een kracht is de oorzaak van een versnelling. EEN 
KRACHT WERKT als deze bezig is te doen wat er gedaan moet worden 
om een massapunt een versnelling te geven: EEN KRACHT WERKT ALS 
DEZE.»DOENDE IS" EEN MASSAPUNT EEN VERSNELLING TE GEVEN. 
Het is daarbij echter zeer wel mogelijk, dat deze kracht door een 
andere kracht IN EVENWICHT GEHOUDEN WORDT. In dat geval WERKEN er 
twee krachten, echter zó, dat de RESULTERENDE versnelling NUL is. 

In het komende zullen we zien dat het best mogelijk is dat een 
kracht WERKT ZONDER DAT DIE KRaCHT ARBEID VERRICHT, en dat het 
eveneens mogelijk is dat een kracht, terwijl ze door een andere 
kracht in evenwicht gehouden wordt, toch arbeid verricht. 

CONCLUSIE: In de natuurkunde heeft de term ;5ARBEID VERRICHTEN;i een 
andere betekenis dan de term 1 * WERKEN8 h 

Punt 2) Wanneer zegt men DAT EEN KRACHT ARBEID VERRICHT? 

Eerst enkele voorbeelden. 

Voorbeeld I. Een massaount wordt op enige hoogte boven de grond 
losgelaten. 

Ta 

A 

Wordt een massapunt in 0 (zie fig.) losgela¬ 
ten, dan valt het vrij volgens de plaatsfunc- 

tie” = ~ tIst>pJ t2 meter* 

Na enige tijd bereikt het massapunt de grond. 

We vragen: WaT DOET DE KRACHT T BIJ DEZE VAL 
T.O.V. HAAR WERKRICHIING? 

Antwoord: Tijdens_.deze val VERPLAATST DE 
KRACHT Z HAAR AANGRIJPINGSPUNT 
OVER HET LIJNSTUK OA IN HAAR WERK- 
RICHTING. 

Het gaat ons nu om het feit, DAT DE KRACHT Z HAAR AAN¬ 
GRIJPINGSPUNT VERPLAATST IN HAAR WERKRICHTINGs ALS EEN 
KRACHT HAAR AANGRIJPINGSPUNT VERPLAATST IN HAAR VERK- 
RICHTING ZEGT MEN, DAT DE KRACHT ARBEID VERRICHT. 
HET ARBEID VERRICHTEN bestaat dus IN HET VERPLAATSEN 
VAN HET AANGRIJPINGSPUNT IN DE WERKRICHTING VAN DE 
KRACHT. 

Voorbeeld II. Een 

H 

A 

kogel wordt verticaal omhoog geschoten. 

Yz 
[ A 

7777/// 

Stel, dat een kogel vanuit het punt 0 (zie 
fig.) verticaal omhoog geschoten wordt. De 
plaatsfunctie is dan: 

2 
r0|f - tHst#pJ t meter. Y 

t v. 

De kogel gaat dus eenparig vertraagd omhoog, 
bereikt het hoogste punt H, gaat dan eenparig 
versneld naar beneden en bereikt na enige 

77“ tijd de grond. 

We vragen: VERRICHT DE KRACHT ?fARBEID BIJ DEZE BEWE¬ 
GING? 

Antwoord. 

Bij de beweging van 0.->H VERPLAATST DE KRACHT zT HAAR 
AANGRIJPINGSPUNT IN EEN RICHTING DIE TEGENGESTELD IS 
AAN MAR WERKRICHIING. 
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(Men moet de zegswijze, dat de kracht Z haar aangrij¬ 
pingspunt tegen haar werkrichting in verplaatst, 
goed verstaan. Hiermee wil n.1. NIET gezegd zijn, 
dat de zwaartekracht ZELF deze verplaatsing bewerkt; 
De kogel heeft in 0 een naar boven gerichte begin- 
snelheid en gaat dientengevolge omhoog. De zwaarte¬ 
kracht blijft daarbij op de kogel werken en ’’volgt 
de kogel”. Bij dit volgen ''’verplaatst zij haar aan¬ 
grijpingspunt dus” tegen haar werkrichting in.) 

Men zegt nu DAT DE KRACHT Z BIJ DEZE VERPIAÄTSING VAN 
HAAR AANGRIJPINGSPUNT TEGEN HÄÄRMTMKRICHIING ÏN 
NEGATIEVE ARBEID VERRICHT. He^ praedicaat ’‘NEGATIEVE" 
geeft dus aan, dat de kracht Z haar aangrijpingspunt 
TEGEN HAAR WERKRICHTING IN verplaatst. 

Bij de beweging van H -»A verplaatst de kracht Z 
haar aangrijpingspunt IN HAAR WERKRICHTING. De kracht 
Z VERRICHT bij deze beweging dus ARBEID; Om aan te 
geven dat de richting van deze verplaatsing SAMENVALT 
met DE RICHTING VAN DE KRACHTVECTOR 2?, noemt men 
DEZE ARBEID POSITIEF. 

ALGMEEN; Verplaatst een kracht haar aangrijpingspunt 
IN HaaR WERKRICHTING, dan verricht de kracht 
POSITIEVE ARBEID. 
Verplaatst een kracht haar aangrijpingspunt 
TEGEN HAAR WERKRICHTING IN, dan verricht de 
kracht NEGATIEVE ARBEID. 

Voorbeeld EL. Een kogel wordt onder een elevatiehoek &( ^ 90°) 

De baan van de kogel is dus een 
parabool die in 0 raakt aan vector 
v0 en waarvan de symmetrie-as even 
wij dig loopt aan- _^en gelijk gericht 
is met de kracht Z. 
De baan die door de kogel on dus 
ook door het aangrijpingspunt van 
de kracht Zf beschreven wordt, valt 
nu dus niet langs de werklijn van 
de kracht Z. 
Het is duidelijk dat de kracht Z 
haar aangrijpingspunt verplaatst 
bij deze beweging. 

We vragen; HOEVEEL EN IN WELKE ZIN 
VERPLAATST DE KRACHT £“HAAR AAN¬ 
GRIJPINGSPUNT BIJ DEZE BEWEGING IN 
HAAR WERKRICHTING? 

Antwoord; De werkrichting van de kracht Z blijft 
tijdens de gehele beweging verticaal naar beneden; 
De werklijn van de zwaartekracht blijft dun verti¬ 
caal, maar beweegt eenparig met snelheid Vx in de 
+ x-r jciting. 
Om uit te maken HOEVEEL' en IN WELKE ZIN de kracht 2 
haar aangrijpingspunt bij deze beweging verplaatst 
in haar werkrichting, doen we de volgende proef; We 
leggen een latje langs de Y-as en plaatsen op het 
latje merktekens bij 0 en A!. Met de linkerhand ver¬ 
schuiven we het latje in de + X-richting zo, dat het 
latje evenwijdig blijft aan de Y-as en het merkteken 
0 op de X-as blijft.Ondertussen bewegen we met de 
rechterhand een potloodpunt langs het latje zo, dat 
de punt op de parabool blijft. 
We zien dans 

opgeschoten. 
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1°) Bin de beweging van Q ---•>■ T verplaatst de kracht Z haar 
aangrijpingspunt over een stuk dat gelijk is aan OT* 
TEGEN HAAR WERKRICHTING IN: Bij deze beweging ver¬ 
richt de kracht Z dus SEN NEGATIEVE ARBEID die ge- 
lijkwaardig is met de arbeid die de kracht Z ZOU VER¬ 
RICHT HEBBEN als de kogel verticaal van 0 naar T1 ge¬ 
gaan was. 

2 ) Bij de beweging van T.^-A verplaatst de kracht Z 
haar aangrijpingspunt over een stuk dat gelijk is 
aan T ?A ' IN HAaR 7/ERKRICHTING: Bij deze beweging vcr- 
richt de kracht JT dus EEN POSITIEVE ARBEID die gelijk 
waardig is met de arbeid die de kracht Z3 ZDÏÏ VERRICHT 
HEBBEN als de kogel verticaal van T1 naar A ? gegaan 
was. 

ALGEMEEN: Bij de vraag of een kracht arbeid verricht gaat I 
het NIET om de baan die het aangrijpingspunt j 
van de kracht beschrijft in het bewegingsvlak, i 
MAAR OM DE VERPLANT SING DIE HET AAN GR IJPIN GS - : 
PUNT ONDERGaAT INDE RICHTING DIS j 
DOOR DE WERKLIJN VaN DE KRACHT WORDT AANGEWEZEN. 

Voorbeeld IV, Een massapunt rust op een tafel. 

In dit geval WERKT de kracht Z wel, MAAR HET 
AANGRIJPINGSPUNT BLIJFT IN RUST: De kracht 

777777^77777 VERRICHT DUS GSM ARBEID. 
tiet is dus moge lijk dat een kracht WERKT ZON 
DER ARBEID TE VERRICHTEN. 

Voorbeeld V. Een vliegtuig beweegt op constante hoogte boven de 
grond. 

In dit geval WERKT de kracht Z wel, maar 
--... VERPLAATST HAAR AANGRIJPINGSPUNT NIET IN DE 

^ RICHTING DIE DOOR HAAR ’WERKLIJN WORDT AÄNGE 
V WEZEN. 

Bij deze beweging VERRICHT de kracht Z dus 
geen arbei d . 

ALGEMEEN: Om arbeid te verrichten is het nodig, dat de j 
kracht haar aangrijpingspunt VERPLAATST IN DE i 
RICHTING DIE DOOR HaAR WERKLIJN WORDT AANGEWE i 
ZEN. i 

Voorbeeld VI. Een massapunt voert een eenparige cirkelvormige be¬ 
weging uit. 

In dit geval werkt ej?_ op het massapunt een 
centripetale kracht FCentr. voortdurend 
naar het middelpunt M van de cirkel gericht 
is en in grootte gelijk is aan: 

!' £«2Jïtr 
.. .-X 

'0' 

mv' 
2 

centr, R 
Newton. 

(De kracht F, is dus wel constant van )e nx'acnu -t'centp. 
grootte, maar niét constant van richting 
t.o.v. vlak). 

Bij deze eenparige cirkelbeweging verplaatst 

de kracht leentr haar aangrijpingspunt NIET IN DE 
RICHTING DIE DOOR HaaR MOMENTELE WERKLIJN WORDT AANGE 
’WEZEN: Bij deze beweging verricht de centripetale 
kracht dus GEEN arbeid. 
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ALGEMEEN: EEN LOODRECHT OP DE BaAN VAN EEN' MASSAPUNT 
STAANDE KRACHT VERRICHT NOOIT ARBEID. 

Voorbeeld VII. Een massapunt 
omhoog gaat. 

V k 
t 

j 

JL-. 
,A 

i 
'1 

VZ 

ligt op een vlak (lift) dat eenparig 

Het massapunt beweegt EENPARIG omhoog. 
Bij deze beweging wordt de kracht Z 
dus in evenwicht gehouden door de 
kracht Ff. 
BIJ DEZE BEWEGING VERPLAATST DE 
KRACHT Z HAAR AANGRIJPINGSPUNT TEGEN 
HAAR WERKRICHTING IN; 
BIJ DEZE BEWEGING VERRICHT DE KRACHT 
Z DUS NEGATIEVE ARBEID. 
(DE KRACHT N POSITIEVE ARBEID). 

ALGEMEEN; Bij de vraag of een kracht arbeid verricht 
gaat het er ALLEEN maar om OF de kracht 
HAAR AANGRIJPINGSPUNT VERPLAATST IN DE 
RICHTING DIE DOOR DE WERKLIJN WORDT AANGE¬ 
WEZEN . 

CONCLUSIE UIT DE VOORBEELDEN. 

MEN ZEGT DAT EEN KRACHT ARBEID VERRICHT ALS DE KRACHT 
HAAR AANGRIJPINGSPUNT 

VERPLAATST 
IN DE RICHTING DIE DOOR HAAR WERKLIJN WORDT AANGEWEZEN. 

DE ARBEID IS , als de richting van deze verplaatsing 
SAMENVALT MET de richting van de kracht- 
vector. 

DE ARBEID IS — , als de richting van deze verplaatsing 
TEGENGESTELD is aan de richting van de 
krachtvector. 

Punt 3) DE HOE-VEEL-HEID ARBEID die verricht wordt door een kracht die 
constant blijft in grootte en richting. 

In punt 2) hebben we vastgesteld wanneer we zullen zeggen DAT een 
kracht ARBEID VERRICHT, n.1. als de kracht haar aangrijpingspunt 
verplaatst in een RICHTING die samenvalt met- of tegengesteld is 
aan de RICHTING waarin de kracht werkt. 
We gaan nu spreken over de HOE-VEEL-HEID ARBEID die bij een ar- 
beidsverrichting door een kracht wordt verricht. 

Het begrip HOE-VEEL-HEID ARBEID is voor ons GEHEEL NIEUW. Er is 
ons zelfs geen enkel natuurkundig feit bekend waaruit we zouden 
kunnen afleiden wat men onder “HOEVEELHEID ARBEID’1 zou MOETEN VER- 
STAaN. We zullen het begrip HOEVEELHEID ARBEID gaan ontwikkelen 
aan de hand van de verschillende gevallen waarin een kracht arbeid 
verricht. 

Geval I. Een kracht F verplaatst haar aangrijpingspunt LANGS HAAR 
WERKLIJN in een richting die samenvalt met haar werkrich- 
ting. 

|- rlevt. 
- 

AS matir. 

& 

Nevenstaande figuur stelt de sL- 
tuatie voor waarin een kracht F 
haar aangrijpingspunt langs haar 
werklijn van A naar B verplaatst. 
Bij deze verplaatsing verricht '* 
de kracht F dus POSITIEVE ARBEID. 

Men zegt nu, dat de kracht F"bij deze verplaatsing van 
haar aangrijpingspunt ook EEN POSITIEVE HOEVEELHEID 
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ARBEID verricht. 
PER DEFINITIE stelt men deze POSITIEVE HOEVEELHEID ARBEID 
gelijk aan de waarde van het PRODUCTS 

+ F x /iS NEWTON x METER. 

Notatie. Een HOEVEELHEID ARBEID wordt aangaduid door de 
hoofdletter W. 

DEFINITIE. DE HOEVEELHEID ARBEID die DOOR een 
kracht van F Newton verricht wordt 
als deze haar aangrijpingspunt over 
een stuk AS meter LANGS HAAR WERK- 
LIJN en IN HAAR WERKRICHTING ver¬ 
plaatst, is gelijk aan: 

W = + F. AS Newton x Meter 
door F 

Opmerkingen. 

a) Met nadruk stellen we vast, dat in deze definitie slechts drie 
dingen een rol spelen: 

|j 1°) het teken, 

j 2°) het aantal Newton van de kracht, 

j 3°) het aantal meter van de verplaatsing. 

Al' het andere wat men zich er nog bij kan denken (of er nog 
meerdere krachten werkzaam zijn; of de kracht er kort of lang 
over doet om haar aangrijpingspunt deze verplaatsing te geven; 
volgens welke plaatsfunctie het aangrijpingspunt beweegt; enz., 
enz.) DOET MET BETREKKING TOT DE HOE-VEEL-HEID ARBEID die bij 
deze verplaatsing door F*~~wordt verricht NIETS TER DIKE, 

b) In het onderhavige geval dat de kracht haar aangrijpingspunt 
verplaatst LANGS HAAR WERKLIJN is AS tevens gelijk aan het stuk 
waarover de kracht haar aangrijpingspunt verplaatst IN HAAR 
"WERKRICHTING. Deze formule zegt dus eigenlijk, dat 

I 

!> Newton x meter 

c) De DIMENSIE van een HOEVEELHEID ARBEID is dus: 

! NEWTON x METER. 

W 
door F 

I het lijnstuk waarover 
-p j de kracht haar aangrij- 

+ 'j pingspunt verplaatst IN 
I HAAR WERKRICHTING 

d) Op dit ogenblik is deze definitie voor ons SLECHTS een defini¬ 
tie: Het zal ons pas later blijken dat HET ZIN HEEFT om boven¬ 
staand product te definiëren als DE HOEVEELHEID ARBEID die de 
kracht F bij deze verplaatsing verricht. 

Historisch is het natuurlijk omgekeerd gegaan: de ervaring leer¬ 
de dat energieproblemen opgelost konden worden als de hoeveel¬ 
heid arbeid aldus gedefinieerd werd. 

Geval II. Een kracht verplaatst haar aangrijpingspunt LANGS HAAR 
WERKLIJN ir een richting die TEGENGESTELD is aan haar 
werkrichting. 

Nevenstaande figuur geeft de situatie 
r~___A ___ b waarin een massapunt door een of an- 

.........7' dere oorzaak van A naar B gaat. 
Is (viu«c. De op dit massapunt werkende kracht F 

verplaatst daarbij haar aangrijpings¬ 
punt langs haar we-rklijn in een rich- 
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ting die tegengesteld is aan daar werkrielating. 

Gevraagd % De hoeveelheid arbeid die bin deze beweging 
DOOR de kracht F wordt verricht. 

Oplossing; Bij deze beweging verricht de kracht F dus 
NEGATIEVE ARBEID. 
PER DEFINITIE steltenen de HOEVEELHEID ARBEID 
die door de kracht F bij deze verplaatsing wordt 
verricht gelijk aan; 

W = - F. AS Newton x Meter. 
door F 

Geval III. De kracht staat op ieder ogenblik loodrecht op de baan 
van het massapunt. 

Het massapunt beweegt van A naar B. 
De kracht # staat op ieder ogenblik 

4 loodrecht op de baan; Bigj^deze bewe- 
fi ging verricht de kracht F dus GEEU 

A_~.'  ..ARBEID. 

Dln,^r Dus; w 0. 
door F 

Geval IV. De baan van het massapunt is recht; de kracht F maakt 
een SCHERPE HOEK met de verplaatsingsvector Alb. 

/Qy' \N 

...A3L_._.a_ 

Het massapunt beweegt over 
het rechte lijnstuk AB van 
A naar B. 
Tijdens deze beweging 
v/er kt op het massapunt 
o.a. de kracht ïf die con¬ 
stant blijft in grootte 
en richting en met AS een 
SCHERPE HOEK maakt. 

Bij deze beweging^ ver¬ 
richt de kracht F POSITIE 
VE ARBEID. 

Gevraagd; De HOEVEELHEID 
ARBEID die door 
de kracht F ver¬ 

richt wordt bij deze beweging. 

Oplossing; óf een kracht arbeid verricht hangt alleen af 
van de vraag of de kracht haar aangrijpings¬ 

punt verplaatst in de richting die door de werklijn van 
de kracht wordt aangewezen. 
Dan kan de HOEVEELHEID ARBEID, behalve van de grootte van 
de kracht, ook alleen maar afhangen van de GROOTTE VaN 
DE VERPLAATSING DIE HET AANGRIJPINGSPUNT VAN DE KRACHT 
ONDERGAAT IN DE RIGHTING DIE DOOR DE WERKLIJN VAN DE 
KRACHT WORDT AANGEWEZEN, dus van de grootte van het lijn¬ 
stuk AB*. 
De HOEVBETHETD ARBEID die de kracht F verricht bij de 
verplaatsing van A naar B is dus PER DEFINITIE gelijk 
aan de HOEVEELHEID'ARBEID DIE DE KRACHT f ZOU VERRICHTEN 
ALS DEZE HAAR AANGRIJPINGSPUNT LANGS HAAR WERKLIJN VAN A 
NAAR B1 VERPLaATSTE. 

Let men op de verplaatsing van het aangrijpingspunt 
LANGS DE MEEBEWEGENDE WERKLIJN VaN DE KRACHT, dan ziet 
men, dat de kratcht F IN FEITE haar aangrijpingspunt over 
het stuk AB* LANGS HAAR WERKLIJN IN HAAR VERKRICHMNG 
verplaatst. 
Dus; 

door F “ door F 
bij bew.van bij bew 

A - -ï-B A —-> B * 
van 

= 4 F.AB5 NEWTON METER. 
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Dus; 

•doop f = + F.AB' NEWTON x METER. 

bij bew.van 

A.->B 

Geval V. De baan van het massapunt is recht; de kracht F maakt 
een stompe hoek met de verplaatsingsvector NAT. 

h \ ■ 
V v * W 

\<* \ 
Ä '■*- 

Af. 
B 

IV 

Het massapunt beweegt over het 
rechte lijnstuk AB van A naar B. 
Tijdens deze beweging werkt op^ 
het massapunt o.a. de kracht F' 
die constant blijft in grootte 
en richting en met de verplaat¬ 

singsvector AS een STOMPE HOEK 
cA maakt. 

Vraag; Verplaatst de kracht F 
bij deze beweging haar 

aangrijpingspunt t.o.v. de rich 
ting die door haar werklijn 
wordt aangewe zen? 

Antwoord; Terwijl het massapunt langs het rechte lijnstuk 
AB van A naar B gaat verplaatst de kracht 

haar aangrijpingspunt inderdaad T.O.V. DE RICHTING die 
door haar werklijn wordt aangewezen, n.1, over het stuk 
AB? in de richting tegengesteld aan de werkrichting van 
de kracht. 
Bij de beweging van A naar B verricht de kracht F dus 
NEGATIEVE ARBEID. 

Gevraagd; DE HOEVEELHEID ARBEID door de kracht F verricht 
bij deze verplaatsing. 

Antwoord; DE HOEVEELHEID ARBEID die de kracht F verricht 
als met massapunt over het rechte lijnstuk AB 
van A naar B gaat, IS PER DEFINITIE gelijk aan 

DE HOEVEELHEID ARBEID die door de kracht T ZOU VERRICHT 
WORDEN ALS DEZE HAAR AANGRIJPINGSPUNT LANGS HAAR WERKLIJN 
TEGEN HAAR ÏÏERKRICHTING. N VERPLAATSTE VAN A NAAR B!„ 
(Let men op .ßo MEE BEWEGENDE werklijn, dan ziet men, dat 
de kracht F dit ook IN FEITE DOET). 

Dus; 

W .pT 
aoor F 

bij bew.van 
A.B 

Dus; 

Jvdoor F 
bij bew.van 
A B? 

= - F .AB* Newt. x meter. 

W, vf = - F.ABf NEWTON x METER 
door F 

bij bew.van 
A-^B 

Nadere beschouwing van de gevallen IV en V. 

Geval IV. Geval V. 
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Hadere beschouwing van de gevallen IV en V. 

Geval IV. Geval V. 

v 
tb 

'\ 

.A 

a'\ 

^door~F ~ + ^*A®: hewt.x Meter. 

Meetkundig stelt AB® de projec¬ 
tie van het.lijnstuk AB^op de 
werklijn van de kracht F voor. 

V-, = - F.AB® Newt.x Meter, 
door F 

Meetkundig stelt AB® de projec¬ 
tie van het lijnstuk AB^op de 
werklijn van de kracht F voor. 

Goniometrisch kunnen we zeggens 

^■a"k + AB® = AB.cos a 

Goniometrisch kunnen we 

- AB® = AB cos a dat 
zeggen, 

Het + teken wordt dan verrekend 
in de goniometrische waarde van 
cos. ai de cosinus van een 
scherpe hoek is immers POSITIEF. 
Dus : 

Het - teken wordt dan verrekend 
in de goniometrische waarde van 
cos. o', i de cosinus van een 
stompe hoek is immers NEGATIEF. 
Dus; 

Wdoor T = F*AB C0S#N. x M. 

bij bew.van 
A —- B 

W F .AB cospN. x M. 
I door F 
I bij bew.van 
i a —B 

In beide gevallen vinden we dus DEZELFDE FORMULE VOOR 'J7^oor jf* 

Daar AB = AS kunnen we deze formule schrijven als; 

Wdoor F = F. A3 cos (A NEWTON x METER 

bij de 
verpl. AS 

© 

Benaming. AS cos. a noemen we DE GONIOMETRISCHE PROJECTIE VAN DE 
VERPLAATSINGSVECTOR AÈ> OP DE WERIffilCHTING VAN DE 
KRACHT. 

Het praedicaat ‘GONIOMETRISCHE'1* geeft aan dat men aan 
deze projectie het teken moet toekennen dat cos.txgQnio 
metrisch heeft. 

I Formule (ï) luidt dus IN WOORDEN; 

DE HOEVEELHEID aRBEID DIE VERRICHT WORDT DOOR EEN 

KRACHT DIE GQmsMT BLIJFT IN GROOTTE EN RICHTING 
IS GELIJK AAN HET PRODUCT VAN 

DE KRACHT EN 
DE GONIOMETRISCHE PROJECTIE VAN DE VERPLAATSINGS 
VECTOR VAN HET AANGRIJPINGSPUNT OP DE WERKRICH - 
TING VAN DE KRACHT. 

Re flexie op formule (T) 
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Reflexie op formule @. 

6 
A 

031 

'~K ' >piA // \ 

01 B 

O 

90° < * < 180 

'dc or F = F. AS cos. (X NEWTON x MEïaR. 

Deze formule overkoepelt de gevallen 
II, III, IV en V. 

Immers; 

a = O 

a = 180 

.'X = 90 

'“door F 
F. S-»-Geval I 

o 

o 
v W 

door F 
= - F. S Geval II 

W, H = O 
door F 

CA 90' 

o 

-> Geval IH 

.^ Geval IV 

—;s- Geval V 

CONCLUSIE. _ 
Blijft een kracht F constant van grootte en 
richting, dan verricht deze kracht bij de ver¬ 
plaatsing AS van haar aangrijpingspunt de hoe¬ 
veelheid arbeid; 

Wdoor F* = 'F* cos* ay NEWT, x METER. 
S 
i 

Opmerking. W'door F iË. een SCALA1RE grootheid; F en AS zijn 

In de hogere natuurkunde noemt men 
F. AS cos. cX 

het SCAIAIRE PRODUCT van de vectoren F en AS. 

VECTO¬ 
REN. 

In de hogere natuurkunde wordt de arbeid door een kracht 
die constant blijft in grootte en richting GEDEFINIEERD 
als het SCAIAIRE PRODUCT van de vectoren F en AmT 

Geval VI. Een kracht (constant in grootte en richting) verplaatst 
haar aangrijpingspunt langs een GEBROKEN LIJN. 

\ De kracht F die constant blijft 
in grootte en richting verplaatst 
haar aangrijpingspunt van A-.■’-B 
—^ c —s- D.>E. 

Gevraagd; De hoeveelheid arbeid 
die de kracht F bij 
deze verplaatsing van 
haar aangrijpingspunt 
IN TOTAAL verricht. 

Oplossing; 

- •• C 

\ 
\ 

Bij de 'bew 
ït ii ;ï 

;! ,; ; ï 

‘i ? > ? ; ? 

van A —s~ Bis 

:i B — C n 

*’ C ■> D •’ 

:! D :-E 

^door ? 

^door F 

‘^door F ~ 

"door F ~ 

- F.A B‘ Newt 

- F. B ‘ C 

+ F.C'D' 

- F.D'E' 

x meter 

i» 

It 

'ÏOTaAL 
door F 

= - F(AB' -f B1C! C ’ D' D’E’) NEV/T. x METER 

Maar AB' + B’C 
Dus; 

^TOTAAL = 
door F 

C'D' + D'E' = AE? 

F.AE' = F(-AE') = F.Ak.cos£ NEV/T.xMETER 
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Conclusie., 

# = F.Ak cos.é NEWT. x METER, door F X 

In woorden; 

De hoeveelheid arbeid door de kracht F ver¬ 
richt is gelijk aan het product van de 
kracht en DE GONIOMETRISCHE PROJECTIE van 
DE RESULTERENDE VERPLAATSINGSVECTOR op de 
werkrichting van do kracht F. 

Geval VII. Een kracht (constant van grootte en richting) verplaatst 
haar aangrijpingspunt LANGS EEN KROMME BAAN. 

Gegeven; De kracht F (constant van 
grootte en richting) ver¬ 

plaatst haar aangrijpingspunt 
langs de kromme lijn van A naar B. 

fieyraagd; WdQor J 
totaal. 

Oplossing; We verdelen de kromme 
baan in infinitesimaal 

kleine stukjes, die zo klein zijn, 
dat ieder stukje ALS RICHT kan be¬ 
schouwd worden, en passen de rede¬ 
nering van geval VI toe. 

Conclusie; 

W, = F. Ak cos la Newt, x Meter 
door F v 
totaal 

NB 

NB 

EINDCONCLUSIE van punt 3). 

De hoeveelheid arbeid die verricht wordt als een kracht die 
constant blijft in grootte en richting haar aangrijpingspunt 
verplaatst, is gelijk aan HET PRODUCT VAN DE KRACHT EN DE 
GONIOMETRISCHE PROJECTIE VAN DE RESULTERENDE VERPLAATSINGS¬ 
VECTOR OP DE WERKRICHTING VAN DE KRaCHT. 

In formule; 
! 

W, Pt = F. Ak cos é NEWTON x METER, 
aoor F v 

bij verplaatsing 
hlï 

Punt 4) De EENHEID VAN HOEVEELHEID ARBEID. 

Definitie. De eenheid van hoeveelheid arbeid is de arbeid 
die verricht wordt als een kracht van EEN NEW¬ 
TON haar aangrijpingspunt EEN METER in haar 
werkrichting verplaatst. 

Benaming. Deze eenheid heet EEN JOULE (spreek uit DZJOEL) 

(James Prescott JOULE*, 1818-1889; zie warmte-leer) 

. .......... .. . .~"l 

1 NEWTON x METER = 1 JOULE | 
Dus; 
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De algemene formule voor de hoeveelheid arbeid, verricht door een 
kracht die constant blijft in grootte en richting, luidt dus; 

W^Qor = '*k cos» ^ JOULE 

Punt 5) Voorbeelden. 

I) 
Ä A?" 

'm 

B ^30° B' 

Gegeven; Een massapunt van 5 kg* 
glijdt langs een hellend 

vlak (hellingshoek 30°) naar bene¬ 
den over een stuk AB dat 200 meter 
lang is. 
Bij deze beweging ondervindt het 
massapunt van het vlak een wrijvings 
weerstand f van 1 kgfm 

wr D T.P. 
grp p =10 m/sec2. 

Gevraagd; a) De hoeveelheid arbeid die de zwaartekracht Z bij deze 
beweging verricht. 

Oplossing; Z = m gT p = 5.10 = 50 NEWTON. 

3ij de beweging van het massapunt blijft de kracht Z 
constant in grootte en richting. 

DuS°^ _ z x j de goniometrische proj. j 
aoor Z )v. d. verplaatsingsvect. Joule 

jnS op de richtingvans, j 

De goniometrische projectie vai^ de verplant sings vec¬ 
tor AB op de werkrichting van Z = 

200 cos. 60° = + 100 meter. 
Dus; 

Wdoor Z = -*• 50 x 100 = + 5000 Joule. 

Gevraagd; b) De hoeveelheid arbeid die de wri.j'vingskracht F bij 
de ze beweging verricht. 

Oplossing; T = 1 kgf™ ^ = 10 NEWTON. 

De wrijvingskracht verplaatst haar aangrijpingspunt 
200 meter tegen haar werkrichting in. 
Dus; 

^door F wr. 
10 x 200 = - 2000 Joule. 

II) Gegeven; Een massapunt van 5 kg* 
bev/eegt over een lijnstuk 

AB (200 meter) langs een hellend 
vlak (hellingshoek 30°) naar boven. 
Bij deze beweging ondervindt het 
massapunt een wrijvingsweerstand 

hr. vaa 1 kSfT.P. • Sp.P. - 10 /s2 

Gevraagd; a) w .* 
“door Z 

Oplossing; Z = 5.10 = 50 Newton. 

De goniometrische projectie van de verplantsingsvec- 
tor AB op de werkrichting van Z is nu; 

-IAB1 = 200 x cos. 120° = - 100 meter. 

DUSÏ Wdoor 7 = ~ 5°' x 100 = - 5000 Joule. 
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Gevraagd; b) WdoQr ^ 
wr. 

Oplossing; F _ =10 NEWTON. 
—*-■ ■■ ^ wr# 

De wrijvingskracht verplaatst haar aangrijpingspunt 
200 meter tegen haar werkrichting in. 

Dus; 

^ = - 10 . 200 = - 2000 Joule, 
door Fvn.. ===== 

II*t) Gegeven; Een kogel, gewicht " kgimp 
wordt vanuit eon punt 0 
op enige hoogt© boven de 
grond onder een elevatie- 
hoeken opgeschoten met een 
beginsnelheid v0 m/sec» 

Gevraagd; De hoeveelheid arbeid door 
de kracht 2f verricht bij 

de bewegingen van; (zie 

tig*) 
0 —>'A. o —»B; 0 —C; O —»-D 

en 0—-»E. 

Oplossing; Z = 8.g,p p Newton, Immers 1 kgf^ p = g^.p. NEWTON. 

Bij de beweging van 0 —verplaatst de kracht Z haar 
aangrijpingspunt tegen haar werkrichting in over het 
stuk OA * 

Dus; A'door ~Z = ~ 8‘ST.P. * i0A '• Joule* 
bij 0-*A 

Bij de 

Bij de 

Dus; 

Bij de 

Dus; 

beweging van 0—»B is; 

“door Z = " ö,gT.P.' 
bij OkB 

OBM Joule 

beweging van 0 -»0 is OC” de verplaatsingsvector 
De goniometrische projectie van de vprplaat- 
singsvector op de werkrichting van Z = -lÖC’lm, 

'Adoor ~Z = ~ 8*sT.P. • |0C#’ Joule* 
bij 0-*C 

beweging van 0.D is de verplaatsingsvector 0D„ 
De goniometrische projectie van ÖD op de werk 
richting van Z = 0. 

Wdoor 1 = 0 Joule' 
bij 0->D 

Bij de beweging van 0 —»E is OE de verplaatsingsvector, 
De goniometrigphe projectie van OE op de werk¬ 
richting van Z = + IOE’1 meter. 

DUS: wdoorT= + 8-ST.p..lOE'l Joule. 
bij OkE 

Opmerking. Met nadruk v/ijzen we er op, dat in bovenstaande voorbeel¬ 
den werd verondersteld, dat de arbeid-verrichtende kracht 
constant is in grootte en richting. 

Punt 6) Andere lezing van de arbeidsformule; W = F, aS. cos, t* Joule. 

We beschouwen nogmaals het geval, dat 
een kracht F (constant in grootte en 
richting) haar aangrijpingspunt ver¬ 
plaatst over een RECHT lijnstuk AB, tor 
wijl de werkrichting van de kracht een 

ct\ (scherp, recht of stomp) maakt met 
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de verplaats ingsvector AB' (=AS). —> 

Zoals we hebben afgeleid, verricht de kracht F bij deze verplaat¬ 
sing de hoeveelheid arbeid0« 

Wdoor~F = r'*^s cos* <^Joule CD 

Hierin is AS pos. t/\de goniometrische projectie van de verplaat- 
singsvector AS op de werkrichting van de kracht F. 
De waarde van het rechter lid van vergelijking (T) blijft onveran¬ 
derd als we dit schrijven als; 

'"door F = ^ cos* As Joule © 

Wat stelt F cos. voor? 

Antwoord; 

<< scherp. 

4. 

A; 

stomp. 

AS 

In beide gevallen ste.lt F cos. de goniometrische projectie voor . 
van de krachtvector F*op de richting van de verplaatsingsvector AS, 
m.a.w. de goniometrische waarde van de TANGENTIELE COMPONENT VAN 
DE KRACHT Y7 

> Wat zegt formule @ dus eigenlijk? 

Antwoord; Deze formule zegt, DAT DE HOEVEELHEID ARBEID DOOR DE 
KRACHT F VERRICHT BIJ DE VERPLAATSING AS GELIJK IS AAN 
DE HOEVEELHEID ARBEID DIE HAAR 

TANGENTIELE COMPONENT 
BIJ DEZE VERPLAATSING VERRICHT. 

Dus; 

'^door P door F-taj^c 

es- Hoe kunnen we direct inzien, 

Wdoor Ftang. 

Antwoord; 

ncAni A .4 

/A T\S^\ 1 ■V—j- 

A 
~fc OlITê. fis 

dat W-j 
-aoor 

gelijk MOET zijn aan 

Op blz. 126 zijn we tot de conclusie 
gekomen DAT MEN EEN KRACHT MAG ONTBIN 
DEN IN COMPONENTEN; DE WERKING VAN DE 
KRACHT TALLEEN IS IN ALLE OPZICHTEN 
GELIJK AAN_DE WERKING VAN DE KRACHTEN 

Korm. “ Hang. SAMEN. 

A è 

componenten F 
Welnu; 

norm. 
en F, 

De normale component F 
GEEN ARBEID. 

tang. 

norm. 

Dg hoeveelheid arbeid door de kracht 
F ALLEEN verricht, moet dus ook gelijk 
zijn aan de hoeveelheid arbeid die de 
SAMEN verrichten. 

verricht bij deze verplaatsing aS 

Dus moet de hoeveelheid arbeid door de kracht F ALLEEN verricht, 
gelijk zijn^aan de hoeveelheid arbeid die door HAAR TANGENTIELE 
COMPONENT F^a ALLEEN verricht wordt. 

Dus; j--- 

Koor F = 'hoor Ftang. 

CONCLUSIE; 



173. 

CONCLUSIES 

Men kan de arbeidsformule W-, Ar = F.AS cos.&Joule, 
door F 

welke geldig is voor een kracht die constant blijft in groot¬ 
te en richting, OP TWEE MEIEREN LEZEN; 

1 
o 

LEZING. 2° LEZING. 

‘door F “ -fC'-S cos .oO J. W, 17= (F.cosoO./AS J. 
aoor F 

In vroorden; 

De hoeveelheid arbeid door 
een kracht F (constant in 
grootte en richting) ver¬ 
richt, is gelijk aan het 
product van de kracht en de 
goni ome tri sehe project ie,/van 
de verplant sings vee tor AS op 
de werkrichting van de kracht 

In woorden; 

De hoeveelheid arbeid door 
een kracht F (constant in 

grootte en richting) ver¬ 
richt bij de verplaatsing 
langs een RECHT lijnstuk AS 
is gelijk aan de hoeveelheid 
arbeid die haar tangentiële 
component bij deze verplaat¬ 
sing verricht. 

Punt 7) Lg berekening van de hoeveelheid arbeid volgens de 2^ lezing als 
de kracht jf (constant van grootte en richting)haar aangrijpings¬ 
punt verplaatst over een baanstuk DAT NIET RECHT IS. 

Geval I. Het baanstuk is een GEBROKEN LIJN. 

Nevenstaande figuur stelt de situa¬ 
tie voor waarin een kracht F, die 
constant blijft in grootte en rich¬ 
ting, haar aangrijpingspunt ver¬ 
plaatst over de gebroken lijn ABCD. 

Gevraagd! wdoor ? YS1^? de 

Oplossing; 

boor V = F cos- “rlB 
A—>B 

bij bew. van 
X\3 < 

Joule 

; 

fj % f f \ '/ 

>F 
3 

'••'door F* = ^ cos* ** 2*BC Joule 
B.> C 

"^door F = B cos. $-^»CD Joule 

C.>D 
--j- 

Wjoor p’ = cos.oi-^)AB + (F cos.<*2)BC + (F cos.^)CD J. 

A —KB C ->D 

Dus; 
W 
door F 
totaal 

= F 
tang 

51 
FpanS.AS2 

ptang 
3 3 Joule. 

We vinden de totale hoeveelheid door F verrichte arbeid dus door 
voor ieder recht onderdeel van de baan de hoeveelheid verrichte 
arbeid afzonderlijk te berekenen en deze hoeveelheden daarna al¬ 
gebraisch op te tellen. 

Geval II. 
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Geval II. Het baanstuk is GEKROMD. 

Theoretische bepaling van 

1°) Verdeel de baan in infinitesi- 
maal kleine stukjes die zo 
klein zijn, dat ieder stukje 
als recht beschouwd kan v/orden. 

2°) Bepaal voor ieder stukje F, . 
AS . tans 

3°) Bepaal de algebraische som van 
al deze arbeidsporties. 

Opmerking, a) Als de kracht § constant is in 
is de bepaling 
veel in 

grootte 

tot 

van e 
_ewikkelder d 
Volgens beide werkmethoden 

dezelfde uitkomst. 

oor T volGensnde 
n ae bepaling vol 

en 
'20 ie 

richting 
smf 

;ens;ide lu le- 
komt men natuurlij] 

Blijft de kracht F echter NIET constant in grootte 
en/of richting, dan kan I - meestal alleen vol¬ 
gens ;ide 2U lezing-1 berekenarworden. In § 3 zullen 
we aan de hand van voorbeelden zien, dat deze arbeids 
bepaling niet zo ingewikkeld is als ze zich nu laat 
aanzien. 

b) Tot nu toe hebben v/e steeds gesproken van DE HOEVEEL 
HEID ARBEID die door een kracht verricht wordt. In 
de praktijk spreekt men kortweg van DE ARBEID door 
een kracht verricht. We zullen dit in het komende 
ook doen. 

§2. Be berekening van de arbeid die verricht wordt door een kracht die 
NIET CONSTANT BLIJET in grootte en/of richting. 

Nevenstaande figuur stelt het geval voor 
waarin een kracht DIE NIET CONSTANT IS IN 
GROOTTE EN RICHTING haar aangrijpingspunt 
langs een kromme baan verplaatst. 

Theoretische oplossing: 

Duss W 
door F 

bij bew. 
vanA-^HB 

/-ptang 
^Op A-jS* £\~L Ö 

_ De (hoeveelheid) arbeid die bij 
deze verplaatsing van het aan- 
grij pingspunt door de kracht 
wordt verricht. 

Verdeel de baan in infinitesimaal 
kleine delen die zo klein zijn dat 
ieder deel als recht- en de kracht F 
voor ieder deel als constant in 
te en richting kan beschouwd worden 

h 

Gevraagds 

1°) 

groob¬ 

en nummer deze baanstukjess A,S; A0S, 
A 

2°) 

3°) 

3!' 
AnS. 

Bepaal voor elk van deze baanstukjes de 
arbeidsporties g . A^S Joule. 

De algebraïsche som van al deze arbeids 
porties is dan de totale arbeid^ die 
door de niet constante kracht F ver¬ 
richt wordt bij deze verplaatsing van 
haar aangrijpingspunt. 

.tang _ ptang o _ 
iop h?S*^2b 

+ F 
Op A n O J 

Duss W 
door F 

bij bew. 
A/anA —>B 

= aL*11 Ftans 
k=l OP A iJ3 

AkS Joule. 

Hierin zijn de baanstukjes A, S eventueel infinitesimaal klein. Om 
dit aan te geven gebruikt de wiskunde een speciaal symbool. De wis- 
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kundige situatie van deze som iss 

B 

^door F 
bij de bew. 
van a—->'B. 

Vtan0 
ds Joule 

Lees; 
door F 

bij de bew. 
van A—->B. 

is DE INTEGRAAL VAN A TOT B van F 
tang 
(s) 

ds. 

Opmerkingen; 1) In zijn algemeenheid is dit probleem voor ons (op 
deze klas) onoplosbaar. In de volgende paragraaf 
zullen we echter zien hoe we dit probleem voor een 
voudige gevallen op deze klas oplossen. 

2) Met nadruk wijzen we er op, dat we, om de termen 
F^11^ o . a , 3 te kunnen bepalen MOETEN WETEN HOE 
Op & _o K -ven mn ijpmTmTWTr nr\Tu-nmvTTPTjm iraT\T ttda 'F 

VERANDERT 
:>E TANGMTIELE COMPONENT VAN DE KRACHT 

ALS FUNCTIE VAN 
DE MANCO ORDINAAT 

LANGS KROMME AB. 

In de integraal nB 

7f ^S.ds Joule 
A 

moet dus voor pj?aJk5 de functie ingevuld v/orden DIE 
DE TaNGENTIELE ^S; COMPONENT VAN DE KRACHT IS VAN 
DE MANCOÖRDINAAT S, dus de tangentiële component 
van de kracht T ALS FUNCTIE VAN DE BAANC0ORDINAAT S. 

§ 5» Grafische beschouwing; De bepaling van W 
de tangentiële cöMt 

'F uit de grafiek van 
5ht van de kracht als 

functie van de baancoordinaat. 

Punt 1) Inleiding. 

In deze paragraaf willen we laten zien hoe men de integraal 

W „ _ r ptang jou]_e 
door F J (s) 

bij bew. 
van A.-B grafisch kan bepalen. 

Zoals we in par. 2 hebber^ opgemerkt stelt F^aJ^ DE TaNGENTIELE 
COMPONENT van de kracht F voor als functie ^ van do baancoor¬ 
dinaat langs de beschreven baan. De VORM van de baan zelf doet 
hierbij niets ter zake. 

; r- 
tan^ 

CS) 

In het nu volgende punt 2) gaan we grafieken 
tekenen met de baanc o ordinaat tot abscis en de 
tangentiële component van de kracht tot ordi¬ 
naat . 

s We houden dus twee dingen in het oog; 

1°) De abscis zegt alleen iets over de baancoördi- 
naat van een baanpunt en NIETS OVER DE VOM 
VAN DE BAAN.' 

2°) De ordinaat zegt alleen iets over DE TANGEN¬ 
TIELE COMPONENT VAN DE KRACHT en NIETS over de 
WARE GROOTTE van de kracht. 

Punt 2) Verschillende gevallen. 

Geval I, is CONSTANT. 
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r- tOn"4 . 
rA Si 

■3a 

LA 
-tancs 

-3b 
A 

A? 

Gegeven; Een kracht E verplaatst haar 
aangrijpingspunt langs een 

haan (recht of krom) van het baanpunt 
a (baancoörd. s„) naar het baanpunt B 

(baancoörd. s-n). 
BIJ BEZE VERPLAATSING BLIJFT DE TAN¬ 
GENT IELE COMPONENT VAN DE KRACHT CON¬ 
STANT. 

Gevraagd; ]~j —5*” 

“'door F 
bi.j bew. 
van A—*B. 

Oplossing; Daar de normale component van een kracht nooit 
arbeid verricht is de arbeid door de (eventu¬ 

eel niet constante) kracht E” gelijk aan de arbeid DIE 
DOOR HaAR tangentiels component verricht wordt. 

Dus; 
^door F 
A —. 

?door FtanS = EtanS . AS Joule 

A -->B. ....— 

Gevraagd. 

Antwoord: 

Waardoor wordt deze arbeid IN BOVENSTAANDE 
GRAFIEK voorgesteld? 

MEETKUNDIG is Ftans. AS = Oppervlak 0. 

I Conclusie; „ 
‘“door F 
bij bew. 
van A-HB. 

wordt in de grafiek voorge¬ 
steld door 

HET OPPERVLAK 

dat begrensd wordt door AS , F? ® 
, A-tB il 
?gg en de grafieklijn. 

I 
i 

Waar het ons nu om gaat is 
in de grafiek F^^S wordt 

, dat de arbeid door een kracht 
voorgesteld door een OPPERVLAK. 

Voorbeelden; a) 

fï & ris.vjt- 
J.# 

w -.■> 

“door F 
bij bew. 
van A-HB. 

+ 4.13 = + 52 Joule. 

o j/isoA Grafiek. 
j F 
tan& 

IJ Vil. 
4 IS 

6 

% Opp.0 = + 52 3 • j 

b) Een massapunt van 6 kg* doorloopt de omtrek van een 
cirkel EENPARIG VERSNELD met een tangentiéle ver¬ 
snelling van 2 ';/sec -. De straal van de cirkel is 

meter. 
/ D 

Gevraagd; Hoeveel arbeid wordt er GEDURENDE EEN 
OMLOOP verricht door de tangentlïïle 
kracht. 
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= 6.2 = 12 

De omtrek van de cirkel is 2'ïC. 4- = 10 meter. 

Dus: W 
door F 

= 12 x 10 = 120 Joule. 

Grafiek. 
tang 

Jbang 

12 !'!. 
1 / 

üpp.—12x10= 
////,'120 . J.| 

Opmerking. 

AS = 10 m. 
omtr.v.d.cirkel 

Als over een gekromd bannst uk 10%® con¬ 
stant is, behoeven we om de arbeid te 
berekenen het baanstuk dus niet meer in 
infinitesimaal kleine stukjes te verdelen 
die zo klein zijn, dat elk stukje als 
recht kan beschouwd worden. 

Geval II. F^^"® verandert 'tuet sprongen1 

.-bans 
I v(4) 

O 

'^r'i^ir^vnfr'lniïa 

üa -*6 Óc 4d <'t- 

A-i4 Ah'1 Ah4 

4 

AS 

Gegeven; Een kracht P verplaatst 
haar aangrijpingspunt 

langs een (rechte of kromme)taan 
van het baanpunt a naar het baan 
punt E. 
Nevenstaande grafiek geeft de 
TANGENTIËLE COMPONENT van de 
kracht T als functie van de baan 
coördinaat s. 

aggsasm »door'? 
bij bew. 
van A-vE. 

Oplossing; Omdat de normale component van F geen arbeid 
verricht, is; 

Welnu; 

"'door P “ ' door P 
bij bew. bij bew. 
van A *E. van A~tE. 

Wdoor FtanS = + Fjan®’. (sg-s^) = + P^^.AjS = + Opp. 0-j- 

bij bew. 
van A -ik 

tang 

7tang 

Wdoor Ftang 
bij bew. 
van B--C. 

F jfng.(sc-sB) = + = + Opp. 0IZ 

tang = + iggS.Cs-j-Sg) = + Fjjl6, Tè = + °PP- door F 
bij bew. 
van C-GD. 

Wdoor FtanS = + Frkg 
bij bew. 
van D-*E. 

O-r- III 

.(sE sD) - + PjYnS* Opp. Ojy 

DuSo ïïdoor Ptang = >-FkAkS = °PP* C°t ■+ 0 
bij bew. 
van A-GE. 

+ 0n i ■ -II ' "III + WIV" 0T1t) 
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Dus = 

! ¥door'? ~ 0pp‘ (0I 4 °II 4 °III 4 °IV) Joule 
l bij bew. 
| van A~rE 

J,_  _____________— _t— 

De arbeid door de kracht F verricht, als deze haar aan¬ 
grijpingspunt langs de gegeven baan verplaatst van het 
baanpunt A naar het baanpunt B, wordt dus in de grafiek 
vak. t'J'gA1'® voorgesteld door het oppervlak dat begrensd 
wordt^ 'door AS, de ordinaten 'Fj0JaS en FFan§, en de 
grafieklijn. A 

Geval Ill.^tang . 
-ü(s)° is een willekeurige functie. 

In nevenstaande figuur stelt 
de kromme lijn de grafiek 
van de TANGENTIJLE COMPONENT 
van de kracht F voor als 
functie van de baancoordi¬ 
naat van een gegeven baan. 

Gevraagds Wdoor als de 

kracht F haar aan¬ 

grijpingspunt langs deze baan 
verplaatst van het baanpunt 
A naar het baanpunt B. 

Oplossing; Omdat de normale component van F geen arbeid 
verricht is W 

door F Wdoor Ftang' 
Ne verdelen het baanstuk AS in infinitesimaal kleine 
stukjes die zo klein zijn, dat over elk stukje Fp^S 
constant is. **k 
Daarna heimalen we voor elk stukje de arbeidsporties 

F_cang . AkS Joule 

en tellen deze arbeidsporties algebraisch op. 
Maar elk van deze arbeidsporties wordt in de grafiek voor¬ 
gesteld door het oppervlak van een infinitesimaal smalle 
rechthoek. 
De algebraische som van al deze arbeidsporties wordt in 
de grafiek dus voorgesteld door HET OPPERVLAK van de ge¬ 
arceerde figuur die begrensd wordt door AS, de ordinaten 
prang en pFa.ng^ en grafj_eklijn. 

(Dit geval kan dus beschouwd worden als een limiet van 
geval II) 

Dus i 

■'door F = °PPervlak Joule. 

bij bew.langs 
de baan v.A-^B 

De arbeid door de kracht F Verricht, als deze haar aan¬ 
grijpingspunt langs de gegeven baan verplaatst van het 
baanpunt A naar het baanpunt B, wordt dus in de grafiek 
van de ÏANGENTIËLE COMPONENT VAN F ALS FUNCTIE VAN S, 

voorgesteld door IiET OPPERVLAK VAN DE FIGUUR 

die begrensd wordt door AS, de ordinaten FaanS en F^anS, 
en de grafieklijn. 

B 

Opmerking. 
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Opmerking. 

i ML 

Is, zoals in nevenstaande fi¬ 
guur, de grafiek van F?a£S 
een lijn die de S-as ^ 
SNIJDT, dan moet het opper- 
vlak-onder-de-as NEGATIEF ge- 

5 rekend worden. 
In nevenstaand geval is dus: 

Wdoor T = + °PP•1 " Opp.II + Opp.III 
bij bew. 
van A— B. 

EINDCONCLUSIE. 

DE BEREKENING VAN DE ARBEID DIE VERRICHT WORDT ALS EEN 
NIET CONSTANTE KRACHT HAAR AANGRIJPINGSPUNT LANGS EEN 
RECHTE OE KROMME BAAN VERPLAATST KOMT NEER OP EEN 

OPPERVLAKTE BEPALING 
in DE GRAFIEK WAARIN 

!! AS DE ABSCIS IS, en 

jj F^g DE ORDINAAT. 

Voorbeeld. De arbeid door de veerkracht in een schroefveer bij in¬ 
trekking van de veer. 

vo.'st SicRaam 

A 

/ 
/ 

AM 
A\\\N ,-V. •._> V' 

SS' 

(1 

O 

o i 
CÏ5.Y 

"1 » 
PM 

Si O 
i> 
ïrt» 

In de eerste ronde hebben we gezien, 
dat er bij uitrekking van de schroef¬ 
veer IN de veer een veerkracht op¬ 
treedt die de veer haar oorspronke- 
lij i‘£G vorm wil teruggeven. 
In de situatie van nevenstaande fi¬ 
guur is deze veerkracht dan verticaal 
naar boven gericht, dus tegengesteld 
aan de verplaatsingsvector A& van het 
punt_P. 
Als Ä1 niet al te groot is, geldt; 

F. 
in veer 

Hierin is 1Ci de 
te van de veer. 

- 1CI. Al Newton, 

z.g. kracht sc onstan- 

Gevraagd; De arbeid die de veerkracht 
verricht bij de uitrekking 
Oi. 

Oplossing; 

Wdoor ^ = “ 0pp* A0AA ' Joule ■"veer 
bij uitrekk. 

0iL = - |.QA.IAAU Joule 

Nu is s I AA ! I = I C I . h l - | C I . OA meter. 

Dus s 

2door F 
veer 

bij uitr.üA 

i . OA .SCI . OA = - iiCi. OA2 Joule 

I Algemeen; 

1 W, y • =-iicl. (Ai)2 Joule. 
i veer 
j bij uier. \'A 

Deze formule zullen we later nodig hebben 
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$ 4. De eenheid van arbeid in het C.G.S.-stelsel en in het dagelijkse 
levën7 

Punt 1) De eenheid van arbeid in het C.G.S. stelsel. 

De eenheid van kracht is 1 dyne 

De eenheid van lengte is 1 cm. 
\ iyns. >-^....— 

! De eenheid van arbeid in het C.G.S. 
I stelsel is de arbeid die verricht 
> wordt als een kracht van 1 dyne 
I kaar aangrijpingspunt 1 cm. in 
j haas? werkrichting verplaatst. 

Deze eenheid van arbeid heet 

Omrekenen. 

1 dyne = 10 ^ Newton i 
-2 5 

1 cm. = 10 meter j 

EED ERG. 

1 erg 

Dus s 

= 1 dyne.cm. = 10 ^ Joule 

jL Joule = 10? erg 

Punt 2) De eenheid van arbeid in het dagelijkse leven. 

De eenheid van kracht is 1 kgfm ^ 

De eenheid van lengte is 1 meter 

'Mt.p. »-....-.4 

1 ro&t&r 

; De eenheid van arbeid op een be- 
I -.aide plaats ter aarde is de 
: arbeid die verricht wordt als 
i een kracht ter grootte van 
! 1 kgfm p haar aangrijpingspunt 
| een méteh in haar werkrichting 
i verplaatst. 

In het dagelijkse leven is de plaatselijke eenheid van arbeid dus; 

1 kgfm .meter. 
± m 1 0 

Men noemt de ze eenheid kortweg; een kilogrammeter (T.P.), en noteert 
deze als 1 kgm^ p ^ 

Qmrekenen. 

1 kgfT>p> = gT>p> NEWTON 

Dus; 1 kgf,p p .meter = g^, p. NEWTON.METER = g^ p Joule. 

Conclusie; 

1 kilogrammeter T.P. = gm p Joule, j 
± • JT • i 

Getallenvoorbeeld. Een kracht van 5 kgfm p verplaatst haar aan¬ 
grijpingspunt 3 meter*IA haar werkrichting. 

ST.P. = 10 m/Söc2* 

Gevraagd; De arbeid in Joule. 

Oplossing; E = 5 kgf^ p =50 NEWTON 

Dus; Wn y = + 50 x 3 = + 150 Joule, aoor F v 

§ 5* Het begrip ARBËIDS EFFECT of VERMOGEN van een energiebron. 

Punt 1) In de praktijk gaat het er niet alleen om HOEVEEL ARBEID EEN MACHINE 
LEVERT, maar ook OM DE SNELHEID WAARMEE DEZE ARBEID GELEVERD WORDT. 
Deze arbeidssnelheid noemt men HET ARBEIDSEFFECT of HET VERMOGEN 
van de energiebron. (De term "energie" betekent hier "hoeveelheid 
arbeid") 

Definitie. Onder HET „RBEID3EFFECT OF VERMOGEN van een 
energiebron verstaat men de PER SECONDE ge¬ 
leverde arbeid. 

Dotatie. Het ARBEIDSEFFECT OF VERMOGEN wordt aangeduid door de 
hoofdletter P. 
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De formule voor het arbeidseffect of vermogen luidt dus: 

P 
w 
t. 
m sec. 

© 

Punt 2) De eenheden van effect of vermogen, 

I) In het stelsel van Giorgi: 1 Watt, 

1 Watt = 1 
Joule 
sec 

Deze eenheid is genoemd naar de Engelse natuurkundi¬ 

ge JAMES VJATT (1736 - 1819), realiseerde de idee van 
de stoommachine) 

II) In de techniek; 1 Kilo-Watt = 1 K.Watt 

III) 

1 K.Watt = 1000 
J oule 
sec 

In de verouderde techniek; 1 P.K. 73 

kgmT^p^ 
sec. 

Deze eenheid stamt uit de tijd toen de machines door 
paarden in beweging gebracht werden. Men veronder¬ 
stelde dat een paard in staat was om een gewicht van 
75 kgfm p in een seconde 1 meter op te tillen. Dit 
vermogeh noemde men ‘'een paarde-kracht" , af gekort 
1 P.K. 
Een machine van 100 P.K. levert dus per seconde even 
veel arbeid als 100 paarden samen per seconde kun¬ 
nen verrichten. 
Merk op, dat in de eenheid 1 P.K. de term KRACHT ge¬ 
bruikt wordt waar eigenlijk VERMOGEN bedoeld wordt: 
In de tijd van James Watt had men nog geen duidelijk 
"arbeidsbegrip”. 

Omrekenen. 

1 P.K. 75 
Dgfiji p «m. 

sec. = 75 x &T.P. 
Joule 
sec. 

75 x gT<p# Watt, 

Punt 3) Nadere beschouwing. 

Uit formule (7[) volgt: 

W = P x t 

f f t 
geleverde per sec aantal 

arbeid gelev. sec- 
arbeid 

Dus: 

Uit formule (?) volgt: 

I 1 Joule = 1 Watt x 1 sec. 

Deze vergelijking vormt in het stelsel van Giorgi de schakel tus¬ 
sen de eenheid van mechanische energie (1 Joule) en de eenheid van 
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hoeveelheid, energie van een electrische stroom. Men wil deze verge 
lijking ‘*de vergelijking van Giorgi" noemen. 

Men schrijft vergelijking kortweg als: 

1 Joule - 1 Watt.seconde. 

1 Watt seconde is dus eigenlijk alleen maar een ANDERE NAAM voor 
de HOEVEELHEID aRBEID van 1 Joule. 

Van 1 

1 

Dus: 

Watt seconde is de eenheid 1 K.W.h. afgeleid. 

K.W.h = 1000 Watt x 3600 sec. = 1000 x 3600 sec. = 
SöC • 

= 36.10p Joule. 

1 K.W.h = 36.105 Joule. [ 

NB. 1 K.W.h. is EEN EENHEID VaN HOEVEELHEID ARBEID% het is de arbeid 
die in de tijd van EEIT~UUR geleverd wordt door een energiebron met 
een arbeidseffeet of vermogen van 1 K. Watt. 

Deze eenheid wordt practisch alleen in de electrotechniek gebruikt. 

NB. §6. ARBEIDSVERMQGEN. 

Opmerking vooraf. In het woord "arbeids-VERMOGEN“ heeft de term 
“VERMOGEN“ een ANDERE BETEKENIS dan deze had 
toen in de vorige paragraaf gesproken werd van 
het vermogen van een energiebron. Toen betekende 
"vermogen1* de arbeid die de energiebron PER SE¬ 
CONDE LEVERT. 
Daarom hebben we in de vorige paragraaf aan de 
term "vermogen'" steeds de, helaas verouderde, 
term ‘’arbeidseffeet" vooraf laten gaan. 
In het woord “ARBEIDSVERMOGEN“ slaat de term 
"VERMOGEN“ op de TOTALE HOEVEELHEID ARBEID DIE 
ER VERRICHT KAN WORDEN. 
Als we dus straks zeggen, dat een massapunt een 
arbeidsvermogen heeft van b.v."2Ö Joule, dan zul- 
len we daarmee bedoelen DAT HET MASSAPUNT IN 
STAAT IS EEN ARBEID TE VERRICHTEN VAN 20 JOULE. 
Het is ons op dit ogenblik echter nog niet duide¬ 
lijk dat een massapunt “überhaupt1* in staat KAN 
zijn om arbeid te verrichten. 

Deel I van § 6: HET ARBEIDSVERMQGEN VAN BEWEGING, 

Punt 1) Het begrip. 

In de eerste ronde hebben we de kreet geslaakt “ALS MASSA VAART 
KRIJGT, DAN KAN ER WAT GEBEUREN'1*. 

Met deze uitroep werden TWEE ERVARINGSFEITEN aangeduid, n.1.: 

1°) dat EEN MASSAPUNT IN RUST UIT ZICHZELF NIET IN STAAT IS om 
een OP dit massapunt werkende kracht TE DWINGEN haar aan¬ 
grijpingspunt TEGEN HAAR WERKRICHTING IN te verplaatsen. 

2°) dat EEN BEWEGEND MASSAPUNT DAAR WEL TOE IN STAAT IS. 

Voorbeelden: a) Een kogel in de rusttoestand is NIET IN STAAT om 
de zwaartekracht te dwingen haar aangrijpingspunt 
tegen haar werkrichting in te verplaatsen; wordt 
de kogel verticaal omhoog geschoten dan DWINGT hij 
de zwaartekracht om haar aangri jpinp^spunt TEGEN 
HAAR WERKRIGHTING IN te verplaatsen, althans over 
een bepaald stuk. 

b) Een langs een ruw vlak bewegend massapunt DWINGT 
de WRIJVINGSKRACHT om haar aangrijpingspunt TEGEN 
HAAR V/ERKRICHTING IN te verplaatsen. 

Conclusie. 
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Conclusie; Een bewegend massapunt is TEN GEVOIG-E VAN ZIJN 
BEWEGING in staat om een kracht, die deze bewe 
ging tegenwerkt, TE DWINGEN haar aangrijpings¬ 
punt TEGEN HAAR WERKRICHTTNG IN te verplaatsen. 

Het gaat ons nu om het feit, dat een BEWEGEND massapunt TEN GEVOEDE 
VAN DEZE BEWEGING IN STAAT IS om een kracht, DIE DEZE BEWEGING TE¬ 
GENWERKT, TE DWINGEN HAAR AANGRIJPINGSPUNT TEGEN HAAR WERKELCHTING 
IN TE VERPLAATSEN. 

Benaming. Als een massapunt ten gevolge van zijn beweging een 
kracht dwingt om haar aangrijpingspunt TEGEN HAAR WEEK- 
RICHTING IN te verplaatsen, ZEGT MEN, DAT HET MASSAPUNT 
ARBEID VERRICHT OP DEZE KRACHET" 

De verticaal omhoog geschoten kogel verricht tijdens het stijgen 
dus arbeid OP de zwaartekracht; het langs het ruwe vlak bewegende 
massapunt verricht dus bij deze beweging arbeid OP de wrijvings- 
kracht. 
Als een massapunt ARBEID VERRICHT OP EEN KRACHT, verricht DIE 
KRACHT ZEI/F dus NEGATIEVE ARBEID. Daarom noemt men de arbeid die 
dan DOOR HET MASSAPUNT VERRICHT WORDT POSITIEF. 

Definitie; Onder DE HOEVEELHEID POSITIEVE ARBEID die een 
massapunt verricht als het arbeid verricht op 
een kracht (en dus de kracht dwingt om haar 
aangrijpingspunt tegen haar werkrichting in 
te verplaatsen) verstaat men de hoeveelheid 
arbeid DIE GELIJK EN TEGENGESTELD IS AAN DE 
HOEVEELHEID NEGATIEVE ARBEID die de kracht bij 
deze verplaatsing van haar aangrijpingspunt 
verricht. 

Getallenvoorbeelden; I) Gegeven; De verticaal omhoog geschoten 
kogel weegt 2 kgf™ p en stijg:: 
350 meter. 

'• i ST.P. = 10 m/sec2‘ 

3$0» Gevr -.a)- ^oor Vtbij dit stijgen. 

Oplossing; Z = 20 NEWTON. 

t: 

///77///7/// Gevr.b) 

Dus; W, 7? = door Z 
- 20 x 350 = - 7000_Au 

Hoeveel arbeid verricht de kogel 
bij dit stijgen OP DE ZWAARTE¬ 
KRACHT? 

Antwoord; 

W 
door kogel 
op r 

= + 7000 Joule. 

Fwr. 
— 

SN. 
0 0» 

II) Gegeven; Een massapunt beweegt 8 meter 
langs een ruw vlak en ondervindt 
daarbij een wrijvingskracht van 
7 Newton. 

----"Roor de v/rij vingskracht. 

Oplossing; W 
door de wr, kracht 

= - 7 x 8 = - 56 Joule, 

Gevr. b) 
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Gevr, Id) Hoeveel arbeid, verricht het massa 
punt bi,i deze beweging OP DE WRIJ- 
VÏNGSKRACHT. 

Antwoord; W. = 
- door massap.op wr.kr. 

= + 86 Joule. 

CONCLUSIE. I Een BEWEGEND 
BEWEGING 

massapunt is 

IN SÏAAT OM 

TEN GEVOLGE VAN DEZE 

POSITIEVE ARBEID OP ESN KRACHT TE VERRICHTEN. 

II DE HOEVEELHEID POSITIEVE ARBEID die het massa 
punt dan verricht is GELIJK EN TEGENGESTELD 
aan de hoeveelheid NEGATIEVE ARBEID die de 
kracht dan verricht bij de gedwongen verplaat 
sing van haar aangrijpingspunt tegen haar 
werkrichting in. 

Welnu; Het feit dat een bewegend massapunt TEN GEVOLGE VAN ZIJN 
BEWEGING IN STAAT IS OM POSITIEVE ARBEID TE VERRICHTEN OP 
EEN TEGM-WERKENDE KRACHT duidt men aan door te zeggen DAT 
het massapunt arbeidsvermogen van beweging heeft. 

De HOEVEELHEID POSITIEVE ARBEID die een massapunt met een 
massa van m kg*'en een snelheid v m/sec. IN TOTAAL op een 
tegenwerkende kracht KAN verrichten, noemt men HET ARBEIDS¬ 
VERMOGEN VAN BEWEGING van dit massapunt met deze snelheid. 

DEFINITIE; ONDER HET ARBEIDSVERMOGEN VaN BEWEGING (afge¬ 
kort A.v.B.) van een massapunt met massa m kg* 
en snelheid v m/'sec. verstaat men DE TOTALE 
HOEVEELHEID POSITIEVE ARBEID die dit massa¬ 
punt tengevolge van deze snelheid IN STAAT IS 
op een tegenwerkende kracht te verrichten. 

Punt 2) Het A.v.B. van een massapunt uitgedrukt in Joule. 

Gegeven; Een massapunt van m kg*- voert een 
of andere beweging uit en heeft 
op een gegeven ogenblik een snel¬ 
heid van v m/sec. 

Gevraagd;Hoeveel Joule bedraagt het A,v.B. 
van het massapunt op dit ogenblik? 

Oplossing; We moeten dus berekenen hoeveel Joule positieve arbeid 
dit massapunt met deze snelheid MAXIMAAL ZOU KUNNEN VER 
RICHTEN op een kracht die zijn beweging tegenwerkte. 

Daartoe doen we de volgende s!ge- 
T -mkg* 'ir = o dachten-proefi!; We nemen het mas- 

-_r— sapunt uit de gegeven bewegings¬ 
situatie, plaatsen het, met be¬ 

houd van de snelheid v m/sec., op een rechte baan en 
laten er een kracht van F Newton op werken waarvan de 
werkrichting tegengesteld is aan de langs deze rechte 
baan gerichte snelheidsvector v. 
Het massapunt krijgt dan dus een eenparig vertraagde 
rechtlijnige beweging waarvan de beginsnelheid v ^/sec^. 
is en de vertraging volgens de 2e wet van Newton (Fzn.a) 
gelijk is aan „ 

a = - m/sec2. 

De plaatsfunctie wordt dus; 
F 2 

s, = vt - y — t meter, 
u in 



185. 

en de snelheidsfunctie; 

v 
F 

't = v - — t m 
m 
/sec. 

We berekenen nu. de Ignite van het baanstuk waarover het 
massapunt de kracht F~ zal :i voort slepen'-’ ën de hoeveel^ 
heid negatieve arbeid die de kracht if verricht big deze 
verplaatsing van haar aangrijpingspunt tegen haar werk- 
richting in. 

Berekening. 

Het massapunt zal de kracht F zo lang nvoortslepen,! tot 

vt = o- o = v _ I t 
m 

t = m 
F 

v sec. 

Is AB (zie fig.) het baanstuk waarover het massapunt de 
kracht F ‘’voortsleept1’, dan is; 

F ÄB = v(|.v) - i - 

- E V2 _ m £ v2 “ F*v 2 m*j,2’v 

m 
- j.V 

2 m m v2 
2 

± E v2 2 • TTl • V 

meter 

meter 

meter 

meter, 

Het massapunt van m kg* met snelheid v m/sec. is dus IN 
STAAT om de tegenwerkende kracht f te dwingen haar aan¬ 
grijpingspunt over een stuk 

AB = y S v2 meter 

TEGEN HAAR WERKRICHTING IN te verplaatsen. 

De hoeveelheid negatieve arbeid die de kracht F verricht 
bi,j deze verplaatsing van haar aangrijpingspunt tegen 
haar werkrichting in, is; 

Wdoor -F*AB 
. ï i S v2 - . I . 2 p V “ \ mv2 Joule. 

Dus: 

Aoor F 4- mv2 Joule 

(Deze arbeid is dus onafhankelijk van de grootte van F) 

DE HOEVEELHEID POSITIEVE ARBEID DIE HET MASSAPUNT BIJ _ 
DEZE VERPLAATSING VERRICHT OP DE TEGENWERKENDE KRACHT F, 
IS DUS; 

mv 2 Joule. 

CONCLUSIE I Een massapunt met massa m kg* en snelheid v ^s, 
IS IN STAAT 

om OP een tegenwerkende kracht een hoeveelheid 
POSITIEVE ARBEID TE VERRICHTEN VAN 

+ J- mv2 Joule. 

CONCLUSIE II 
HET ARBEIDSVERMOGEN VAN &_EWEGING 

VAN EEN MASSAPUNT 
MET MASSA r kg* 

EN SNELHEID v m/sec 
IS GELIJK AAN 

irn.u2 3 
In woorden; DE HELPT van het product van ZIJN M A S S A (in 

kg*) en HET KWADRAAT VAN ZIJN MOMENTELE SNEL - 
HEID (in m/sëc7) 
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Punt 3) Opgave 42. 
Gegeven; m 

Gegeven; v 

Gegeven; A.v.B 

= 4 kg'* ; v 

= 4 ^/sec; A.v.B 

= 4 Joule; m 

= 8 m/sec. 

= 8 Joule. 

= 8 Kg*. 

Gevr; a.v.B. 

Gevr; m. 

Gevr; v. 

Opgave 43. 

5 ka* N. -—A-3.- 

Gegeven; Een massapunt van 5 kg*, rust op een 
volkomen glas horizontaal vlak. Ten 

tijde t = 0 sec. begint op het massapunt ejn 
constante, langs het vlak gerichte kracht F 
van 20 Newton te werken. 

Gevraagd;Het A.v.B. 
t = 10 sec 

van het massapunt op het tijdstip 

Oplossing; 
F = m . a a = 

20 = I 

Het massapunt gaat een eenparig versnelde 
rechtlijnige beweging zonder beginsnelheid 
uitvoeren. 

Dus 

Dus (a . v.3. ). _ 

öt ~ 

vt = 

v10 = 

t=10 
1_ 
2 • 

meter 
m / /sec. 

m/sec. 

r 4000 Joule. 

Opgave 44. 
Gegeven; Een kogel (gewicht 20 kgiN p ) wordt 

vanuit een punt 0 van de ' * grond on¬ 
der een elevatiehoek van 60° met een 
beginsnelheid van 100 m/sec. opgescho¬ 
ten. g = 10 m/sec2. 

Gevraagd; a) (A.v.B.q 

Oplossing; (A.v.B.)^ q = \ . . = 100000 J. 

Gevraagd; b) Het A.v.B. in de top van de parabool. 

Oplossing; vt - vx 

Dus; (a.v.B.)in t = i • • = 23000 J. 

Henric van Veldeke College. 
Aylvalaan 9 

Maastricht. 
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Deel 

Punt 

II van 3 6; 
DE V/ET VAE LEVMDE KRACHT SN ARBEID. 

^ei,st een voorbeeld om duidelijk te maken waar het nu om gaat. 

Gegeven; Een massapunt van 5 kg* rust op een ruw horizontaal vlak. 
Op het tijdstip t = 0 begint er op dit massapunt een con¬ 
stante, langs het vlak gerichte kracht T van 20 Newton te 
werken. 

Bij de beweging langs het ruwe vlak ondervindt het massa¬ 
punt een constante wrijvingsweerstand P van 5 Newton. 

Gevraagd; a) De plaatsfunctie en de snelheidsfunctie. 
—^ —r- 

Oplossing; De krachten E en P hebben dezelfde werklijn 
maar zijn tegengesteld gerichl^. 
Hun resultante is een kracht R van 15 New¬ 
ton waarvan de richting ^samenvalt met de 
richting van de kracht F. 

Het massapunt krijgt een eenparig versnelde rechtlij¬ 
nige beweging zonder beginsnelheid, met versnelling 
3 E/sec2. 

5 kg* F-20Nsvt. 

#///M7//yï//,///. 

Duê 5 2 
st = 2 "k raster 

Vt = 3 t Ill 
/sec. 

Gevraagd; b) De verplaatsing in het tijdsinterval van t = 4 tot 
t = 10 sec. 

Qplofcsing; 
s = 1 
s10 2 

. 3 
' 2 34 

100 = + 150 meter. 

16 = 4 24 meter. 

AS = 
4~>10 

= + 126 meter. 

Gevraagd; c) De snelheden op de tijdstippen t = 4 sec, en t = 10 s_. 

Oplossing; ^ n ^ m 
v 

v 

4 

10 

=3* 4 = + 12 /sec 

= 3*10 = 4 30 m/sec. 

Gevraagd; d) De RESULTERENDE VERANDERING VaN HET A.v.B. VAN HET 
MASSAPUNT IN HET'TIJDSINTERVAL VAN-t = 4 toFT = 10 s, 
dus 

(a.v.B.)op t - 10 Sec. (A.v*B*)0p t = 4 sec. 

Oplossing; 

(a.v.B.) = i.5.302 = i.5.900 = 2250 Joule 
op t = 10 s. 

(A.v.B.) = i.5.122 = ^.5.144 = 360 Joule 
op t = 4 s. 

(A.v.B.) - (a.v.B. ) = 
op t = 10 s. op t = 4 s- 

= -4-1890 Joule 

Gevraagd; e) DE ALGEBRAISCHE SOM VAN DE HOEVEELHEDEN ARBEID die in 
Het tijdsinterval’van t = 4 tot t = 10 sec. DOOR DE 
ÖF"HST MASSAPUNT WERKENDE KRACHTEN worden verricht. 

N 

O P 

Oplossing; Stel, dat het massapunt zich op t = 4 sec. 
in het punt A en op t = 10 sec. in het punt 
B bevindt, (zie fig.) 
Bij de beweging langs het horizontale vlak 
verrichten alleen de krachten ]f en ï5 arbeid; 

b 

-X ~.\lo m. "door F 
\jj —> — 

“door P 

f = + P.AB = + 20.126 = 4 2520 Joule 

P.AB = — 5*126 = — 63O Joule 

I W = 4 1890 Joule 



Conclusie; DE RESULTERENDE HOEVEELHEID aRBEID die 
TIJDENS de bescHouwde beweging van het 
massapunt DOOR DE OP HET MASSAPUNT WER¬ 
KENDE KRACHTEN wordt verricht is; 

+ 1890 Joule. 

NU KOMT DE KWESTIE WAAR HET IN HET ONDERHAVIGE DEEL II van § 6 OM 
GAAT; 
WAT Valt ER TE ZEGGEN VAN DE UITKOMSTEN VAN DE VRaGM cQ m e]_ l 

Antwoord; Deze uitkomsten ZIJN AAN ELKAAR GELUK. Hieruit moeten 
we dus besluiten dat; 

w — 
““RESULTEREND' “ 

TIJDENS 
de beweging 
van A—->B 

(A .v. B. ) 
op t = 10 sec. 

EINDE 

(A , v. B. ) 
op t = 4 s. 

BEGIN 

Wat zegt deze vergelijking? 

Antwoord; 
In het linker lid 

van deze vergelijking staat 
de RESULTERENDE hoeveelheid 

ARBEID, die 
TIJDENS 

de beweging van het massa¬ 
punt van het baanpunt A naar 
het baanpunt B (wijs dit aan 
in de fig. op voorg. blz.) 

DOOR ALLE 
OP HET MASSAPUNT WERKENDE 
krachten wordt verricht. 

In het rechter lid 

van deze vergelijking staat 
de RESULTERENDE VERANDERING 

VAN HET A.v.B. 
van het massapunt in het 
tijdsinterval van t = 4 tot 
t = 10 sec., dus de algebra 
ïsche v/aarde van het VER¬ 

SCHIL; 
(A.v.B.)inB (wijs BaanO 

MIN 
. V . -D. ) in A ^ W-L J ü ü ct-öU-i • J 

Deze vergelijking zegt dus; 

II De RESULTERENDE ARBEID die TIJDENS het beschouwde tijds- 
ji interval DOOR ALLE OP HET MASSAPUNT WERKENDE KRACHTEN GE- 
l! ZAMENLIJK wordt verricht, IS GELIJK AAN de RESULTERENDE 
j| VERANDERING VAN HET A.v.B. VAN HET MASSAPUNT in dit 
j| tijdsinterval. 

Het is natuurlijk zeer de vraag of deze vergelijking geen TOEVAL- 
LIGH EID is voor deze opgave; zouden we bij een ander getallenvoor¬ 
beeld tot dezelfde conclusie zijn gekomen? 

Welnu; in het komende zullen we bewijzen dat deze vergelijking GEEN 
TOEVALLIGHEID is, maar de wiskundige formulering is van een 
ALGEMENE NATUURWET; 

DE 'WET VAN LEVENDE KRACHT EN ARBEID. 

Opmerking; De term ''LEVENDE KRACHT“ is een antiek woord voor A.v.B. 
Vroeger dacht men, dat ''leven“ bestond in het hebben 
van arbeidsvermogen van beweging. 
In de moderne natuurkunde wordt ü.v.B. KINETISCHE 
ENERGIE genoemd. 
Bovengenoemde wet heet dan; 

DE WET VaN KINETISCHE ENERGIE EN ARBEID. 



Punt 2 ) Algemene behandeling. 

We gaan nu voor algemene gevallen onderzoeken of DE RESULTEREN’DE 
ARBEID die TIJDENS DE BEWEGING van een massapunt DOOR DE ÓP DAT 
MaSSAPUNT WERKENDS KRACHTEN’GEZAMENLIJK WORDT VERRICHT inderdaad 
GELIJK IS aan DE RESULTERENDE VERANDERING VAN HST A.v.B, VAN HET 
MASSAPUNT in het beschouwde tijdsinterval. 

We zullen dit onderzoek beginnen met het meest eenvoudige geval en 
dan staps-gewijs opklimmen tot het meest gecompliceerde geval. 

Geval I. mkg* priewt. 
--- 

A vA tb Vl 

Gegeven; Een massapunt van m kg’* bevindt zich op een ze¬ 
ker tijdstip in een punt A van de ruimte en 

heeft dan de snelheid v^_. 
Op dit massapunt werkt eèn en slechts èèn kracht F Newton 
die constant is in grootte en richting, en waarvan de 
werkrichting SAMENVALT met de richting van vector Vg (zie 
fig.) 
Het massapunt voert dus een EENPARIG-VERSNELDE RECHTLIJNI¬ 
GE BEWEGING uit met versnelling a = - m/sec. Na enige tijd 
passeert het massapunt het baanpunt § en heeft dan de 
snelheid vg. 

2 ? 
Te bewijzen; WdQor \ mVg - \ mv^ Joule. 

bij bew. 
van a-H3 

Bewijs; Nemen we het baanpunt A tot oosprong van het coör¬ 
dinatenstelsel langs de baan en het tijdstip waar¬ 

op het massapunt het baanpunt A passeert als t = 0, dan 
worden de plaats- en snelheidsfunctie respectievelijk ge¬ 
geven door de vergelijkingen; 

P 2 
s, = v,,t + 4- - t meter 

t; A ^ m 

v 
t VA 

m 
/sec. 

We gaan nu eerst AB berekenen als functie van v-. Daarna 
berekenen we W-, gp. 

door E 

Berekening van AB. Is tg sec. het tijdstip waarop het mas¬ 
sapunt het baanpunt B passeert, dan 
geldt; 

AB = v,,.jtg -f- y — tg2 meter CD 

v 
B 

v 
A 

E t 
m 1 

Uit deze vergelijkingen elimineren we de tijd; dit doen 
we door tg uit vergelijking (2) op te lossen en deze in 
vergelijking (j) te substitueren. 

Uit vergelijking 

t 

volgt; 

= N (Vt, - vA) 1 A' 

Na substitutie van tg in vergelijking (l) vinden we; 

AAb - va)2 
„„ . m-vA(vB - V , , F 
A J3 —-—i-+ ~ö 

F 

AB = 

AB = 

m. v, v-n 
A B 

mv 
2 
A 

E + Y 

m Tji2 
2 ^ 2 

iiiv^ - 2mVgV^ + mv^ 

F 

me tor 

2m. v„ vT 2mv,^ + mv-4 - 2mV-v. + mvt A B B a A 
2F 

meter 

meter 
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AB 

2 
- mv,^ 

2F — meter- 

Berekening van 

Bij de beweging van het massapunt van A naan B verplaatst 
de kracht F haar aangrijpingspunt ÄB meter in haar werk- 
richting. 
Dus u pp 

mv-t - mv“ p p 

Wdoor ¥ = + B.AB = + F-^-= ^mv^ - imv” Joule. 

bij bew. 
van A-tB 

Conclusies 

UJ — 

aoor F 
bij bew. 
van A ~»-B 

-g-mv 
2 
B 

Joule. 

q.e.d. 

Geval II. 
—is*. 

F m * 

A 

nHteri 

Efiterufc 

Gegevens In het punt A van_ de ruimte heeft het massa¬ 
punt de snelheid v^. 

Op het massapunt werkt de kracht F Newton waarvan de 
werkrichting TEGENGESTELD is aan de richting van vector 

VA- 
Het jnassapunt voert dus een EENPARIG VERTRAAGDE RECHTLIJ 
NIGE beweging uit; het beweegt eenparig vertraagd van A 
naar het omkeerpunt C en gaat dan eenparig versneld van 
C naar A naar - co . 

a) We beschouwen eerst de beweging van A naar l¥een. 

Te bewij zen; 
^door F 
bij bew. 
van A-^B 

heen 

een 

1 2 ymvA 
A 

J oule. 

Bewijs; De plaatsfunctie van het massapunt wordt nu gege 
ven door de vergelijking; 

1 'Fl 2 
= v^t - -g- —''t meter. 

De snelh.functie ;v^_ = v. 
rn 

t 
m/ 

sec. 

Deze vergelijkingen kunnen uit de plaats- resp. snel- 
heidsfunctie van Geval I verkregen worden door F te ver¬ 
vangen door - IFl. 
Voor aB als functie van vD vinden we dus; 

o B 
mv. 

AB = 
B 

- mv 
2 
A 

- 2 IF! 
meter, 

japon 

Bij de beweging van A naar B verplaatst de kracht 
F haar aangrijpingspunt AB meter TEGEN HAaR WERKRICHTING 

IN. 2 2 
Dus; mVg - mv^ p p 
W 
door F 

bij bew. 

van A-^Bheen 

= -IFl 
2 IFl 

= vmv 
B 

mv 
heen 

A 
Joule. 
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Conclusies 

wdoor F 
A-^B, heen 

- IFI .AB = {mv 
2 
B, 
neen 

1 2 2iavA J oule. 

b) De beweging; van A naar C 

ÏË. bewijzen; w _ _ Q 
1 door F 
bij bew. 
van A->C 

p 
-g-mv“ Joule, 

Bewijs; v^ = 0 
0 - mv 

2 

Dus AC = 
A 

2 IFI 
meter 

Dus: 
W, -^ = - IFI 
door F 

bij bew. 
van A-K3 

0 “ mvA 2 
~JJ"2lFi— = C - -g-mv^ Joule, 

Conclusie s 
‘door F 
bij bew. 
van A-s-C 

0 rmv 
A 

Joule. 

Opmerking; 
wdoor F ~ 
A —*■ C 

^door F 
A—>C 

i 2 
- 2-mvA 

-IFI .AC 

IFI .AC = imvA 

Uit deze vergelijking 
kunnen we AC oplossen. 

De wet van levende kracht en arbeid doet ons 
dus een eenvoudig middel aan de hand om de 
baancoordinaat van het omkeerpunt te bereke¬ 
nen l 

c) De beweging van A —»C— 
'terug. 

1 2 
= 2-mVg 

'terug 

2 
- -g-mvj Joule. 

'k 

Te bewijzen; <7 
J doorF 
bij bew.van 
A-- C — B, 

uerug 
Bewijs; p 
Wdoor F = ~ 0 “ Joule (zie boven) 

A —> C 

door F 
C —** B 

• ) 
^ = -h IF! .BC = -j-mvg - 0 Joule (zie geval I) 

+ 
terug 

terug 

W 
door F 

A-^C-^B 

= - !F| (AC-BC) = -IFI.AB = -£mvS - imv? Joule. 
■“terug 

terug 

Conclusie; 

Wj_wh = -!F| .AB = -g-mv^ - iknvir Joule 
door F 

A~*C ->B. 
'terug 

'B 2-va 
terug 

Opmerking; Vergelijken we^de conclusies van a) en c) dan 
2 ° zien we, dat v = v? 
Bheen Bterug 
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Geval III. p mkcf 'r 

Gegeven; In het punt A van^de ruimte heeft het massa¬ 
punt.pde snelheid vp. Op het massapunt wgrken 

TWEE krachten F en P; de werkrichting van kracht E valt 
samen mgt de richting van vector V4; de werkrichting van 
kracht P is tegengesteld aan de richting van vector vl; 
IPI > IP! 
Het massapunt krijgt dus een EFNPARIG VERSNELDE RECHT¬ 
LIJNIGE beweging met versnelling F - IPl m 

3- — / SGC 

De plaats en snelheids!unctie van het massapunt worden 
dus resp. gegeven door de vergelijkingen; 

, , p _ Ip| p 
st = v t + t meter 

vt = v, + *■ t m/ sec. 
o jjl m 

Bij de beweging van het massapunt van Ä haar B verricht 
de kracht F POSITIEVE ARBEID, de kracht P NEGATIEVE AR¬ 
BEID. 
De RESULTERENDE ARBEID die TIJDENS deze beweging door de 
OP het massapunt werkende krachten GEZAMENLIJK wordt ver 

richt is gelijk aan de algebraische som ^oor jp + ^UoorP 

Te bewijzen; 

Poor f - hoor V = i mvA Joule- 
A—*-B A—»-B 

Bewijs; Analoog aan geval I vinden we nu voor ABs 

mvp2 - mv/ 
AB = —-mrv meter. 

Dus: 
2(F - IPI ) 

o 
mvT - mv, 

Wdoor F = + F*AB " + F 
A- •B 

2(F - IPl) 
Joule 

W 
door P 
A —. 

IPI. AB - - |Pl 
mv 

B 
mv 
A 

2(F - IPI ) 

+ 

Joule 

2 2 mvg - mvA 2 
door F + Wdoor P “ -IPl). 2(F -!P|) " 2mvB 

1 2 
pmvA 

-B A —o3-B 

Joule 

Conclusie; 

'hoor T + hoor f = ~ imvI Joule 
A ——A  •*" B 

Opmerkingen; a) Uit deze bewijsvoering blijkt wel heel duide¬ 
lijk, dat de resulterende verandering van het 
A.v.B. van het massapunt in het beschouwde 
tijdsinterval, (dus Tmvgj_n(^e - ^1TnrB 

lijk is aan de 
2ÏÏlvbegiD Se- 

RESULTERENDE ARBEID 

die ALLE op het massapunt werkende krachten in 
het beschouwde tijdsinterval GEZAMENLIJK heb¬ 
ben verricht; Bij de toepassing van deze na¬ 
tuurwet mag dus geen arbeid verrichtende kracht 
‘'vergeten worden1’. 
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b) Met enkele bijkomstige teken-veranderingen is 
dit bewijs ook geldig voor de varianten op 
geval III waarbij IP! > ill of P en f EENZELFDE 
werkrichting hebben die gelijk gericht is met- 
of tegengesteld is aan de richting van vector 
VA . 

In 

W 

al deze gevallen vinden we, dat 
2 

door 
A..* 

W, 
door 
A 

P 
> = g-mv-g - -g-irrvg Joule. A 

c) Dit geval III kan uitgebreid worden tot het 

geval dat er n krachten op het massapunt wer¬ 
ken waarvan de werklijnen samenvallen met de 
drager van de vector vT. 
We vinden dans A 

2 2 
UW = ymVrt- -^-mv Joule, 
n krachten 
A-^B 

Geval IV. 

-*-ja»-sjb---1--r---- 

A % BCD 

Gegevens De beginsituatie is dezelfde als in geval I. 
De kracht F' blijft bij de beweging van het massa 

punt wel langs dezelfde lijn werken maar heeft op het 
baanstuk AB een andere grootte en richting als op het 
baanstuk BC en op BC weer een andere grootte en/of rich¬ 
ting als op CD. 

‘Te bewi j zen: 
W 
door F 

A '~>B ~>C -AD 

2 2 
= imVj) “ TmvA Joule A 

Bewijss Uit de gevallen I en II volgt: 

Wdoor "F = 2111VB 
2 

A ■B 

2 
Wj_ut = 4-mvb - Amv 

1 2 
TmvA 

2 
door F 
B :> C 

Wdoor T = *"v 
C —=>D 

2 ïu V Q 

2 
D 

2111 v g 

2 
C 

p-mv, 

+ 

"door F 
A— B~>C ->D 

^ i 2 -) * = - imv A 

Joule 

Joule 

Joule 

Joule 

q.e.d. 

Geval V. 

Gegevens De beginsituatie is dezelfde als in geval III. 
Bij de beweging van^ het._piassapunt blijven de 

werklijnen van de krachten p" en F samenvallen met dn dra¬ 
ger van vector vj, maar op het baanstuk AB hebben P en/of 
F andere grootten en eventueel ook andere richtingen dan 
op BC. 
Idem voor BC en CD. 

Te bewijzens 
2 

^door F + “'door P ~ 2mvD 
A.-B -;>C ->D A—B^-C —D 

rïïlV 
A 

Joule 

Bewijs s 
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Bewijs; Uit de gevallen I, II en III volgt voor de bewe¬ 
gingen 

A-^-B; W( 

B -> G; V/ 

C-=^D: W 

door f + "door"? = >v 
2 

doorV + "door P “ i®vC 

->• _u \j\l . 
door F aoor P 

qmv 
2 
D 

1 2 ëmvA 

2 
B 

o 

Jrmv 

- Tmv. C 

2 2 
"door 1 + "door ? ’ i™vD ~ *mvA 
a->B-^D a-*- B~>c —D 

Joule 

Joule 

Joule 

-f 

Joule 

q.e.d. 

Geval VI. . * 
- mkr tw -, ^--- 

A \ ïs 
Gegeven; In A heeft het massapunt de snelheid v^. Op het 

massapunt werkt een NIET CONSTANTE kracht F (S) 
waarvan de werklijn steeds samenvalt met de drager van~Fl . 
De arbeid die de kracht F(S) verricht bij de beweging van 
het massapunt van A naar B moeten we dus berekenen door 
integreren; B 

Aoor 1? = f F(s) 4s Joule (zie blz.178) 
A—^ B A 

2 2 
Te bewijzen; Wd -jr = imv-g - £mvA Joule. 

A—^ B 

Bewijs; We verdelen het baanstuk AB in infinitesimaal 
kleine stukjes ZiS_die zo klein zijn dat over elk 

van deze stukjes de kracht F(S) als constant in grootte 
en richting kan beschouwd worden en passen voor deze stuk¬ 
jes de redenering van geval IV toe. 

-I-1—. 

A I), D, 

A—~»-j) 
1 

2 

Uk 

2 2 
W“Wf = 9-mv-rf - 4mv,. 
door F Dl 2 A 

2 2 
W, -&■ = 4-iïtva - 4-mv,-, 
door F 2 D2 2 Di 

Joule 

Joule 

2 2 
Dk5% "door"? = >¥D[C - imVDK-l 

hV5 "door-P “ W - *mvDK 

ƒ F<s)ds = WdoorT= - ^VA 
1 A— 

Joule 

Joule 

Joule 

q.e.d. 

Geval VII. P(h f &) 
--g:..}>•-5»..-.- 

4 v; & 

Gegeven; In A heeft het massapunt de snelheid "v^. Op 
hefjnassapunt werken twee veranderlijke krach- 

ten F(s) en P(s), waarvan de werklijnen op ieder ogen¬ 
blik samenvallen met de drager van de vector v]\_. 
In dit geval is dus; 
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In dit geval is dus- ‘.:docr 

A —B 

en W-, -lt 
door P 
A— 

B 
f E(s)ds Joule 

k 

B 
f P(s)ds Joule V v y 

Te bewi,jzen; 

Xj'J —4. W —^ 
wdoor F + ' door P 
A-=-B A-^B 

Amv 
B 

Joule. 

Bewies 1 We verdelen het baanstuk AB in infinitesimaal 
kleine stukjes _die zo klein zijn, dat over elk 

van deze baanelementen F(s) EN l?(s) als constant van 
grootte en richting kunnen beschouwd worden en passen 
voor deze stukjes de redenering van geval V toe. 

D, I)k 

A 
A-^D 

1 wdoor F + ^door p 

+ 
a 

-g-mv 
2 
Dl 

J oule. 

DrD2 
W 
door F 

+ vV 
door P 

= -p-mv 
2 
D2 

- -Dmv 
2 
Dl 

Joule. 

2 2 
DKh% Wdoor V + Wdoor P = ^mvDK ‘ 

DlVB Wdoor V + 'hoor P “ ^mvB2 " >VK 

B B 

£ F(s)ds + y P(s)ds = 

Joule. 

Joule. 

- + 

o 
W, vf + W v? = v-mv-n 
door F door P ^ B 
A—~>'B A —>B 

Joule. 

q.e.d. 

In de tot nu toe behandelde gevallen I t/m VII was de situatie zó, 
dat het massapunt een RECHTE BAAN beschreef (eventueel een halve 
rechte); ER WAREN DUS GEEN NORMALE KRACHTEN en de gegeven Irrachten 
HADDEN GEEN NORMALE COMPONENTEN. 

We gaan nu het meest algemene geval beschouwen waarin er op het 
massapunt OOK NORMALE KRACHTEN werken (die dus loodrecht staan op 
de momentele snelheidsvector) en waarin er ook krachten op het mas¬ 
sapunt werken die op ieder ogenblik zowel een normale als een tan- 
gentiële component hebben. 
In de bewegingsleer hebben we gezien dat de normale krachten en de 
normale componenten van de gegeven krachten ALLEEN INVLOED HEBBEN 
OP DE VORM VAN DE BAAN, MAAR GEEIT INVLOED HEBBEN OP DE GROOTTE 
VAN DE SNELHEIDSVECTOR VAN HET MASSAPUNT. In de theorie van de ar¬ 
beid door een kracht verricht, hebben we gezien, dat DE NORMALE 
KRACHTEN EN DE NORMALE COMPONENTEN VAN GEGEVEN KRACHTEN BIJ DE BE¬ 
WEGING VAN HET MASSAPUNT LANGS DE BAAN GEEIT ARBEID VERRICHTEN. 

Samenvattend1 Bij een kromlijnige beweging WORDT DE PLAATSFUNCTIE 
LANGS DE BAAN (en dus ook de GROOTTE VAN DE SNELHEID 
op ieder ogenblik) aLLEEN BEPAALD DOOR DE TANGENTIELE 
KRACHTEN EN DE MOMENTELE TANGENTIELE COMPONENTEN VAN 
DE GEGEVEN KRACHTEN, DE MASSA VAN HET MASSAPUNT, ZIJN 
BEGIN SN ELHEID EN DE BAaNCOORDINAAT OP t = O. 
Bij een kromlijnige beweging VERRICHTEN ALLEEN De 
TaNGMTIELE KRACHTEN EN DE IaNGENTIELE componenten 
VaN DE GEGEVEN KRACHTEN ARBEID. 

De bewijsvoeringen van de gevallen I t/m Vlljzijn dus onverkort 
geldig voor de kromlijnige beweging MITS we F(s) vervangen door 

en P(s) door P^g^ 9 en ^-oen voor alle verder op het 
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massapunt werkende krachten. 

Geval VIII. 

lijk 

Gegeven; In het punt A van de ruimte heeft het 
massapunt de snelheid ~vp. 

Op het massapunt werken n krachten die eventu¬ 
eel veranderlijk zijn van grootte en/of rich r- 
tin en waarvan de werklijnen NIET samenval¬ 
len met de drager van de vector Vp. 
Onder invloed van deze krachten doorloopt het 
massapunt een bepaalde (mogelijk zeer grillige) 
kromlijnige baan volgens een bepaalde (moge¬ 

lijk zeer ingewikkelde) plaatsfunctie. De snelheidsvec- 
tor zal echter op ieder ogenblik in het momentele baan- 
punt raken aan de baan. _ 
In het baanpunt B heeft het massapunt de snelheid vp. 

Te bewijzen; 
~ p 2 
1W = - -jhrv Joule, 

van alle krachten 1 
bij de bew. langs 
de kromme baan 
van a —-s> B. 

Bewijs; ïïe verdelen de kromme baan in infinitesimaal 
kleine stukjes, die zo klein zijn dat deze 

stukjes als recht kunnen beschouwd worden en alle tan- 
gentiéle componenten van de krachten die op zo'n baan- 
stukje op het massapunt werken constant zijn van groot¬ 
te en richting langs het betrokken baanstukje. 
Passen we nu voor de opvolgende baanstukjes te beginnen 
bij A en eindigend bij B, de redeneringen van geval V 
en VII toe, dan volgt; 

A —W , Br + W, gk + 1 aoor Pp door F£ 

D D -j W -j A* a W -A -t- 2 1 door Pp door Fp 

door Pn = imvD 

P 
+ W-, pk = 4-mv-,-. 

door P Dn 
n i 

1 2 
- 4-mv.. 

A 
Joule 

Joule 

^K-l^K %oor F-, ’ ^door F0 + + '^door F 
12 n 

1 2 
yHivt 

2 

B —-i=B W i b? + W Bk K aoor F^ door FB + ^door F 
n 

% 

1 2 
imvB 

-jmv-k Joule 
'D 
K-l 

2 
fmv,. Joule 

D' K 
+ 

/AkSfas+/’kaneds + +/ïtansds 
K 1 A 2 A n 

B 
,tang 

B . 
'•» -tang ■ 1 2 

ymvT 
2 

B 
-pivA Joule 

'A 

N/. .— . 

A w 
van alle krachten 
die bij de bew. 
langs de kromme 
baan van A —->B 

1 2 
2-mv^ 

2 
irïïrvp Joule 

'A 

q.e.d. 

EINDCONCLUSIE uit de gevallen I t/m VIII; 

DE ALGEBRAÏSCHE SOM VAN ALLE HOEVEELHEDEN ARBEID die 
TIJDENS DE BEWEGING 

van een massapunt in een bepaald tijdsinterval DOOR 
DE OP HET MASSaPUNT HERKENDE KRACHTEN WORDEN VERRICHT 

IS GELIJK AAN 
DE RESULTERENDE VERANDERING VAN HET a.v.B. VAN HET 
MASSAPUNT in het beschouwde tijdsinterval. 

In formule; 
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(OPI) 

In formule: 

ZW 
door alle op het m.pt 
werkende krachten 
tijdens de beweging 

van het massapunt. 

-g-mv 
2 
EINDE 

1 2 
- -g-mv 

BEGIN 
Joule. 

De ze conclusie staat bekend als DE WET VAN LEVENDE KRACH'i' EN aB- 
BEID (of de wet van kinetische'energie en arbeid.) 

Opgave 43. 

15%, 
ittAEj 

Z* 80 Nwl. 

Z w 

Gegeven: Een massapunt van 8 kg* wordt met 
een beginsnelheid van lp m/sec. 

tegen een ruw hellend vlak (hellingshoek 
30ö) opgeworpen. Bij de beweging langs 
het vlak ondervindtjiet massapunt een 

wrijvingsweerstand P van 5 Newton, 
g = 10 m/sec . 

Gevraagd. a) Hoeveel meter legt het massa 
punt in stijgende richting 

langs het hellende vlak af? 

Oplossing: Stel, dat de snelheid v.h. mas¬ 
sapunt in B nul is. 

i 2 
, - -ö-mv-u 

einde ^ begin 

Bij de beweging van A-^B ver¬ 
richten slechts TWEE.krachten 
arbeid, n.1.: en P. 

^door ~Z = ~ = - 40AB J. 

A B 

W vt = — 5, 
door P v 

AB = - 5AB J. 

A -^■B 

ZW - 45AB J. 

1 2 
jmv. 

imv| = 

jLnyrr^ _ J_ Q ] 
2 III V \ — 2*^0-^-P 

JrL 

0 

900 J. 

(AF:) 

knv 
_2 
einde 

, 2 
g-rnv 

begin 
= - 900 J. 

Volgens de wet van Levende Kracht en Arbeid is dus: 

Dus AB = 20 meter. 

Gevraagd: b) Zal het massapunt in B stil blijven liggen of zal het 
vanuit B langs het hellende vlak naar beneden glijden? 

.antwoord: 

KRACHT P DUS 

kur a 

> 
2480 IN. 

—9~ 
De tangentiële component van Z is langs 
het vlak naar beneden gericht en 40 Newt, 
groot. 
Was het vlak glad, dan zou het massapunt 
dus zonder meer naar beneden glijden. 

Nu het_ylak ruw is, zal de wrijvings- 
kracht P het naar beneden glijden dus 
tegenwerken: ZODRA HET MASSAPUNT IN B 
TOT STILSTAND GEKOMEN IS ZAL DE WRIJVINGS 

OMKEREN EN LANGS HET VLAK NAAR BOVEN GERICHT ZIJN. 

De grootte van P is echter slechts 5 Newton: De wrijvingskracht P 
kan dus NIET IN EVENWICHT HOUDEN. 

Conclusie: Het massapunt zal vanuit B langs het hellende vlak naar 

beneden glijden. 
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Gevraagd; c) Met welke snelheid komt het massapunt in A terug? 

Oplossing; 

UW 

Bij de beweging van.B naar A 
verrichten alleen zT en P ar¬ 
beid. 

^door Z 
B —> A 

+ 40.20 = + 800 J. 

^ door P ~ 
B — 
4- 

> W 

5.20 = - 100 J. 

= + 700 J. 

Dus; -t- 700 

|VAI 

2 ,2 
rmV . - 4-mv. 

2 begin einde 

imvf. 
einde 2 

2 

= -4.8.v? Joule 

2mvbegin 

A 

0 Joule 

XtïlV^ 
einde 
2 

5V7 m/sec. 

irlïlV- 
2. 

begin 

2 
4va Joule 

4v' 

Uit de situatie in de opgave volgt, dat deze snelheid langs het 
vlak naar beneden gericht is. 

Vraag. Moet hier niet staan v, - 5V? m/sec. De snelheid is toch 
langs het vlak naar beneden gericht? 

Antw.; De wet van Levende Kracht en arbeid leert ons alleen hoe 
groot het A.v.B. in het baannunt A is; ze zegt echter niets 
OVER DE RICHTING VAN DE SNELHEID. 

Conclusie; Met behulp van de wet van Levende Kracht en Ar¬ 
beid kan men alleen DE GROOTTE VAN DE 3NELHEIDS- 

VECTOE in een bepaald baanpunt bepalen. 

Opmerking; We hadden de antwoorden op de vragen a) en c) ook kun¬ 
nen vinden door de plaatsfuncties langs de baan op te 
stellen. 
De oplossing zou dan echter veel omslachtiger geweest 
zijn; we zouden dan de (niet gevraagde) tjjdsduren moe¬ 
ten uitrekenen die het massapunt nodig heeft om van A 
naar B en van B naar A te gaan. 
Het verdient aanbeveling om bij de sommen altijd even 
na te gaan of deze niet met de wet van Levende Kracht 
en Arbeid kunnen opgeiost worden. 

Opgave 46. 

£00 Ta 

h 

/ 

/l 

tnaii-r. 

X. . / / / / 

Gegeven; Een kogel (m kg*) wordt vanuit een punt 0 
op een hoogte van h meter boven de grond 
met een beginsnelheid van 200 m/sec. onder 

een elevatiehoek van 60° opgeschoten, g = 10 m/sec2. 

a) De maximale hoogte boven 0. Gevraagd; 

Oplossing; 

Dus; 

In de top van de parabool is v = 
100 m/sec. 

-m-10Ymax = i-^dOO) 
2 rm. (200)1 

Beide leden door m delen. 
- 10: 

max 
= 5000 - 10000 = - 5000 

Y = 500 meter. 

'///////> 7- Opmerking; De massa van de kogel doet dus niets 
ter zake.' 

Gevraagd; b) Op welke hoogte bevindt 0 zich boven 
de grond als de kogel de grond treft 

met een snelheid van 210 m/sec. 

Oplossing; + m.lO.h = 9".m(210)^ - ir.m(200)^ 

10 h = i (210 + 200) (210 - 200) 

10 h =: -g-,410.10 h = 205 merer. 
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Deel III van §6; ARBEIDSVERMOGEN VAN PIAATS (a.v.P.) IN BET ZWAARTE¬ 

KRACHTVELD. 

Punt 1) Het begrip ZWAARTEKRACHTVELD. 

AI m kj9*-1 

I i ! 

! ! I I }ZJB ■; 

YYftvyfY't 

Jx_h 
■va 

_n__0_4i.J:i.;J:i ,._q. 

''aards.- ' 

Ieder lichaam op of boven de aarde 
ondervindt een verticaal naar het 
aardoppervlak toe gerichte zwaarte¬ 
kracht Sh, p , die in grootte gelijk 
is aan; 

Zp 
.P. 

mg, T.P. 
Newton. 

Men drukt dit uit door te zeggen DAT DE AARDE OMGEVEN IS DOOR EEN 
ZWAARTEKRACHTVELD. 

De term VELD is een verbastering van het Engelse woord FIELD, dat 
in dit verband RUIMTE betekent, n.1. de ruimte om de aarde waarin 
de zwaartekracht werkzaam is. 

Definitie; Onder het ZWAARTEKRACHTVELD verstaat men DE 
RUIMTE om de aarde waarbinnen de zwaarte - 
kracht p = mgrp p Newton op een massa - 

punt werkt. 

De zwaartekracht Z^ noemt men in dit verband ook we1 DE VEER¬ 
KRACHT TER PLAATSE1*^'OP HET MASSAPUNT. 

Opmerkingen; a) Voor een klein gebied in het zwaartekrachtveld mag 
men aannemen dat de veldlijnen (dit zijn de 
lijnen die de richting aangeven waarin de 
zwaartekracht werkt) ONDERLING EVENWIJDIG LO¬ 
PEN (zie bovenstaande figuur.) 

In nevenstaande figuur zijn de veldlijnen van 
het hele zwaartekrachtveld getekend in de ver¬ 
onderstelling dat de aarde een bol is die zich 
eenzaam in de ruimte bevindt; De veldlijnen 
zijn dan rechte lijnen die vanuit het oneindi¬ 
ge straalsgewijs (radiaal) naar het aardopper¬ 
vlak toelopen en het aardoppervlak dus lood¬ 
recht treffen; het zwaartekrachtveld is dan 
een z.g. RADIaAL veld. 
In de komende theorie zullen wij steeds aanne¬ 
men dat de veldlijnen van het zwaartekracht¬ 
veld onderling evenwijdige rechte lijnen zijn 
loodrecht op het aardoppervlak. 
Bovendien zullen we aannemen dat g™ p niet 
afhangt van de hoogte boven het aardoppervlak. 
In onze beschouwing heeft de veldkracht Z^ p= 

Newton voor een gegeven massapunt 
'in. ieder punt van het zwaartekrachtveld 

dezelfde grootte en richting. 
Een krachtveld waarin de veldkracht op een¬ 
zelfde lichaam in ieder punt dezelfde grootte 
en richting heeft, noemt men een HOMOGEEN 
krachtveld. 

S'p 

In de komende theorie zullen we dus steeds 
veronderstellen dat het zwaartekrachtveld een 
HOMOGEEN veld is^ 
Deze theorie kan echter gemakkelijk uitgebouwd 
worden voor een radiaal krachtveld. 
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b) We zullen in de natuurkunde nog andere krachtvel¬ 

den leren kennen b.v. het magnetisch veld van een 
staafmagneet, het electrisch veld van een geladen 
condensator, het krachtveld om een molecuul (ga, 
blijf, komi) enz. 
In het algemeen behoeven de veldlijnen van een 
krachtveld niet recht te zijn! 

Punt 2) Probleem. 

'ij v 

.< 

A ! m t < è 
i 

k 

<V t ' 
^ ! 
i_ik!. 

* 

r ; 

/ V 

''///// / // // // / / 

Gegevens Een massapunt (m kg'*) bevindt zich in 
A op een hoogte van hp meter boven de 
grond en wordt in A vastgehouden. 

Gevr. a) Hoeveel arbeid hebben wij OP DE ZWaAR 
THKRACHT moeten verrichten om het mas~ 
sapunt vanaf de grond naar he~t punt A 
te brengen? 

Oplos sings ,;7 = - mgm p .h. Joule 

l,door Z * * 
grondwA 

Wij hebben dus bij dit transport OP de 
zwaartekracht de POSITIEVE ARBEID moe¬ 
ten verrichten van + mg^ p . h^ Joule. 

Gevraagds b) Dóet het hierbij iets ter zake langs welke weg we het 
massapunt vanaf de grond naar A toe gebracht hebben? 

Antwoord; 
Bij het transport van het massapunt vanaf de 
aarde naar het punt A is de goniometrische 
projectie van de resulterende verplaatsings- 
vector op de werkrichting van de zwaarte¬ 
kracht ongeacht de gevolgde baan gelijk aan 
- hg meter. 
Bij dit transport verricht de constant ge¬ 
dachte zwaartekracht HL p dus steeds de 
negatieve arbeid -mggrE^.v'ii, Joule en moeten 
wij steeds OP de .-.-.-----.*.—.zwaartekracht 
de positieve arbeid van + mg^ p .h Joule 
verrichten. * * 

Conclusie; Met betrekking tot de hoeveelheid arbeid 
die wij OP DE ZWAARTEKRACHT moeten verrich¬ 
ten om het massapunt vanaf de aarde naar 
het punt A te brengen DOET DE GEVOLGDE WEG 
DUS NIETS TER ZAKE. 

Opmerking. Het volgende leerjaar, als het 
integreren in de wiskunde be¬ 

handeld is, zullen we inzien dat deze stel¬ 
ling ook geldig is in het radiale zwaarte¬ 
krachtveld. 

Gevraagd; c) Wat zal er gebeuren als het massapunt in A wordt los¬ 
gelaten? 

Antwoord; Dan zal het massapunt vrij vallen en dus o.i.v. de 
zwaartekracht HL p een eenparig versnelde rechtlijni¬ 
ge beweging zonè-êr*beginsnelheid gaan uitvoeren langs 
de veldlijn door A. 

Gevraagd; d) Bereken het a.v.B. waarmee het massapunt op de grond 
aankomt. 

Oplossing; 

A 

Volgens de V/et van Levende Kracht en Arbeid is: 

s 

W i _ J_w„2 . pl_2 

^2 = 1*3 
T,R 

< r, - Amv^ - 4mv.. Joule 
door Z ^ G d A 
A —~~>G 

Dus; -i 1 2 ^ t i 

+ “Bt.P.-K = ïmvgrond " 0 Joule 

Dus; 4-mv' 
2 
grond 

mgT p .h^ Joule. | 
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Gevraagds e) In nevenstaande figuur is aB een cirkelvormige volko¬ 
men gladde goot. Men laat het massapunt (m kg^) in A 

los, zodat het van A tot B de goot volgt, 
in B de goot verlaat en dan via een kogel¬ 
baan de grond in G bereikt. 

Met welk a,v,B, komt het massapunt nu in 
* G aan? 

///////. 4/ 
Oplossings Bij deze beweging van het massa¬ 

punt verricht alleen de zwaarte¬ 
kracht arbeid. 

Volgens de wet van Levende Kracht en Arbeid is; 

hoor Z = 
A-~>B -e»G 

2 amvA 

Dus; ■+ m.i 
.P, 

, i 2 .hA = imvG 

Joule 

0 Joule 

Dus s 
{mv 

2 
grond msT.P.*hA Joule 

Conclusies MITS DE ZWAARTEKRACHT DE MIGS KRACHT IS 
DIE BIJ "DE VAL" VAN HET MASSAPUNT ARBEID 
VERRICHT, doet de VORM van de gevolgde weg 
van A naar de aarde niets ter zakes Het 
massapunt treft de grond dan altijd met het 
A.v.B. van m.g^ p ,hA Joule. 

NB. Gevraagds f) HAD HET MASSAPUNT, TOM HET NOG IN HET PUNT A VAN HET 
ZWAARTEKRACHTVELD VaSTGEHOUDEN WERD, ARBEIDSVERMOGEN? 

% 

. i 
£ ! 
< I 
s. , 

Dit is de kwestie waar het ons in het onderhavige 
deel III van § 6 eigenlijk om gaatl 

Antwoord; Een massapunt in rust is niet in staat om 
een op dit massapunt werkende kracht te dwin 

gen haar aangrijpingspunt tegen haar werkrichting in 
te verplaatsen. Men zou dus geneigd zijn om te denken 
dat het massapunt dat in A vastgehouden wordt, geen 
arbeidsvermogen heeft. 
Die mening zou de situatie waarin het massapunt in A 
verkeert echter niet juist weergeven; 
DAAR A n.1. EEN PUNT VaN HET ZWAARTEKRACHTVELD IS ZAL 
HET MASSAPUNT, ZODRA HET IN A WORDT LOSGELATEN, onder 
invloed van de veldkracht gaan bewegen en als gevolg 
van de arbeidsverrichting door de veldkracht A.v.B. 
GAAN KRIJGEN. 
Het gaat ons nu om dit GAAN KRIJGEN van A.v.B.; Het 
zwaartekrachtveld heeft a.h.w. een heel bepaalde hoe¬ 
veelheid A.v.B. voor het zich in A bevindend massapunt 
"IN PETTO". 
ALS HET MASSAPUNT OP DE GROND AANKOMT HEEFT HET Ei 
TOTAAL VAN HET ZHaARTEKRaC HT VELD EEN ARBEIDSVERMOGEN 
VAN BEWEGING GEKREGEN VaN mgT p .hA Joule. 

IN HET PUNT A VaN HET ZWAARTEKRACHTVELD HEEFT HST MAS-*- 
SAPUNT DUS DE POTENTIE (= vermogen of aanleg) OM VAN 
DIT ZWAARTEKRACHTVELD EEN A.v.B. TE KRIJGEN VAN 

p hA Joule. 

CONCLUSIE; TOEN HET MASSAPUNT NOG IN HET PUNT A VAN HST 
ZWAaRTEKRACHTVELD WERD VASTGEHOUDEN HAD HET 
GEEN WERKZaAM ARBEIDSVERMOGEN, MAAR WEL EEN 
ARBEIDSVERMOGEJ-IN-aaNLEG VaN mgT p ,hA Joule. 
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Het begrip ARBEIDSVMMOGEN-IN-AANLEG is voor ons geheel nieuw. Men 
noemt dit arbeidsvermogen POTENTIËLE ENERGIE of ARBEIDSVERMOGEN van 
PLAATS. 
Deze termen betekenen liet zelfde, maar ze brengen ieder iets anders 
nadrukkelijk onder de aandacht; 

De term POTENTIËLE ENERGIE legt de nadruk op het feit, dat 
“HET IN STAAT ZIJN OM MERKELIJK ARBEID TE VERRICHTEN“ NOG 
SLECHTS IN POTENTIE (= IN ,-lANLEG) AANWEZIG IS, EN DAT ER 
NOG EERST IETS ANDERS MOET GEBEUREN üLVORENS DIT ARBEIDS- 
VERMOGEN ZICH KaN MANIFESTEREN. Het massapunt op de hoogte 
van h meter boven de grond, heeft de POTENTIËLE ENERGIE van 
mgm p h Joule, maar het moet nog eerst op de aarde vallen 
alvörèns het in de toestand komt waarin het werkelijk 
mg,p p h Joule arbeid kan verrichten. 

-> De term ARBEIDSVERMQGEN VAN PLAATS legt de nadruk op het 
feit, dat het massapunt dit arbeidsvermogen-in-aanleg te 
danken heeft aAN De PLAATS die het IN EEN KRACHTVELD in¬ 
neemt. 
Het massapunt op de hoogte van h meter boven de grond heeft 
een A.v.P. van mgm p h Joule doordat het zich IN HET ZïïAAR 
TEKRACHTVELD op de'nóogte van h meter boven de grond be¬ 
vindt en dus van het zwaartekrachtveld een A.v.B. kan krij¬ 
gen van mgrp p h Joule. 

CONCLUSIE; DANK ZIJ HET BESTAAN VAN HET (homogene) ZWAARTE. 
KRACHTVELD HEEFT EEN' MASSAPUNT VAN m kg OP EEN 
HOOGTE VAN h meter BOVEN DE GROND 

EEN POTENTIËLE ENERGIE OF ARBEIDS¬ 
VERMOGEN VAN PLAATS 

VAN 
m.gT p h Joule 

Punt 3) De definitie van het a.v.P, of de Potentiële energie van een massa¬ 
punt in het zwaart ekrachtveld. 

Definitie; Onder het A.v.P. of de POTENTIËLE ENERGIE van 
een massapunt in het zwaartekrachtveld ver¬ 
staat men de hoeveelheid arbeid die door de 
zwaartekracht verricht wordt als het massapunt 
vanaf zijn plaats in het veld naar het aard¬ 
oppervlak beweegt. 
De grootte van dit A.v.P. is mgT p h Joule. 

Daar deze hoeveelheid arbeid altijd gelijk is aan de hoeveelheid 
arbeid die WIJ OP de zwaartekracht moeten verrichten om het massa¬ 
punt vanaf het aardoppervlak naar die plaats in het zwaartekracht¬ 
veld te brengen, kunnen v>re het A.v.P. ook aldus definiëren; 

Definitie; Onder het A.v.P. of de POTENTIËLE ENERGIE van 
een massapunt in het zwaartekc acht'veld ver - 
staat men de hoeveelheid arbeid die 'WIJ OP de 
zwaartekracht moeten verrichten om het massa¬ 
punt vanaf het aardoppervlak naar deze plaats 
in het zwaartekrachtveld te brengen. 

Opmerking. 
Zie blz. 203 
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Opmerking ; 
Beweegt een massapunt in het zwaartekracht¬ 

veld van A—**B dan is 

Wdoor ?= + m-a-T.P.(11A ~ V Joule' 
A- 

= mgTsP<hA - mgT>p>dB Joule 

hangt dus NIET af van de VORM van de 

g°Qr -R v/eg die het massapunt gevolgd heeft 

om van A in B te komen. 

Benaming; Een krachtveld waarin de arbeid, die de veld- 
kracht verricht als deze haar aangrijpingspunt 
van een veldpunt A naar een veldpunt B ver¬ 
plaatst, NIET afhangt van de vorm van de baan 
A—-B, noemt men EEN CONSERVATIEF KRACHTVELD. 

Het (homogene) zwaartekrachtveld is dus een CONSERVATÏEF 
krachtveld. Dit geldt ook voor een radiaal zwaarteler acht 
veld. 

Deel IV van § 6. DE WET VAN BEHOUD VAN MECHANISCHE ENERGIE IN HET ZWAAR¬ 

TEKRACHTVELD . 

Punt 1) De kogelbaan o,i.v. de zv/aartekracht ALLEEN. 

Gegevens Een kogel (m kg*-) v/ordt van 
uit een punt 0 op een hoog¬ 

te van h meter boven de grond met 
een beginsnelheid vu m/sec. opgescho¬ 
ten onder een elevariehoek <A . Op de 
kogel werkt geen andere kracht dan de 

zwaartekracht. 
A en B (zie fig.) zijn tv/ee willekeu¬ 
rige punten van de kogelbaan. 

Gevraagds a) Pas de wet van Levende 
KRACHT en Arbeid toe op 

de bev/eging voor het tijdsinterval 
dat de kogel van A -»B gaat. 

Oplossing; Bij de beweging van de kogel van A —s»B verplaatst de 
zwaarte kracht haar aangrijpingspunt (h^ - hg) meter 

in haar werkrichting en verricht daarbij dus de arbeid 

Wdoor Z>= + ril*sT.P. * (hA ~ hB^ Joule' 

A —s-B 
—5»* 

Daar Z de enige kracht is die bij deze beweging arbeid verricht, 
volgt; p P 

+ mST.p.(hA " " ^mvB “ ^mvA Joule @ 

Gevraagd; b) Wat volgt uit deze vergelijking? 

Antwoord; Uit deze vergelijking volgt; 

2 2 
4 msT.P.hA " ^T.P.^B = “ ^mVft Joule' 

Dus: 

h. 
+ mgT.P/(A * 2 

Dus; 

1 2 , 1 2 
mv A = + mgT.P.nB + 

B 2 A 

h-r, -f 4-m.v^ J. 

(A.v.P.)in A 4 (A.v.B.). 
in B 

(A.v.P.)in B + (A.v.B.). 
in B 
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Benaming; De som (A.v.P.) + (A.v.B.) van een massa- 
punt op een bepaald ogenblik noemt men DE 
MECHANISCHE ENERGIE van dit massapunt op 
dit ogenblik. 

Vergelijking zegt dus; 

De mechanische ener¬ 
gie van de kogel in 
het willekeurige 
baanpunt A. 

De mechanische ener¬ 
gie van de kogel In 
het willekeurige 
baanpunt B. 

Conclusie; 
Bij een kogelbaan o.i.v. DE ZWAARTE¬ 

KRACHT ALLEEN blijft DE MECHANISCHE 
ENERGIE van de kogel 

CONSTANT. 

Punt 2) Bewegingen van een massaount in het zwaartekrachtveld DAARBIJ DE 
zwaartekracht de enige kracht is die arbeid verricht. 

X en Y zijn twee willekeurige punten 

Bewering; (A.v.P.) + A.v.B.)^ y 

Nevenstaande figuur wil het 
geval voorstellen waarin een 
massapunt een willekeurige 
baan beschrijft in het zwaarte 
krachtveld WAARBIJ DE ZWAARTE 
KRACHT DE ENIGE KRACHT IS DIE 
ARBEID VERRICHT. 

Van A~^B glijdt het massapunt 
langs een VOLKOMEN GLAD hel¬ 
lend vlak; in B komt het te¬ 
recht in een volkomen gladde 
cirkelvormige goot BC; in C 
verlaat het massapunt deze 
goot en bereikt via een kogel¬ 
baan in G de grond, 
van de baan ABCG. 

= (A.v.P. + A.v.B.). m 

Bewijs; We passen de wet van Levende Kracht en Arbeid toe voor de 
beweging van X —>C —> Y. 
Bij deze beweging verplaatst de zwaartekracht haar aangrij¬ 
pingspunt over het stuk (hy - hy) meter in haar werkrich- 
ting, en verricht daarbij Adus ae arbeid; 

Wdoor Z = + 1IST.P.-L " V Joule 
X->C -^Y 

Daar de zwaartekracht de enige kracht is die bij deze bewe¬ 
ging arbeid verricht, volgt; 

2 2 
+ “ hY^ = ~ ~^mVX Joule 

dus 
“St.pDï - 

1 2 
Tmvv - j-mv. 

2. 

X Joule 

Dus; 

Dus 

2 2 
m • S * rp p Ly 4 “2"lIlVy = m{. g . Ijl p hy + 2-mVy 

(A.v.P.' t A.v.B.)in y = (A.v.P. 4 A.v.B.)in Y 

q.e.d. 

Met nadruk wijzen we er op, dat dit bewijs (en dus ook de 
bewering) alleen geldig is in de uitdrukkelijke veronder¬ 
stelling DAT DE ZWAARTEKRACHT DE ENIGE KRACHT IS DIE 
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BIJ HE BESCHOUWDE BECEGING aRBEID VERRICHT; de concrete 
vorm van de baan speelt in het bewijs geen rol. 
In het geval dat tu < lw verricht de zwaartekracht bij de 
beweging van X-^Y " 1 de negatieve arbeid. 

- p#(ky " ky) Joule 

We komen dan tot hetzelfde eindresultaat. 

EINDCONCLUSIE2 MITS DE ZWAaRTEKRACHT DE ENIGE KRACHT IS DIE 
ARBEID VERRICHT, BLUET BIJ IEDERE BEWEGING 
VAN EEN MASSAPUNT IN HET ZWAARTEKRACHTVELD DE 

MECHANISCHE ENERGIE 
VaN HET MASSAPUNT 

CONSTANT. 

Deze conclusie staat bekend als DE WET VAN BEHOUD VAN MECHANISCHE 
ENERGIE 

Punt 5) Getallenvoorbeeld. 

Gegevens In de fig. op blz. 204 is hA = 1,4 meter; tu = 0,6 meter. 

gT.P. = 10 m/sec2- 

Gevr.; De grootte van v^ 

Oplossing; (A-Y-P. + A.v.B.)iQ 

Dus; m.10.1,4 + O 

Dusi 14 m 

8 m 

= (A.v.P. + A.v.B.). 
in C 

m. 10.0,6 

6 m 
1_2 

1 2 Tmvc 

1 2 ymv^ 

THIVq 

Beide leden door m delen; de grootte van m doet niets 

16 

4 m/sec, 

VC raakt in het punt C aan de goot. 

Uit dit voorbeeld zien we, dat deze wet ons wel eens 
'*goede diensten'1 kan bewijzen. 

ver zane. 
v, C 

IV C1 

Punt 4) Opmerkingen; 

a) Met behulp van de hogere wiskunde is het gemakkelijk 
te bewijzen dat de wet van behoud van mechanische ener 
gie ook geldig is in het radiale zwaartekrachtveld. 

b) Met nadruk wijzen we er nogmaals op dat de wet van be¬ 
houd van mechanische energie alleen geldig is als de 
zwaartekracht de ENIGE kracht is die bij de beweging 
van het massapunt arbeid verricht. 

We zullen dit toelichten aan de hand van het in punt 
2) getekende geval waarbij we dan aannemen dat het 
hellende vlak AB ruw is, zodat de wrijvingsweerstand 
ook arbeid verricht. 

Gegeven; In fig. punt 2) is h, = 1,4 meter; tu = 0,6 m. 
AB = 1,0 meter; 
m = 20 kg*; het massapunt ondervindt bij <le 
beweging langs AB een wrijvingsweerstand P 
van 120 Newton. Sgi p =10 m/sec2. 

Gevr.; jv^j 

Oplossing; 



Oplossing; We passen de wet van Levende Kracht en Arbeid 
toe op de beweging van het massapunt van A—^C. 

KW ylïlV 
2 
einde - -jhftv 

2 
begin 

Bij de beweging van A —?■ C ver¬ 
richten Z en T? arbeid. 

Wdoor ZT +20.10.(1,4-0,6)=+160 J. 

A —3» C 

W, 4=. 
door r 
a —B 

-120.1 -120 J. 

-g-mv 
2 
einde 

4-. 20. v; 
C 

4mv d 
Begin 2 • 20. v 

10 Vq Joule 

0 Joule 

E W 
a-B^C 

Dus ï 

«+ 40 J. v 
2 
einde 

rmv 
begin' 

= io v Joule 

+ 40 = IOvq 

^ m / 
|Vq| =2 / sec. 

Welnu; 

(a.v.P. + A.v.B.) in A : + 20.10.1,4 = 280 Joule j 
(A.v.P. + a.v.B.) in C = + 20.10.0,6 + y.20.4 = } 

= 120 + 40 = 160 Joule. 

Het massapunt verliest dus bij de beweging van A—120 J. 
aan mechanische energie. Deze energie heeft het massapunt 
nodig gehad om arbeid op de wrijvingskracht te verrichten. 
Deze verloren mechanische energie vinden we terug in de 
vorm van wrijvings'WAEMTE. 

Samenvatting van § 6. 

2 
Deel I, A.v.B. = {mv Joule. 

Deel II. De wet van Levende Kracht en Arbeid. 

IW = (-g-mv^) _ (-tmv^) Joule, 

door alle op EINDE BEGIN 
het massapunt 
werkende krach¬ 
ten tijdens de 
besch. bev/eging 

Deel III. A.v.P, in het zwaartekrachtveld = mg^ p .h Joule. 

Deel IV. Mits de zwaartekracht de enige kracht is die arbeid 
verricht, geldt in het zwaartekrachtveld de wet van 
behoud van mechanische energie. 

Henric van Veldeke College. 

Maastricht. 
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5 7. IMPULS W HOEVEELHEID BEWEGING. 

Deel I van § 7: De begrippen IivtPULS VAN EEN KRACHT IN EEN TIJDS¬ 
DUUR en DE HOEVEELHEID BEDELING VAN 
EEN MaSüaPUNT. 

Punt 1) Een massapunt onder invloed van ESN ENKELE CONSTANTE KRACHT. 

Gegevens Een massapunt met massa m kg* beweegt ergens 
in de ruimte ONDER INVLOED VAN ÉÉN ENKELE 

-Eo KRACHT F DIE CONSTANT IS IN GROOTTE EN RICH 

J TING. 
Ten tijde t = O bevindt het massapunt zich in het punt O van die 
ruimte en heeft dan de snelheid vQ Msec. 
Met betrekking tot de kracht F zijn er DRIE GEVALLEN mogelijks 

Geval I) De richting van F VALT SAMEN met de richting van v0. 

Geval II) De richting van F 13 TEGENGESTELD MN de richting van Vq. 
p*1** 

G'eval III) De richting van F maakt een hoek £ met de richting vanv0. 

Gevraagds Bepaal in elk yan deze gevallen de grootte en richting 
van de vector v. 
rige tijdstippen ̂2 

- v, waarin t-^ en ^2 twee willekeu- 
-Izijn die volgen op t = 0: 12 R t . 

Oplossing voor Geval I. 

m kg* V0f%ec. 
.......-5--—-$5*--- 
O P l'ie.wt. 

Omdat de richting van F samenvalt met 
de richting van Vq, voert het massa¬ 
punt een eenparig versnelde rechtlijni- 
ge beweging uit jiet versnelling 

—^ F m / ? 
a = - /sec . 

Nemen we O tot oorsprong van het coördinatenstelsel en de richting 
van Vq als de positieve richting van het coördinatenstelsel langs 
de baan, dan wordt de snelheidsfunctie van het massapunt gegeven 
door de vergelijking; 

v, = v + — t /sec. 
t om 

Er werd gevraagd naar de verschil-vector v 

ytl 
12 

- v. 
ll’ 

dus naar de 
vector van de 
snelheidsver- 

HET BEV/EGINGSVLAK injiet tijdsinterval van t^ andering T.O.V. 
sec., dus naar de vector die 
vector vtp te krijgen. 
Welnus OMDAT DE BMN RECHT IS, 

bepaald worden. We vinden; 

N. 

we bij vtp moeten optellen om 

kan dit vectorverschil ALGEBRAÏSCH 

1°) DE GROOTTE van de verschilvector v-^ 

*R 
V. = V + — t0 

^2 o m 2 
m 
/ sec. 

—** 

vpn is gelijk aan 

!vt2 ~ vtil m/sec, 

v. 
n . m / 

= v^ + — tn /sec.. 
o m 1 

J1 

" vt, 
F 
m (t2 - V A sec. 

DE GROOTTE van de verschilvector v-fcp - v-^-, is dus 

m ^2 “ ^l' sec ° 

2°) DE RICHTING van vtg - wordt bepaald door het TEKEN van het 

algebraisch verschil v^ - vtp* 

Is dit teken -f , dan wijst de verschilvector in + richting. 
Is dit teken - , dan wijst de verschilvector in - richting. 

Omdat E + is en t2 >tp, is het teken van vtp - vtp dus altijdn- 

| I® VERSCHILVEQTQR v'tp - v"tp heeft dus dezelfde richting ais de 
i krachtvector E) 
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CONCLUSIE VOOR GEVAL I. 

-Ss* 

vt 
- V. 

F 
= £ (to - t-,) m/sec. 

2 t 
1 

m '2 

F 
Hierin is — (tg - t-^) een vector waarvan de grootte 

Fl 
gelijk is aan — (tg - t^) /sec. en de richting sa¬ 

menvalt met de richting van de kracht F. 

m 
Deze vector heeft inderdaad de dimensie /sec, immersi 

F ,, , J _ kg^.m/sec2 _ ra , 
m (tg t^)i - kg^ *sec. — /sec. 

Deze vector is dus een snelheidsvector, n.1. de vector van de snel- 
heidsverandering in het tijdsinterval van tp-^-tp sec. 

Oplossing voor Geval II; 

mkg* -tf. m/ i /S 

Vt, 
-■>- - 

De richting van F is tegengesteld aan 

die van v0. 
ïïit massapunt voert nu een eenparig 
vertraagde rechtlijnige beweging uit 

met vertraging a = m/sec2. 

Nemen we weer 0 tot oorsprong van het 
coördinatenstelsel langs de baan en de richting van "v0 tot de posi¬ 
tieve richting, dan wordt de snelheidsfunctie van het massapunt 
gegeven door de vergelijking; 

v- = vo - 'I' * Fsec. 't 

Er werd gevraagd naar de verschilvector vtg - vp-, /sec. 
De baan van het massapunt is nu EEN HALVE TIECHTe. De gevraagde 
verschilvector kan nu dus ook ALGEBRAÏSCH bepaald worden. 
\7e vinden; 

1°) DE GROOTTE van de verschilvector vtg - vp-, is gelijk aan 
|vtP - vt-, | 11/sec. 

v. 

*2 V° 

1FI , m / 
m t2 ^s^c* 

Jl' 

v 
t 

= V 
1 

iFI , 
m ^1 

m 
/ sec. 

v. 
IFI 

2 - \ = -i (t2 - V m/seC- t 

DE GROOTTE van de verschilvector vp2 ~ vtp ts dus 
| Tp j vn 

gelijk aan - (t2 - t-^ 7sec. 

2 ) DE RICHTING van de verschilvector vp2 - ~vti wordt bepaald door 
het teken van het algebraische verschil vp2 - vt]g 

Is dit + , dan wijst de verschilvector in de + richting; 
is dit - , dan wijst de verschilvector in de - richting. 

Omdat tg tp is het teken van - —11 (tg - tp) altijd - . 

DE VERSCHILVECTOR vp0 - vtp heeft dus dezelfde richting als de 
krachtvector ]/, ^ 

CONCLUSIE VOOR GEV. ii-aJ 

vt 2 

II. 
F 

ytl = 5 
(tg - tp) m/sec 



209. 

■> Oplossing; voor Geval III, 
De richting; van de kracht F maakt een 

{_ 6 met de richting; van Äf0; 
6 £ O, en"? 1800. 
De baan van het massapunt is nu een 
in het vlak door -v0 ©n F gelegen pa¬ 
rabool, die in O raakt aan de vector 
v0 en waarvan de symmetrie.-as // loopt 
aan- en gelijk gericht is met de 
krachtvector F. 
In nevenstaande figuur is deze para¬ 
bool getekend. 

De assen van het coördinatenstelsel 
zijn zö gekozen, dat de kracht F in 
de NEGATIEVE Y- RICHTING wijst. 

Er werd gevraagd naar de verschil¬ 

vector; vf^ - v-j^ 

Het bijzondere van de vectoren vj^ en v^-, g.s, dat hun X-componenten 
dezelfde grootte en richting hebben als1- v^. 

Ontbinden we de vectoren vX erL in hun X- en Y- componenten, 
dan volgt; _ ± 

\ - \ = k+ hg - (h + hg - h - hx m/sec- 
Dus ; 

—.j», 

v 
t. 
2 

-*■ "’y m / V, = vg - vv /sec, 
^ ~| 

In woorden; Do verschilvector v^_ - v^ is in grootte en richting 

gelijk AAN DE VERSCHrLVECTèR VAN DE Y-COMPONENTEN van 
de vectoren, v|p en Ttdus gelijk aan de verschilvec¬ 

tor v^ - v 
2 1 

Welnu; De grootte en richting van de verschilvector v7 - vZ kan 
ALGEBRAÏSCH bepaald worden. T'2 1 
We vinden; 

1°) DE GROOTTE van de verschilvector v^, - v^ is gelijk 

aan jv^ - vZ-J. 

De snelheidsfunctie in de Y-richting wordt gegeven door 

de vergelijking; vZ = v^ - 1 t m/sec. 

Dus h2 = h - 's h "/«ec. 
h^h-sb ”Vsec 

X - h = -1 k - V ra/^- 
C. X _^ 

DE GROOTTE VAN DE VERSCHILVECTOR vj - vj is dus ge- 

lijk aan; '^(t^ - t^) m/sec. 

DE GROOTTE VAN DE GEVRAAGDE VERSCHILVECTOR vl - vl 
k k 

IS DUS OOK GELIJK AAN !- (t0 - k ) m/sec. 
m 2 ' 

2°) DE RICHTING van de verschilvector vZ - vZ wordt be¬ 
paald door HET ALGEBRAISCHE TEKEN 2 1 

van het verschil vZP - v?-^ is dit teken 

+ , dan is deze verschilvector gericht volgens de + y-as; 

- , dan is deze verschilvector gericht volgens de - y-as; 
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Daar t2> is -(t? -■ t^ altijd NEGATIEF. 

DE VLRS CHILVECTOR v?0 
ALS DE KRACHT T. 

v HEEFT DUS DEZELFDE RICHTING 

DE GEVRAAGDE VERSCHILVECTOR vt?_r vtl HEEFT DUS OOK DE- 
ZELFDE RICHTING ALS DE KRACHT “ F' 

CONCLUSIE VOOR GEVAL III. 

— >■ F f, , n m / 
Tt„ - % = 5 (t2 - V /sec- 

Samenvatting van punt I). 

In liet bovenstaande punt 1) hebben we de drie mogelijke ge¬ 
vallen beschouwd waarin een massapunt beweegt o.i.v. EEN EN¬ 
KELE KRACHT DIE CONSTANT BLIJFT IN GROOTTE EN RICHTING. 

(Met nadruk wijzen we er op, dat er slechts EEN ENKELE,kracht 
mag KERKEN % in de beschouwde gevallen is er dus maar EEN 
kracht die WERKT en ook maar EEN KRACHT die arbeid verricht. 
Deze arbeidsverrichting speelt in het onderhavige onderwerp 
echter geen rol). 

In elk van deze gevallen vroegen we naar het vectorverschil 

K - \ 
voor een willekeurig tijdsinterval van tg—3-tg sec.; dus 
t2 > tg. 
Welnu, in elk van deze gevallen vonden v/e voor dit vectorver¬ 

schil DEZELFDE VERGELIJKING n.l.s 

—> —S- F f . r \ ül V 
v, - v, = — (t0 - t-, ) /sec. 
t0 tn m ^ 2 ly 

/ / 

Onder de gestelde voorwaarde dat er slechts EEN kracht op het 
massapunt werkt die constant blijft in grootte en richting, 
is de snelheidsverandering t.o.v. het bewegingsvlak in het 
tijdsinterval van tg—-3-tg sec. dus altijd een vector dies 

1°) in grootte gelijk is aan ^ (tg - t^) ul/sec., en 

2°) in richting samenvalt met de richting van F. 

EINDCONCLUSIEó 

BEWEEGT EEN MASSAPUNT VAN m kg*O.I.V. EEN ENKELE 
KRACHT F DIE CONSTANT BLIJFT IN GROOTTE EN RICH¬ 
TING, DaN IS DE RESULTERENDE SNELHEIDSVERANDERING 
t.o.v. HET BEWEGINGSVLAK IN HET TIJDSINTERVAL VAN 

GELIJK AANs 

>* TJ yy-| 

T, - v, = — (t0 - t-, ) /sec. 
u u -1 lil cL J_ 

Punt 2) Twee nieuwe begrippen. 

Vermenigvuldigen we beide leden van bovenstaande vergelijking met 
m, dus met de massa van het massapunt, dan volgt! 

© 
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Deze vergelijking is voor ons aanleiding om TWEE NIEUWE BEGRIPPEN 
in te voeren; 

1°) DE HOEVEELHEID BEWEGING Vaïï SM MASSAPUNT. 

Definitie; Onder DE HOEVEELHEID BEWEGING van een massapunt 
met massa m kg^ en snelheid v m/sec. verstaat 
men 

DE VECTOR DIE 

IN GROOTTE gelijk is aan het PRODUCT . m.v 

IN RICHTING samenvalt met de richting van vee- 
tor v. 

Dus; 

I De HOEVEELHEID BEWEGING 
! van een massapunt met 
i massa m kg* en snelheid 
Vm/sec. 

- 
m v 

kg^ m 
sec 

De dimensie van deze vector is inderdaad 
kg*m 
sec 

immers°. 

|m.vj = kg * 
m 
sec 

kg*m 
sec 

I 

11°) DE IMPULS VAN EEN CONSTANTE KRACHT IN Effl TIJDSINTERVAL. 

Definitie; Onder DE IMPULS VAN EEN CONSTANTE KRACHT E IN 
EEN TIJDSINTERVAL zit sec., verstaat men 

DE VECTOR DIE 

IN GROOTTE gelijk is aan het PRODUCT F.Lt 
' o ©O 

IN RICHTING samepivalt met de richting van vec¬ 
tor if. 

Dus; 

De IMPULS van de constante 
kracht E in het tijdsinter 
val At sec. 

- F7~At 
kg* m 
sec 

De dimensie van deze vector is inderdaad 
kg*m 

sec 
immers: 

! P. A t i 
_ kg*m 

sec2 
sec. 

kg*m 
sec 

In het linker lid van vergelijking (T) staat dus DE RESULTERENDE 
VERANDERING VAN DE HOEVEELHEID BEWEGING VAN HET MASSAPUNT IN HET 
TIJDSINTERVAL VAN t] —-3-tp sec; in het rechter lid staat DE IMPULS 
Van DE CONSTANTE KRACHT F IN (DE DUUR VAN) HET TIJDSINTERVAL 
ti~=^to sec. 
Meestal verwisselt men de leden van deze vergelijking; er komt dan 

E (t2 V = mv, 
^1 

kg*m 
se c 

] 
i I 
I 

Met nadruk wijzen we er nogmaals op, dat deze vergelijking alleen 
geldig is in de uitdrukkelijke veronderstelling, dat 

O —-•s*' 

1 ) F de ENIGE kracht is die op het massapunt WERKT, en 

2°) F constant is in richting en grootte. 
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Natuurlijk is deze vergelijking ook geldig als F de^resuitante is 
van enige op het massapunt werkende krachten, MITS F dan maar con¬ 
stant is in grootte en richting. 

N 3. 

NB. 

CONCLUSIE: Beweegt een massapunt o.i.v. EEN ENKELE kracht 
die constant blijft in grootte en richting,dan 
is 

De IMPULS 
VAL 

VAN DIE KRACHT 

gelijk aan 

IN EEN TIJDSINTER- 

DE RESULTERENDE VERANDERING VAN DE HOEVEEL¬ 
HEID BEWEGING VaN HET MASSAPUNT IN DIT 
TIJDSINTERVAL. 

Punt 3) We beschouwen nu het geval dat een massapunt m kg* beweegt onder 
invloed van EEN ENKELE KRaCHT ‘DIE NIET CONSTANT IS IN GROOTTE ei/0f 
RICHTING. 

Geval I. Gegeven: Een massapunt m kg* beweegt o.i.v. EEN ENKELE 
kracht DIE MET SPRONGEN VERaNDERT VAN GROOTTE 
eiyof RICHTING: 

van t-^-^-t2 wordt de krachtvect. geg. door Fp^; 

van ^2~>'j " ” '' Pup» 
van t^-^t4 ;i :ï :i fty 

Gevr.: De somvector van de impulsvectoren van de kracht 
]f in het tijdsinterval van tp—=>-t4. 

Oplossing: We passen formule (?) toe voor de achtereenvol¬ 
gende tijdsintervallen t-p-^-tp, tp-^t^. en t^-^-t^s. 

1 ' u2’ 2 p 

^ , -T-, /, .n —^ —► ke m 
D-jW = mvt2 - m'rt1 tèr 

t0-^t-p: F, (t7-t,0 = mv, 
2 3 t2v 3 t^ 

mv, kg*m 
^2 sec 

V’V hJW = - “L, 
^ 3 43 

EF .At = mv, - mv, 
ged.At ^4 '1 

kg*m 
sec 

4 

Het linker lid van deze vergelijking is nu 
DE SOMVECTOR van de vectoren F, (t? - £7), 

Ct7..- en F+. Tt?.- 
3 2' 

V 4 
3' 

Zl-At 

Nr 
ft. 2 

\o? \ 

45 
Ai' 

! / 

/ 

\!l 
HCts-tp 

In nevenstaande figuur is deze 
somvector geconstrueerd; dit is 
de vector IF Lht. 

De ze somvector van ALLE impulsvec- 
toren van de kracht ]4 in het tijds 
interval van ti-.^-tm, zullen we 
DE RESULTERENDE IMPULS VAN DE 
KRACHT ~È IN HET TIJDSINTERVAL VAN 
tp—^t/|. noemen. 

! Vergelijking (3) zegt dus, dat 
j DE RESULTERENDE IMPULS 
!jvan de kracht ïf in het tijdsin¬ 

terval tp-.2>tzi. sec. gelijk is aan: 

DE RESULTERENDE VERANDERING VAN DE HOEVEELHEID 
BEWEGING VAN HET MASSAPUNT IN DIT TIJDSINTERVAL. 

Opmerking: 
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Opmerking; Als we de vector I. Fht werkelijk moe¬ 

ten berekenen, doen we dit volgens de 

methode die op blz. 128 en 129 uiteen 
gezet is; We ontbinden de impulsvecto¬ 
ren in hun X- en Y- componenten. 

Dan is EFht = (LF^At) -f- (YFyAt) 

Geval II. Gegeven; Een massapunt m kg^ beweegt o.i.v. EEN ENKELE 
kracht iVtA 'die EN IN GROOTTE EN IN RICHTING EEN 
FUNCTIE IS VEIT DE TIJD. 

—£*- 
Gevr. °. De resulterende impuls van de kracht in het 

tijdsinterval van t = p tot t = q sec. (q>p) 

Oplossing; _t, t*_tx tiidsos_ 
imiZZ... 

beschouwde tijdsinterval. 

We verdelen het beschouwde tijdsinterval in in- 
finitesimaal kleine tijdsdelen die zo klein zijn 
dat de kracht F(t) gedurende elk van deze tijds- 
deeltjes als constant van grootte en richting 
kan beschouwd worden. 
Dan volgt; 

D ■ Ep(ti - P) = mv. t - mv. 
1 

kg*m 
sec 

hga - V mv 
t. 

- mv 
t~ 

kg*m 
sec 

ArrV h-TVY-P = r“hk -mv t 
k-l 

q; p, (t - tk) = mv„ - mv. 
t 
k 

kg m 
sec 

icg m 
sec 

+ 
G 

/ 
kg*m 
sec 

u F., Adt 
P (t) 

= mv - mv. 
P 

Deze vergelijking zegt dus, dat 

Sj DE RESULTERENDE IMPULS 
I van de kracht F(t9 in het tijdsinterval van 
p-^-q sec. gelijk is aan; 

DE RESULTERENDE VERANDERING VAN DE 
HOEVEELHEID BEWEGING VAN HET MASSAPUNT IN DIT 
TIJDSINTERVAL. 

Opmerkingen; a) Volgens de op blz. 128 en 129 behandelde 
methode om de somvector te bepalen is; 

G_^ G G 

ƒ S(t)'cit = (./ P^t)dt) + ( ƒ 
P P P 

dt 
kg*m 
sec 

b) Bovenstaande bewijsvoering is onverkort 
geldig voor het geval dat de kracht F(t) 
op ieder ogenblik de resultante is van 
meerdere veranderlijke, op het massapunt 
v/erkende krachten. ----- 

In dat geval is Z F(t)dt de RESULTE¬ 
RENDE IMPULS VAN AL$E OP HET MASSaPUNT 
WERKENDE KRACHTEN IN HET TT JDSINTERVAL 
VAN p —s-q sec. 

EINDCONCLUSIE. 
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EINDCONCLUSIE VaN DEEL I van jjb 

DE RESULTERENDE IMPULS 

VaN ALLE OP EEN MASSAPUNT WERKENDE KRACHTEN 

IN EEN GEGEVEN TIJDSINTERVAL 

is gelijk aan 

DE RESULTERENDE VERANDERING VAI'T DE HOEVEELHEID 

BEWEGING VAN HET MaSSaPUNT IN DIT TIJDSINTERVAL. 

Dus; . , 
einde 

^9- 
E(t)dt = mv 

einde 
begin 

mv 
begin 

kg*m 
sec 

waarin E(t) de resultante is van aLLE op het 
massapunt werkende krachten als functie van 
de tijd. 

Opmerking; Voor het geval DAT DE BEWEGING RECHTLIJNIG IS, en de 
kracht F "(TT dus ook langs deze rechte werkt, kunnen we 
bovenstaande vergelijking ALGEBRAÏSCH afleiden; 

einde einde einde 

/ F(t)dt = / rn.4j.dt = / mdv = mv, 
j J ui j 

"begin begin begin 

f • -> 

einde 
- mv begin 

Voor v. en ■v-be moeten dan wel DE ALGEBRAISCHE einde 
WAARDEN van de eind-resp. beginsnelheid worden ingevuld. 

DqgI II van, ó 7. Problemen waarbij de impuls van een kracht een rol 
speelt. 

Punt 1) Het afschieten van een kogel. 

Gegeven; Op enige hoogte boven de grond 
bevindt zich een hol buisje 

in horizontale stand. De openingen van 
_ het buisje worden afgesloten door twee 

ÜÜV c-wïëiÉ stoppen A en B die even ver in het 
i buisje steken (zie fig.). De massa van 

stop a is groter dan de massa van stop 
B. De ruimte C tussen de stoppen is op¬ 
gevuld met een springstof die tot ont¬ 
ploffing wordt gebracht. Daardoor bewe¬ 
gen de stoppen naar buiten. 
Verondersteld wordt dat ze van het buis 

e //‘> '//—  je dezelfde wri jvingsweerstand onder¬ 
vinden en het buisje dus op hetzelfde 
moment verlaten. 

Gevraagd; a) Wat valt er te zeggen over de snelheden waarmee de 
stoppen het buisje verlaten? 

Antwoord; De springstof werkt op beide stoppen even lang en met 
dezelfde kracht. Daar de stoppen van het buisje ook 
dezelfde wrijvingsweerstand ondervinden IS DE RESULTE¬ 
RENDE IMPULS VAN DE ..'OP STOP A VERKENDE KRACHTEN GE¬ 
LIJK AAN DE RESULTERENDE IMPULS VAN DE OP STOP B WER¬ 
KENDE KRACHTEN. 
Daar de stoppen aanvankelijk in rust waren verlaten 
ze het buisje dus MET DEZELFDE HOEVEELHEID BEWEGING. 

m. .v„ 
A A mB.vB 

kg¥m 
sec. 

Dus; 
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Daar m^/mB moet vz<vb. 

Gevraagds b) Wat valt er te zeggen over de tijdsduren die de stop¬ 
pen nodig hebben om de grond te bereiken? 

antwoords Na het verlaten van het buisje beschrijft elke stop 
een kogelbaan met horizontale beginsnelheid. 
In de Y-richting hebben deze bewegingen DEZELFDE 
PIAATSFUNCTIE; Y = - i!g|t2 m. 

De stoppen zullen dus GELIJKTIJDIG de grond bereiken. 

Gevraagds c) Veronderstel, dat stop A onwrikbaar met het buisje 
verbonden is, wat zal er dan gebeuren na de ontplof¬ 
fing van de springstof? 

Antwoords Dan krijgt het geheel van buisje en stop A een hoeveel 
heid beweging naar links, die gelijk is aan de hoeveel 
heid beweging waarmee stop B het buisje verlaat. 

Gevraagds d) Waarom moet de kolf van een geweer zwaar zijn? 

Antwoord s (zelf) 

Punt 2) De volkomen veerkrachtige botsing van een molecuul (massapunt) 
tegen een starre wand. 

X 

-d n 
/: 

ET 

In bovenstaande figuren wordt liet geval beschouwd dat een massa¬ 
punt van m kg^ een starre wand loodrecht treft, volkomen veer¬ 
krachtig botst en daarna de wand weer verlaat. 
We veronderstellen dat deze botsing zo kort duurt, dat de impuls 
van de zwaartekracht tijdens het contact van het massapunt met de 
wand kan verwaarloosd v/orden, zodat het massapunt de wand weer 
LOODRECHT zal verlaten. 
De veronderstelling dat de botsing volkomen veerkrachtig is houdt 
in, dat het totale A.v.B. voor de botsing gelijk is aan het totale 
A.v.B. na de botsing. Daar de wand STAR is, neemt deze geen A.v.B. 
van het botsende massapunt over. Het A.v.B. van het botsende massa¬ 
punt moet dus voor de botsing dezelfde waarde hebben als ha~de bot¬ 
sing, dus ; 

|Vj-| — l^iui ~ ivI "/sec. 

In het tijdsinterval van I—Kill heeft er een wederkerige kracht¬ 
werking plaats tussen de wand en het botsende massapunt. In dit 
tijdsinterval oefent de v/and voortdurend een NAAR RECHTS GERICHTE 
KRAQHT uit op het massapunt. Deze kracht is dus constant IN RICH¬ 
TING; ze is echter NIET CONSTANT IN GROOTTE. In het tijdsinterval 
van I —-7-II neemt deze kracht toe van nul tot een maximum en neemt 
in het tijdsinterval van II—>-111 weer af van deze maximale waarde 
tot nul. 

Gevraagd; a) De_ resulterende impuls van de kracht die de wand op 
het massapunt uitoefent in het tijdsinterval van I-.YÖI_ 

Antwoord; 
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Antwoord: 

Gevraagd: 

Antwoord: 

Gevraagd: 

Antwoord: 

III 

f F(t)dt = rnv-j-fj 
kg*m 
sec 

Daar de vectoren F(t), v^^ en v^ langs dezelfde lijn 

vlerken, kunnen we de verschilvector mvCTT - mvv 
aLGEBRAÏSCH bepalen. 1X1 x 
Rekenen we de naar rechts gerichte vectoren -t- en de 
naar links gerichte - , dan volgt: 

II 

+ J F (t) dt 
I 

+ mj Vml - (-m |v-r| ) 

+ inj v I m jv! 

= + 2 ni| v| 

kg*m 
sec 

kg*m 
sec 

kg*m 
sec 

Conclusie: 
De resulterende impuls van de kracht die de 

starre wand in het tijdsinterval van de botsing op het 
botsende massaount uitoefent is een vector die NAAR 
RECHTS GERICHT'IS, en , * 
II'T GROOTTE gelijk is aan 2mlvl -p 

S ö O 

)) Hoe ervaart de starre wand deze botsing? 

Gedurende het tijdsinterval dat het massapunt in con¬ 
tact is met de wand oefent de starre v/and dus een 
naar rechts gerichte kracht uit OP het massapunt waar¬ 
van de resulterende impuls gelijk is aan 

2m | vj 
kg*m 
sec 

VOLGENS DE WET VAï 
PUNT GEDURENDE IJIG 

ACTIE EN REACTIE OEFENT HET MASSA- 
B0TSING8C0NTACT OP DE STARRE WAND 

EEN REaCTIE-KRACHT UIT DIE OP IEDER OGENBLIK GELIJK 

EN TEGENGESTELD IS AAN DE MOMENTELE KRACHT DIE DE 
WAND OP HET MASSAPUNT UITOEFENT. 

Conclusie: De starre wand ervaart deze botsing als een 
NAAR LINKS GERICHTE KRACHTWERKING en wel zó 

dat Fft) = - E(t) 
m.pt op wand op 
wand m.pt. 

;) De grootte en richting van de resulterende impuls die 
de starre wand ondervindt van het botsende massapunt. 

Daar 

is 

E(t) 
van m.pt. 
OP de wand 

F'(t) 
van wand 
op m.pt. 

III III 

F(t)dt = - 
v.m.ptv 
op wand 

F(t)dt = - 2mjv| 
v. v/and 
op m.pt. 

kg% 
sec 

Conclusie s 
De resulterende impuls die de starre wand 
ondervindt van het botsende massapunt is 

een vector die: 
LOODRECHT NAAR DE V/AND TOE GERICHT IS, en 
IN GROOTTE gelijk is aan: 

2m |vl 
kg*m 
s ec 
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Punt 3) De SPANNING VAN EEN AFGESLOTEN HOEVEELHEID VAN EEN IDEAäL GAS. 
NB. a) Inleiding;. Een IDEaaL GAS is een DENKBEELDIG GAS waarvans 

1°) de moleculen VOLKOMEN VEBRKRaC HTIGE MASSAPUNTEN 
zijn, die 

2°) GEEN KRACHTEN OP ELKA.iR UITOEFENEN, 

De moleculen van een ideaal gas hebben dus TEL MASSA, 
maar hun privë-volume is gelijk aan het volume van 
een MEETKUNDIG PUNT, dus nul. Hieruit blijkt, dat een 
ideaal gas in de werkeiijkheïd NIET BESTAANBAAR IS. 

Toch is het voor ons van belang om de gedragingen van 
de ideale gassen te bestuderen, want het zal ons la¬ 
ter blijken, dat deze gedragingen BIJ BENADERING het 
zelfde zijn als de gedragingen van DE MERKELIJKE GAS 
SEN IN VERDUNDE TOESTAND (d.w.z. als de gemiddelde 
afstand tussen de gasmoleculen zeer groot is t.o.v. 
de afmetingen der moleculen). 
De formules die voor een ideaal gas EXACT gelden, 
gelden dus voor een verdund werkelijk gas BIJ BENA¬ 
DERING. 

In het onderhavige punt 3) gaan we nu een formule af 
leiden voor de druk van een afgesloten hoeveelheid 
van een ideaal gas. In de hogere natuurkunde wordt 
deze formule streng wiskundig bewezen. Onze wiskunde 
kennis schiet echter te kort om deze strenge bewijs¬ 
voering te kunnen volgen. 
Daarom moeten wij genoegen nemen met een sterk ver¬ 
eenvoudigde afleiding. De vereenvoudiging bestaat 
hierin dat we de moleculen van het gas niet ^luk¬ 
raak'5 door elkaar laten vliegen maar hen een zeer 
geordende beweging voorschrijven, (zie beneden) 

b) We beschouwen nu een afgesloten hoeveelheid van een ideaal gas. 

Stelling; 
-p, 1 , 2 
P = t L iv gas 3 

N 
m2 

Hierin is; P de druk of spanning van het 
gas _ N 

gas m — 
m^ 

L het aantal gasmoleculen PER 

m de massa PER MOLECUUL v.h. GAS 
— in kg^‘ 
v" het gemiddelde van de kwadra¬ 

ten van de snelheden van de 
moleculen. 

Opmerking; Met nadruk wijzen we0er op, dat er in de formule 
staat v2 en niet (v)^; het gemiddelde van de kwadra¬ 
ten van een aantal getallen is n.1. NIET gelijk aan 
het kwadraat van het gemiddelde van deze getallen. 
Voorbeeld; Van de getaiien i, 2, 3 en 4 is het 

gemiddelde van de kwadraten; 
1 + 4 + 9 + 16 _ 30 _ r-j c; 

4 " 4 " 

en het kwadraat van het gemiddelde; 

(—*—43 4 V = (|)2 = ^ = mm 
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Bewijs van de formule P = \ L mv^ 
_0 

N 

5? 

Deel I van het bewijs. 

cz rr, g_A 2. /■ 

- v r- 

We beschouwen een kubusvormig vat met 
starre wanden waarvan de ribben een 
lengte hebben van a meter. 
In dit vat bevinden zich N moleculen 
van een IDEAAL GAS. 

WE NHM AAN DAT DEZE MOLECULEN GE¬ 
LIJKMATIG OVER DE INHOUD VAN DE KUBUS 
VERDEELD ZIJN M ZICH ‘‘GEIDEALISEERD:: 
BEWEGEN. 

1 
jN mol.beweegt // AE met snelh. v ^sec; 

” // AD n v m/sec; 

1 w // AB v m/sec; 

¥ 
¥ 

Botsinger tussen de moleculen onderling achten we uitgesloten. 

WE BESCHOUWEN NU DE i N MOLECULEN DIE EVENWIJDIG AAN DE RIBBE AE 
BEWEGEN. ^ 

121 
Elk van deze moleculen vliegt dus met constante snelheid v /sec. 
heen en weer tussen de overstaande zijwanden ABCD en EFGH langs 
een vaste rechte die loodrecht staat op deze wanden en botst dus 
met regelmatige tussenposen tegen deze wanden. 

Deel II van het bewijs? 
WE BEREKENEN DE IMPULS PER MOLECUUL PER 
BOTSING TEGEN DE WAND ABCD. 

v! 

✓V 

<3 

I v 

De impuls per molecuul per botsing tegen 
de starre wand ABCD is een vector dies 

1°) LOODRECHT OP ABCD staat en naar buiten 
gericht is, 

2°) IN GROOTTE gelijk is aan? 

2 mlv! (zie punt 2) 

Deel H van het bewijs? WE BEREKENEN DE IMPULS PER MOLECUUL PER 
SECONDE TEGEN DE STARRE WAND ABCD. 

We beschouwen een molecuul dat heen en weer beweegt tussen 
de wanden ABCD en EFGH. 
Hoe vaak botst dit molecuul PER SECONDE tegen de wand aBCD’ 

Antwoordi Zo vaak het molecuul de afstand 2a meter aflegt 
botst het EEN KEER tegen de wand ABCD. 
Welnu? het molecuul legt de afstand 2a meter af 

2a 
in — seconden. (De tijdsduur van een bot¬ 

sing tegen ae starre wand wordt hierbij verwaar¬ 
loosd). 
Hot botst dus 2^ keer per seconde tegen ABCD. 

Concl. ? PER SECONDE botst het molecuul ^ keer tegen ABCD. 

v m/sec 1 
Opmerking. De dimensie van ^ is = -ggg. 

Hoe groot 
ABCD? 

Antwoord? 

heoft dus de dimensie van een frequentie. 

is dus de impuls PER MOLECUUL PER SECONDE tegen 

De impuls per molecuul per botsing = 2mv 

Het aantal botsingen per molecuul per seconde 

De impuls per mol. per sec. tegen 
v 
2a 

1 
;ec 

ABCD is dus 0 v mvc 2mv x rr— = - 
2 a. a 

kg*m 
sec^ 
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Conclusie; 

DE IMPULS PER MOLEC. _ mv£ kg*m 
PER SmC. tegen ABCD ~ a sëc^ 

Opmerking; De impuls per molecuul per seconde tegen 
ABCD heeft dus de dimensie van EEN KRACHT 
(Newton)l 

Deel IV van het bewijs. 

WE BEREKENEN DE TOTALE IMPULS PER SECONDE 
TEGEN DE STARRE WAND ABCD. 

Er zijn i moleculen die met de eenparige snelheid van. v %, 
tussen de wanden ABCD en EFGH heen en weer bewegen^ 

De impuls per molec. per sec. tegen ABCD = . 

De TOTALE IMPULS die deze h N moleculen PER SECONDE aan de 
J 

wand aBCD geven is dus: 
i H. 5Ï 
3 a 

2 
kg*m 

sec^ 

Conclusie; 

DE TOTALE IMHJIS PER 
SEC. TEGEN ABCD 

A mv 3 a 
kgfm 

sec'- 

Opmerking. De totale impuls per sec. tegen ABCD heeft 
dus ook de dimensie van EEN KRACHT (Newton)l 

Deel V van het bewijs. 

HOE ERVAART DE-, STARRE WAND ABCD DE BOTSIN¬ 
GEN VAN DEZE t N MOLECULEN? -3- 

Daar deze i N moleculen gelijkmatig over de ruimte van de 
kubus verdeeld zijn, ONTVANGT DE WAND IN GELIJKE TIJDSDELEN 
EENZELFDE AANTAL STOTEN, DUS KRIJGT DE WAND ABCD van de bot¬ 
sende moleculen IN GELIJKE TIJDSDELEN OOK TOTALE IMPULSEN 
VAN GELIJKE GROOTTEN. 
Welnu: Een CONSTANTE, op de wand ABCD werkende kracht F New 

ton, zou de wand ABCD in gelijke tijdsdelen ook im¬ 
pulsen van gelijke grootten geven. Immers, de impuls 
door de kracht F in een tijdsinterval At sec. zou 

——1 Lr- yv-i 

dan gelijk zijn aan: F. At 

CONCLUSIE; De starre wand ABCD ervaart de gelijk¬ 
matige opeenvolging van de botsingen 

van de beschouwde \ N moleculen ALS DE 
WERKING VAN EEN CONSTANTE KRACHT~]T~New¬ 
ton DIE _L ABCD NAAR BUITEN GERICHT IS. 

NB. HOE GROOT IS DEZE CONSTANTE KRACHT F? 

Antwoord: De impuls van deze constante kracht F in At sec, 

is gelijk aan F At 

DE IMPULS PER SECONDE van de kracht F is dus in 
grootte gelijk aan: 

Welnua 

F At kg^ïïi 
- At ;ec 

= F 
~ sec 2 

DE TOT.IMPULS PER SEC. 
van Ne molec.tegen ABCD 

mv 
2 

Icgf m 

sec- 
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Uit deze twee vergelijkingen volgt dat2 

p _ 1 F mvf_ kg*m 
3 a sec? 

CONCLUSIES DE STARRE RAND ABCD ERVAART DE GELIJK¬ 
MATIGE OPEENVOLGING-, VaN DE BOTSINGEN 
VAN DE BESCHOUWDE ±N MOLECULEN ALS DE 
WERKING VAN EEN ^ 

CONSTANTE KRACHT F DIE 
IN GROOTTE gelijk is aan 

" E = b ^ 
3 a sec2 

EN -L A BCD NAAR BUITEN GERICHT IS. 

Daar alleen deze — N moleculen in aanraking komen met de 
wand ABCD is de zerkracht F tevens de kracht die de wand 
ABCD ondervindt van ALLE moleculen in de kubus. 

Deel VI van het bewijs; 
WE BEREKENEN DE KRACHT DIE DE MOLECULEN IN 
DE KUBUS PER SP VAN DE WAND UITOEFENEN = 
DE DRUK P. 

De kracht op de v/and ABCD is in grootte gelijk aan 

F 
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Newton. 
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Welnu; Het oppervlak van de wand ABCD = a (meter) 
De kracht PER llê is dus; 
_ F 1 -,T mv^ Newton 
Jr — —y — — IN 

a P a 3 
3 

Hierin is N het aantal moleculen in de kubus; a^ is 
de inhoud van de kubus. 

is dus gelijk aan het aantal moleculen PER 
a-2 (meter)3. Dit aantal duidt men aan met de hóófd¬ 
letter L. 
Dus; 

Deel VII van het bewijs; 
Toevoeging. 

Bovenstaande formule is exact voor een ideaal gas waarvan 
de moleculen de voorgeschreven streng geordende bewegingen 
uitvoeren. 
In de hogere natuurkunde leidt men de formule voor de druk 
van een ideaal gas af in de veronderstelling dat de mole¬ 
culen luk-raak door elkaar bewegen en daarbij onderling 
verschillende snelheden hebben tussen “'nul'1 en ‘’oneindig" 
overeenkomstig de wetten_der kansberekening. 
Men vindt dan; -n 1 T „v2 N 

P = — ij lilV —77 
3 IIlD 

Deze formule is dus "’op een streepje na" identiek met de 
formule die wij gevonden hebben, n.1. het teken "gemiddeld” 
boven v^. 
We zullen ons in de toekomst houden aan deze off. formule. 

EINDCONCLUSIE; DE DRUK OF SPANNING VAN EEN AFGESLOTEN 
HOEVEELHEID VaN EEN IDEAAL GAS 

IS GELIJK AAN 
1 
3 

L mv 2 N 
m2 


